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阅读 《 具 ， 是 一 件 非常 愉悦 的 事 ， 细 细 体 会 大 师 深 窒 的 思想 ， 时 不 时 看 全 1 充满 放 谐 意味 的 涂 猩 ， 会 
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心 一 笑 ， 深 思 放松 .阅读 过 程 中 对 某 段 话 、 某 个 公式 的 心领神会 ， 那 种 感觉 很 难 用 文字 表达 ， 难 怪 
下 国有 个 成 语 叫 做 “ 妙 不 可 言 ”. 


一 一 空军 


和 者 直言 数学 光 有 抽象 的 美 是 不 够 的 ， 那 些 具 体 的 问题 和 技术 ， 以 及 其 实 世 界 的 联系 也 是 必须 
a 中 全 是 Se 绝妙 的 技巧 会 让 学 生 很 受 刺激 的 ! 所 的 的 非常 有 意思 ， 而 且 也 有 


一 一 学 徒 1 


这 是 一 本 充满 数学 技巧 和 实战 心得 的 书 ， 令 人 望而却步 的 理论 推导 也 有 ， 但 是 别 担心 ， 一 来 并 不 难 ， 二 来 
有 充分 的 铺垫 和 预 热 .好 像 一 个 武林 高 了 他 的 兵器 库 ， 如 数 家 珍 地 一 样 样 拿 出 来 ， 手 把 手 教 你 基本 
功 ,“ 把 这 些 学 扎实 ， 我 再 传 你 绝世 武功 ” ， 你 一 定 也 感受 到 了 高 德 纳 藏 在 镜片 后 犹 黯 的 
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《具体 数学 》 是 一 本 ee ts ;非常 严 谍 ， 逻 辑 条 理 清晰 ， 大 多 数 主题 都 是 我 们 
所 熟悉 的 .如 果真 的 想 读 懂 至 了 入 多 少时 间 痢 不 过 分 时 间 的 话 ， 大 家 都 可 以 尝试 着 
己 推 导 书 中 的 每 一 个 公式 ， 也 可 以 对 每 个 场景 兴 = 


staryin 


图 灵 社 区 的 空军 、 学 徒 1、 浮 生 小 荐 、 数 学 家 、 邓 国平 、staryin、 王 腾 超 、 白 龙 、yaoweil123、1t、 蒋 麒 霖 
等 读者 在 本 书 审 读 活动 中 提出 了 很 多 宝贵 建议 ， 特 此 表示 感谢 . 


下 
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人 成形 于 斯 坦 福 大 学 的 同名 课程 计 义 ， 该 刘 1970 年 以 来 每 年 都 会 开设 .每 年 大 约 有 50 名 学 生 选 学 这 门 
课 ， 有 本 科 生 ， 主 要 是 研究 生 ， 他 们 毕业 后 逐渐 在 各 地 开设 了 类 似 的 课程 ”由 此 看 来 ， 向 更 为 广泛 的 读者 
(得 含 大 学 三 年 瑞 学 生 ) 提供 教材 的 时 机 已 经 成 就 了 


“读者 对 象 、 读 者 水 平 以 及 处 理 方式 ， 这 些 描述 是 前 言 里 应 该 谈 及 的 ， “一 一 P R. Halmosi173 


具体 数学 诞生 之 际 ， 正 逢 一 个 黑暗 的 、 暴 风 骤 雨 般 动荡 的 十 年 . 在 那些 骚动 不 安 的 岁月 里 ， 长 期 秉承 的 价 
值 观 频频 受到 质疑 ， 大 学 校园 成 ] 字 论 的 温 床 . 大 学 课程 本 身 也 受到 挑战 ， 数学 同样 难 逃 严重 细 究 之 厄 
运 .John Hammersley 刚 刚 写 了 一 篇 发 人 深 省 的 文章 “On the enfeeblement of mathematical skills by'Modern 
Mathematics’and by similar soft intellectual trash in schools and universities”(《 论 中 学 和 大 学 中 被 “现代 数 
学 ”以 及 类 似 的 软 智力 垃圾 弄 得 日 葵 训 弱 的 数学 技巧 》) [L176] ， 其 他 颇 感 担忧 的 数学 家 们 B34 甚至 发 

问 : “数学 能 得 到 拯救 吗 ? ”本 书 作者 高 德 纳 (Donald E. Knuth) 撰写 了 名 为 The Art of Computer 
Programming 〈《 计 算 机 程序 设计 艺术 》) 的 系列 专著 . 在 写 第 一 卷 时 ， 他 发 现 一 些 数学 工具 从 他 的 数学 
武 库 中 消失 了 .为 透彻 而 扎实 地 理解 计算 机 程序 ， 他 所 需要 的 数学 已 经 与 他 读 大 学 数学 专业 时 所 学 习 的 内 
容 通 然 不 同 . 所以， 他 引入 了 一 门 新 的 课程 ， 讲 授 他 认为 本 该 有 人 教授 他 的 那些 内 容 . 


“人 们 用 行 话 来 武装 自己 ， 的 确 得 到 一 点 短暂 的 威望 他们 可 以 自命 不 几 ， 卖 弄 表面 的 专业 知识 . 但 是 ， 我 们 对 受过 教育 的 数学 家 们 的 
真正 要 求 ， 不 是 他 们 能 说 些 什 么 ， 甚 至 也 不 是 他 们 对 现存 的 数学 知识 知道 些 什 么 ， 而 是 他 们 会 用 所 学 知识 做 些 什 么 ， 以 及 他 们 能 否 实 
实在 在 地 解决 实践 中 提出 来 的 数学 问题 . 简 言 之 ， 我 们 要 的 是 行动 ， 而 不 是 空谈 . ”J. Hammersleyl176 


这 门 冠 名 "具体 数学 ”的 课程 起 初 是 为 矫正 “抽象 数学 ?而 设置 的 ， 那 时 ， 具 体 的 经 典 结 果 正 在 被 接 题 而 至 的 
俗称 “新 数学 ”的 抽象 思想 迅速 据 弃 在 现代 数学 课程 表 之 外 .抽象 数学 是 一 个 奇妙 的 主题 ， 其 中 没有 任何 廖 
误 ， 它 既 漂亮 、 通 用 ， 又 实用 . 但 是 ， 它 的 拥护 者 们 误 以 为 ， 数 学 的 其 余部 分 都 是 低劣 而 不 再 值得 关注 的 
了 . 一 般 化 的 标 变 得 如 此 时 夏 ， 使 得 整整 一 代数 学 家 变 得 不 会 欣赏 具体 数学 之 美 ， 不 能 享受 求解 数量 型 


问题 的 挑战 ， 也 不 再 重视 技术 手段 之 价值 . 抽象 数学 于 是 变 得 排外 ， 并 逐渐 失去 与 现实 的 联系 ， 数 学 教育 


需要 增加 具体 的 侍 码 以 保持 健康 的 平衡 


高 德 纳 在 斯 坦 福 大 学 第 一 次 讲授 具体 数学 这 门 课时 ， 说 他 打算 讲授 一 门 硬性 而 非 软 性 的 数学 课 ， 这 也 解释 
了 这 个 略 显 古怪 的 课程 名 称 . 他 宣称 ， 与 某 些 同事 的 期 望 相反 ，， 他 既 不 打 讲授 集合 论 ， 也 不 打算 讲授 
Stone 航 入 定理 ， 甚 至 不 讲授 Stone-Cech 紧 致 化 ( 几 位 土木 工程 系 的 学 生 于 是 站 起 来 ， 安 静 地 离开 了 教 


[= 


“数学 的 核心 是 由 具体 的 例子 和 具体 的 问题 组 成 的 . ”一 —P. R. Halmost17 2 


尽管 具体 数学 的 起 步 是 针对 流行 趋势 的 反动 ， 但 是 它 存在 的 主要 理由 是 具有 积极 而 非 消极 意义 的 .作为 一 
门 持 续 受 欢迎 的 课程 ， 它 的 题材 得 以 “充实 * 并 在 各 种 新 的 应 用 中 被 证 明 是 有 价值 的 . Z. A. Melzak 曾 出 版 
了 两 卷 本 的 著作 Companion to Concrete Mathematics [267] ， 从 另 一 个 角度 肯定 了 这 一 课程 名 称 的 恰当 性 . 


“在 讲授 具体 的 对 象 之 前 就 讲授 抽象 的 内 容 ， 是 完全 不 应 该 的 . ”一 2Z. A. Melzak[267 


具体 数学 的 素材 初 看 像 是 一 堆 互 不 相干 的 技巧 ， 但 是 透 过 实践 可 以 把 它 汇集 成 一 组 严谨 高 效 的 工具 . 的 
确 ， 这 些 技术 有 基本 的 一 致 性 ， 且 对 许多 人 都 有 极 强 的 吸引 力 .， 当 另 者 葛 立 恒 (Ronald L. Graham) 
在 1979 年 首次 教授 这 门 课时 ， 学 生 们 都 感觉 很 有 趣 ， 以 至 于 决定 一 年 后 举行 一 次 班级 聚会 . 


具体 数学 究竟 是 什么 呢 ? 它 融合 了 连续 数学 和 离散 数学 . 1 更 具体 地 说 ， 它 是 利用 一 组 求解 问题 的 技术 对 
数学 公式 进行 有 控制 的 操作 .理解 了 本 书 的 内 容 之 后 ， 你 所 需要 的 就 是 颗 冷 静 的 头脑 、 一 大 张 纸 以 及 较 
为 工整 的 书写 ， 以 便 对 看 上 去 令 人 恐怖 的 和 式 进行 计算 ， 求 解 复杂 的 递归 关系 ， 以 及 发 现 数据 中 隐藏 的 精 
0 你 会 对 代数 技巧 得 心 应 手 ， 从 而 常常 会 发 现 ， 得 到 精确 的 结果 比 求 出 私 在 定 意义 下 成 立 的 近似 


1 具体 数学 的 英文 Concrete 取 自 连续 (CONtinuous) 和 离散 (disCRETE) 两 个 单词 . 


编者 注 


具体 数学 是 通 向 抽象 数学 的 桥梁 . 


这 本 书 要 探讨 的 主题 包括 和 式 、 递归 式 、 初 等 数论 、 二 项 式 系数 、 生 成 函数 、 离 散 概率 以 及 渐 近 方 法 ， 

重点 是 强调 处 理 技术 ， 而 不 是 存在 性 定理 或 者 组 合 推理 ， 目 的 是 使 每 一 位 读者 熟悉 离散 性 运算 (如 最 大 整 
数 函 数 以 及 有 限 求 和 ) ， 就 好 像 每 一 位 学 习 微 积分 的 学 生 都 熟悉 连续 性 运算 一 样 《如 绝对 值 函 数 以 及 不 定 
只 » 


“上 略 过 看 似 基础 内 容 的 高 水 平 读者 ， 比 略 过 看 似 复杂 内 容 的 较 低 水 平 读者 ， 可 能 错失 更 多 的 东西 ”一 一 G. 波 利 亚 12937] 


注意 ， 这 些 主题 与 与 当今 大 学 本 科 中 的 “离散 数学 ”课程 的 内 容 和 截然 不 同 . 因此， 这 门 课程 需要 一 个 不 同 的 名 
次 ， 而 “具体 数学 ?可 谓 恰 如 FH 分 


最 初 在 斯 坦 福 大 学 教授 “具体 数学 ”的 教材 是 The Art of Computer Programming L207 中 的 “Mathematical 
Preliminaries” (数学 预备 知识 ) 71. 但 是 ， 那 110 页 的 内 容 相当 简 活 ， 所 以 另 一 位 作者 欧 伦 : 帕 塔 许 尼 元 


(Oren Patashnik) 受到 启发 ， 撰 写 了 一 套 长 篇 幅 的 补充 笔记 .这 本 书 就 是 那些 笔 i 记 的 产物 ， 它 扩 充 了 “ 数 
出 了 这 些 预备 知识 ， 其 中 略 去 了 那些 较 高 深 的 部 分 ， 同 时 又 包含 了 


] 
学 预备 知识 ”中 的 资料 ， 也 更 从 容 地 3 
笔记 里 未 提 及 的 主题 ， 使 得 书 的 内 容 更 为 完整 . 


[我 们 没 敢 叫 作 “ 离 续 数学 ” (Distinuous Mathematics) . ] 


生命 ， 它 就 看 似 是 自己 写 就 的 . 


a 


我 们 很 享受 一 起 写 这 本 书 ， 因 为 这 门 课程 就 在 我 们 眼前 逐渐 定型 ， 获 得 
此 外 ， 我 们 这 些 年 来 在 若干 地 方 采 用 的 非常 规 方法 看 起 来 也 十 分 妥 帖 ， 让 人 忍 不 住 认 为 ， 这 本 书 正好 宣告 
了 我 们 所 喜爱 的 做 数学 的 方式 .所 以 我 们 想 ， 这 本 书 就 像 讲述 数学 之 美 之 奇 的 故事 ， 硕 望 读 考 能 够 分 享 我 
们 写作 中 的 愉悦 ， 哪 但 只 有 es 那么 一 点 点 . 


cp 一 件 具 体 的 救生 衣 抛 向 沉 入 抽象 大 海 的 学 生 . ”一 W.Gottschalk 


自从 本 书 在 大 学 环境 中 诞生 以 来 ， 我 们 就 一 直 尝 试 以 非 正式 的 风格 来 体现 当代 课 特 教学 的 精神 ， 有 些 人 认 
为 数学 是 一 项 挛 肃 的 工作 ， 必 须 是 冷冰冰 的 ， 但 是 我 们 认为 数学 是 娱乐 ， 而 且 并 不 铸 于 承认 这 个 事实 ,为 
十 么 要 把 工作 和 娱乐 截然 分 开 呢 ? 具体 数学 充满 了 引人入胜 的 模式 ， 其 演算 推理 并 非 总 是 轻而易举 ， 然而 
答案 却 可 能 极 具 魅 力 . 数学 工作 的 欢乐 和 忧伤 都 鲜明 地 反映 在 这 本 书 中 ， 因 为 它们 是 我 们 生活 的 一 部 分 


学 生 们 总 是 比 老师 们 更 有 头脑 ， 所 以 我 们 请 这 个 教材 的 首 批 学 生 提 出 他 们 坦诚 的 意见 ， 即 旁 注 中 的 “ 涂 
鸦 ”， 在 这 些 “ 涂 鸦 ”* 中 ， 有 一 些 仅 仪 是 套话 ， 有 一 些 则 很 深奥 ， 有 一 些 提醒 区 分 歧义 或 者 含混 之 处 ， 有 
些 则 是 后 排 那些 聪明 家 伙 爱 做 的 点 评 ， 有 一 些 是 正面 的 ， 有 一 些 是 负面 的 ， 还 有 一 些 则 不 偏 不 倚 . 但 是 ， 
它们 都 是 情感 的 真实 表现 ， 应 该 有 助 于 读者 理解 正文 内 容 . (这 种 卷 注 的 灵感 来 自 名 为 Approaching 
Stanford 〈《 走 近 斯 坦 福 》) 的 学 生 手册 . 在 这 本 手册 中 ， 官 方 的 大 学 信息 与 即将 离 校 的 学 生 评 论 相映 成 
趣 ， 例 如， 斯 坦 福 大 学 说 :“ 在 斯 坦 福 大 学 这 个 无 定型 的 生活 方式 中 ， 有 一 些 东 西 是 你 不 能 错过 的 . ”而 劳 
注 中 写 道 : “无 定型 .…. 鬼 知道 是 什么 意思 ? 这 里 到 处 都 是 典型 的 伪 理 智 主义 ， ”斯 坦 福 大 学 说 :“ 一 群 住 
在 一 起 的 学 生 ， 他 们 的 潜力 是 无 穷尽 的 . ”而 涂鸦 则 声称 : “斯坦 福 大 学 的 宿舍 就 像 无 人 管理 的 动物 


A 2 
数学 涂鸦 : Kilroy wasn't Haar. Free the group. Nuke the kernel. Power to the n. N=] 一 P =NP. 


我 对 这 个 主题 的 兴趣 只 能 靠边 站 . 


出 


世界 大 战 期 间 美 兵 墙壁 涂鸦 ， 而 Haar 是 指 Alfréd 


学 


上 ? 这些 涂 鸦 都 是 将 某 个 典故 与 数学 关联 在 了 一 起 ， 比 如 “Kilroy was here!” 指 第 二 
| Haar， 一 位 匈牙利 数学 家 . (如 无 特殊 说 明 ， 本 书 脚注 均 为 详 者 注 .) 


旁 注 中 也 直接 引用 了 数学 家 们 的 话 ， 这 些 话 是 他 人 在 宣布 某 些 重大 发 现时 所 说 的 . 看 起 来 ， 将 莱 布 尼 
深 高 斯 等 人 的 话 与 那些 继续 其 研究 工作 的 人 的 话 混在 一 起 是 合适 的 .数学 是 身 处 各 地 的 人 进行 的 
探索 研究 ， 涓 涓 细 流 才能 汇 成 浩瀚 的 海 沪 


这 是 我 曾经 上 过 的 最 令 人 愉快 的 课程 ， 你 在 学 习 时 能 加 以 总 结 会 大 有 神 益 . 


忆 

| 

当 | 
型 地 
” 


芋 


一 < 


这 本 书包 含 了 500 多 道 习 题 ， 分 成 如 下 六 大 类 . 


。 热身 题 ， 这 是 每 一 位 读者 在 第 一 次 阅读 本 书 时 就 应 完成 的 习题 ， 
。 基础 题 ， 这 些 习题 揭示 出 了 ， 通 过 自己 的 推导 而 不 是 他 人 的 推导 来 学 习 最 好 ， 


作业 题 : 
。 考 试题 : 
be 附加 题 : 
。 研 究 题 : 


我 明 


具 


a 


作业 题 挺 难 ， 


日 


是 力 


E 解 当前 章节 内 


[学理 


一 般 同时 
门 超出 了 


它 1 


涉及 上 
学 


章 以 上 
习 本 教材 日 


或 许 非 人 力 所 
体 数学 就 意 


是 我 学 


容 的 旧 
和 内容， 
学 9 


题 . 


可 作为 家 庭 测 证 


生 的 平均 水 3 


能 解 ，f 


味 着 操练 . 


到 很 多 ， 值 得 为 它 付出 时 间 . 


家 庭 测试 题 极其 重要 


我 猜想 考试 


比 作 


给 出 了 所 有 


会 给 


请 保留 它们 . 


时 


难 . 


习题 


外 会 给 


“HH 


应 该 


图 求解 问题 ， 


偷懒 者 有 


能 通过 和 


> 袭 答 案 i 


日 是 这 里 


的 答案， 常常 还 附 有 相 
出 部 分 结果 或 者 提示 ， 
先 努 力 试 


这 或 讨 
而 不 是 在 这 


以 而 
给 出 的 题 似乎 值得 


(不 作为 课堂 上 的 限时 考试 ) . 


旦 


人 寻味 


的 方式 和 


= 


关 的 解 题 
F 会 很 有 区 


帮助 . 


思路 . 


过 这 门 课程 ， 


但 他 们 


是 在 自 其 


在 附录 C 中 ， 我 们 


党 试 说 明 每 道 习题 的 蝇 


中 


运气 . 很 i 


传 已 久 的 


数 当 
类 书籍 和 杂志 中 的 
可 题 我 们 


家 们 ] 的 传统 


有 个 不 好 
改 法 ( 通 


党 者 


处 ， 
会 指 出 最 初 棋 类 | 问题 的 名 字 、 时 


之 前 就 


案 . 


身手 


(当然 ， 研 究 题 的 “ 管 
们 鼓励 读者 看 一 


(不 


展 了 书 中 的 知识 . 
民 时 ) 


让 
看 答 


案 ， 


三 | 


因为 


个 富 


教 益 


| 习题 ， 


已 经 无 


从 考 记 


到 


二 来 源 ， 如 3 


个 5 


“有 读者 ] 


解 


确 ， 我 们 非常 


乐 了 


， 以 便 在 这 


知道 详情 


| 


难 的 考试 并 


这 本 书 自 


没有 顾及 


始 至 终 使 
Beeton 、 R. P. Boas 
Whidden 和 W. B. Wool 的 


准备 其 他 课程 的 学 生 . 


的 数学 字体 是 
~ L.K. Durst、 了 . 
成 的 委员 会 


它 是 一 位 数学 
般 是 用 钢笔 


尖 ， 因 为 用 


家 用 极 
、 铅笔 或 者 粉笔 


线 回 


到 
{漂亮 的 书法 
各 创造 数 
手写 


本 


的 . 
为 零 很 


到 起 点 时 ， 


标 、 
家 莱 昂 


1Hermann Zapfl227] 
E. Knuth ~、 P. Murdock 、 R. S. Palais ~ P. 
展 起 来 .Zapf 的 设 i 
手写 


的 帮助 下 发 
} 写 出 来 的 . 


少 能 够 平 


的 


口 


新 


后 续 版 本 中 予以 


广 霹 


IE: 


的 问题 常常 融会 
而 不 表示 感谢 . 我 们 相信 
间 和 地 点 ) 
题 的 起 源 ， 而 书 


大 量 的 创造 性 思 
相反 的 做 法 ， 
于 此 . 然而 ， 


i 


， 要 远 


元 胜 


六 


的， 它 


设 训 


国 数学 会 委托 ，3 


且 在 


天 


采 


(例如 ， 


本 而 不 


十 基本 


Renz ~ E. Swanson 、 S. 


的 一 个 特 


想 或 
例如 权 
许多 流 
的 说 明 缺 失 或 不 够 准 


上 标 以 及 搬 号 都 更 容易 与 常规 符 
村 哈 德 . 欧 
Euler Text、Euler Fraktur 和 Euler Script Capitals, 


x 


i 


言 ? SY. 台 比 


在 这 也 


局 关 目 


是 欧 拉 的 数学 . 


HL 


马 融 为 体 . 


这 种 


名 字 


(1707—1783 


名 的 ， 他 有 


命 


如 此 众多 广 > 
还 有 Euler Greek 以 及 像 8 


3 


有 让 Euler 字 体 家 族 登 


3 本 书 中 文 版 没 


个 字体 库 ， 难 于 呈现 原 - 


有 采用 这 


我 不 习惯 这 张 面 


4 


我 们 非常 感谢 


Andrei Broder ~ Ernst Mayr ~ Andrew Yao ( 姚 


教授 具体 数学 的 这 些 年 间 对 这 本 


书页 


大 沪 
年 班级 所 发 生 


的 事情 创造 


性 地 记录 下 来 ， 


此 是 下 冯 年 


来 教学 i 


义 的 价值 的 缩影 ， 


了 


亲爱 的 教授 


感谢 (1 


) 这 


些 双关 语 ，(2) 这 些 题材 . 


本 书 出 版 还 得 
林 斯 顿 大 学 、 


益 于 许 
莱 斯 大 


Addison-Wesley 的 接 
Aaronson、 设 计 师 


的 支持 . 在 我 


们 准 


Roy Brown 以 及 文字 


台 亮 相 ， 


书 的 字体 ， 我 们 深 


页 献 极 大 . 


为 莱 昂 


J 
人 


此 外 ， 


并 
没有 他 们 出 


] 例如 ， 
福 大 学 的 学 生 ， 
成 效 和 助 益 . 特别 地 ， 我 们 
编辑 Lyn Dupré. 到 家 入 

，Cheryl Graham 给 了 极 大 的 帮助 . 最 重要 的 是 ， 


哈 德 - 欧 拉 的 精 家 


编者 注 


帮助 设计 了 考题 ， 他 们 的 


为 人 和 


条 


和 数学 发 ] 
HR 这 样 的 特殊 符 


好 像 
门 一 


期 智 ) 和 Frances Yao ( 储 枫 ) ， 
我 们 对 助教 们 表示 十 二 


真 的 》 


舌 在 每 一 页 中 : 


他 们 在 基 


们 特 


坦 福 


士 数 学 


别 


具体 数学 就 


万 分 的 感谢 ， 他 们 将 每 一 


3 


列 在 了 附录 C 中 .这 本 


色 的 


他 们 贡献 了 


二 作 ; 


就 不 会 


我 们 希望 表扬 布朗 大 学 
精 选 的 涂鸦 之 作 ， 并 为 初 


希望 感谢 


Ji 以 及 Amy) 给 予 我 们 的 耐心 、 支 持 、 鼓 励 以 及 意见 . 


美 匡 


有 这 本 书 . 


` 哥伦比亚 


版 人 Peter Gordon 、 产品 名 
学 基金 以 及 


亚 大 学 、 纽 约 市 立 大 学 、 普 


基本 


高 挑 错 我 们 与 


监理 Bette 


海军 外 
我 人 


究 署 给 予 了 非 


] 希 望 感谢 夫人 们 (Fa 


上 -一 


消 ? 寺 


an 


员 
、 


局 


我 不 知道 学 到 的 东西 对 我 有 何 帮 助 . 


本 书 第 二 版 新 增 了 5.8 节 ， 它 描述 了 本 书 第 一 版 付 印 之 后 不 久 Doron Zeilberger 所 发 现 的 某 些 重要 想法 . 


第 一 版 所 做 的 进一步 改进 几乎 在 每 一 页 中 都 能 找到 . 
学 这 门 课程 时 我 有 过 许多 困扰 ， 但 是 我 知道 它 使 我 的 数学 技巧 以 及 思维 能 力 得 以 加 强 . 


我 们 一 直 试图 写 出 一 本 完美 之 书 ， 但 是 我 们 不 是 完美 无 暇 的 作者 . 


六 | 


每 个 着 误 ， 我 们 乐于 给 第 一 个 报告 该 错误 的 读 提 
误 . 


我 建议 混 学 分 的 学 生 不 要 上 这 门 课 . 


1988 年 5 月 于 新 泽 西 州 缪 勒 山 
1993 年 10 月 于 加 利 福 尼 亚 州 斯 坦 福 
一 一 万 立 恒 ， 高 德 纳 ， 帕 塔 许 尼 克 


支付 2.56 美 元 ， 环 


人 人 心 7 


D 人 已 征 


数学 错误 、 史 实 错误 还 是 印 


对 


此 恳请 读者 帮助 我 们 纠正 错误 对 于 


剖 错 


记号 注释 


书 中 的 某 些 符号 体系 并 不 标准 . 一些 读者 会 在 其 他 书 中 学 习 类 似 的 内 容 ， 这 里 列 出 了 他 们 可 能 不 熟悉 的 
记号 ， 同 时 也 标注 了 这 些 记号 所 在 的 页 码 . 《一 些 标准 的 记号 可 以 参见 本 书 的 索引 ) 


记号 名 称 

IDnz 然 对 数 : loge 了 

lgz 儿 2 为 底 的 对 数 : log2 工 

logz 常用 对 数 ，19g10 了 

[| 底 ，max{n|n < 7 ，n 是 整数 } 
[zx] 页 ，min{n|n < ,nn 是 整数 } 
T mody 余数 : 一 y |LZ/ 攻 

{z} 分 数 部 分 : 了 mod 1 

》 f(z)5r 无 限 和 式 

DD f(sr 有 限 和 式 

5 下 降 阶 乘 害 : TULT 一 7) 

27 上 升 阶乘 军 : T(z 十 n)/T(2) 
ni 倒 阶 乘 : /0! 一 R111 十 … 二 (一 "nljn! 
Re 实 部 : Zz ， 如 果 z 二 十 地 

Sz 虚 部 : W ， 如 果 z 一 工 十 过 

Ha 调和 数 : 1/1 十 … 十 1/n 

HI? 广义 调和 数 : 1/1 十 … 十 1/7 
f'™(z) 了 关于 z 的 mm 阶 导数 

斯 特 林 轮换 数 《第 一 类 斯 特 林 数 ) 


2 斯 特 林子 集 数 (第 二 类 斯 特 林 数 ) 


n 
( ) 欧 拉 数 (Eulerian number) 


n ER 
( 的 二 阶 欧 拉 数 

\am 0 2 a 的 基数 记 数 法 
| 连 项 式 多 项 式 

Q 了 
和 | 。 :) 超 几 何 函 数 
WA 基数 : 集合 _A_ 的 元 素 个 数 
2"]f(z) jz) 中 2" 的 系数 
a.. 品 闭 区 间 ， 得 合 {z|a zeAH 
m=n| 1， 如 果 m 二 nn ; 否则 ，0™ 
m\nl 1， 如 果 m 整除 nn ;否则 ，0™ 
m\\n] 1， 如 果 1m 精确 整除 ， 否 则 ，0™ 


[En [1 如 果 m 与 n 互 素 ， 否则 ，0™ | 


* 一 般 情况 下 ， 如 果 S 可 以 为 真 也 可 以 为 假 ， 那 么 [S ] 就 意味 着 : 如 果 $ 为 真 ，[S ] 就 为 1， 否 则 ，[S ] 就 为 
0. 


a /bc 与 a /(bc ) 是 一 样 的 .另外 ，logz/ logy = (logz)/(logy) ,2n!= 2(n!). 


如 果 你 不 明白 页 码 中 的 X 表 示 什 么 ， 那 就 问 问 你 的 拉丁 语 导 师 ， 而 不 是 数学 导师 


预 应 力 混凝土 数学 (prestressed concrete mathematics) 就 是 在 具体 数学 (concrete mathematics) 前 加 上 一 串 眼 花 练 乱 的 记号 . 


1 递归 问题 RECURRENT PROBLEMS 


本 章 探讨 三 个 范例 ， 以 便 你 对 后 面 要 讲述 的 内 容 有 个 大 概 了 解 . 它们 有 两 个 共同 的 特征 : 一 是 都 曾 被 数学 


家 们 反复 研究 过 ; 二 是 
解 . 


1.1 河内 塔 


我 们 首先 探讨 一 个 称 为 河内 塔 的 精巧 智力 


个 由 8 个 圆 盘 组 成 的 塔 ， 


好 的 ， 其 他 人 可 以 迅速 转 到 式 〈1.1) . 


(Ei 


它们 的 解 都 用 到 了 递归 的 思想 ， 每 一 个 问题 的 解 都 依赖 于 同一 问题 的 更 小 实例 的 


题 ， 


这 些 加 盘 掖 要 天 小 江城 的 方式 套 在 三 恨 柱 柱 牛 的 i 
如 果 你 从 没有 见 过 这 个 ， 请 举 手 . 


法 国 数学 家 爱德华 . 卢 卡 斯 于 1883 年 发 明 的 .给 定 一 


我 们 的 0 根 桩 柱 上 ， 每 次 只 能 移动 一 个 圆 盘 ， 且 较 大 的 圆 盘 在 移动 过 程 中 不 能 


放置 在 较 小 的 圆 盘 上 


户 卡 斯 269 给 这 个 玩具 赋 


Brahma) ， 它 由 64 个 纯 金 的 癌 瘟 推 放 在 三 
了 第 一 座 方 尖 塔 上 ， 并 命令 一 组 牧 响 
， 当 他 们 完成 任务 时 ， 那 座 塔 就 将 坊 塌 ， 


我 们 的 圆 盘 是 用 混凝土 (conc 


予 了 一 个 罗曼 蒂 克 的 传说 ， 


及 


rete) 做 成 的 吗 ? 


这 个 智力 题 有 解 ， 只 是 并 


确 如 此 ， 现在 问题 来 了 : 
须 且 足 够 的 ? 


按照 上 图 


说 的 是 一 个 大 得 多 的 婆罗 次 摩 塔 (Tower of 


EE 钻石 做 成 的 方 尖 塔 上 ， 他 说 ， a 


的 规则 把 它们 移动 到 第 三 座 方 尖 典 上， 据说 牧师 们 夜以继日 


世界 也 将 毁 灰 


下， 如 果 有 n 个 圆 盘 将 会 
这 样 推广 的 一 个 好 处 是 ， 


解决 这 样 问题 的 最 好 方法 


怎样 ? 


是 对 它 稍 加 推广 ， 


非 显而易见 不 过 只 要 稍 力 
我 们 能 做 到 的 最 好 的 解法 是 什么 ? 也 就 是 说 ， 要 完成 这 项 任务 移动 多 少 次 才 是 必 


婆罗 贺 


我 们 可 以 大 大 简化 问题 . 


塔 . 


求解 问题 的 下 一 步 是 引入 适当 的 记号 ; 


是 大 有 神 益 的 . 移动 只 有 一 两 个 圆 副 的 塔 二 


[思考 〈 或 者 此 前 看 见 过 这 个 问题 ) 就 能 使 我 们 确信 的 


摩 塔 有 64 个 圆 盘 ， 河 内 塔 有 8 个 圆 盘 ， 让 我 们 来 考虑 一 


各 


国史 


了 实 上 ， 在 本 书 中 我 们 将 反复 看 到 ， 先 研究 小 的 情形 


分 容易 . 


命名 并 求解 . 
柱 移动 到 另 一 根 桩 柱 所 需要 的 最 少 移动 次 数 . 那么 ,五 显然 是 1， 而 五 = 3 . 


再 通过 少量 的 尝试 就 能 看 出 如 何 移动 有 3 个 圆 盘 的 


我 们 称 五 是 根据 户 卡 斯 的 规则 将 n 个 辑 副 从 一 根 桩 


考虑 所 有 情形 中 最 小 的 情形 还 可 以 轻松 得 到 另 一 条 信息 ， 即 显然 有 五 = 0 ， 因 为 一 个 有 n = 0 个 圆 副 的 塔 
根本 无 需 做 任何 挪动 ! 聪明 的 数学 家 们 不 会 性 于 考虑 小 问题 ， 因为 当 极 端 情形 (即便 它们 是 平凡 的 情形 ) 
弄 得 明明 白白 时 ， 一 般 的 形式 就 容易 理解 ] 


现在 让 我 们 改变 一 下 视角 ， 来 考虑 大 的 情形 ; 人 移动 3 个 圆 盘 的 试验 表明 ， 获 


胜 的 思路 是 将 上 面 两 个 圆 盘 移动 到 中 间 的 桩 柱 上 ， 然 后 移动 第 三 个 圆 盘 ， 接 着 再 把 其 余 两 个 放 到 它 上 面 . 
这 就 为 移动 ” 个 圆 盘 提供 了 一 条 线索 : 先 反 -个 修 的 国生 移动 到 一 个 不 同 的 柱 信 上 《需要 -次 和 
动 ) ， 然 后 移动 最 大 的 圆 盘 《需要 一 次 移动 ) ， 最 后 再 把 那 " 一 1 个 小 的 圆 盘 移 回 到 最 大 圆 盘 的 上 面 (这 


需要 另外 的 7 1 次 移动 》， 这 样 ， 至 多 需要 271 + 次 移动 就 能 移动 (n> 0) 个 国 盘 了 


Tn < 2715-1+1, n>0. 


[| 


这 个 公式 用 的 是 符号 “<” 而 不 是 “=”， 因为 我 们 的 构造 仅仅 证 明了 27m-1 + 1 次 移动 束 足 够 了 ， 而 没有 证 
角 27n-1 十 1 次 移动 是 必需 的 . 智者 或 许 能 想到 一 条 捷径 . 


还 有 更 好 的 方法 吗 ? 实际 上 没有 . 我 们 迟早 必须 移动 最 大 的 那个 圆 盘 ， 当 我 们 这 样 做 的 时 候 ， 那 m 一 1 个 
小 的 圆 盘 必须 已 经 在 某 根 桩 柱 上 | 如 有 果 我 们 不 太 精 明 ， 
则 移动 最 大 的 圆 盘 可 能 会 多 于 但 是 在 最 后 一 次 移动 最 大 的 那个 圆 盘 之 后 ， 我 们 必须 把 那 一 1 个 小 
的 圆 盘 〈 它 们 必须 仍然 在 同一 人 移 回 到 最 大 圆 盘 的 上 面 ， 这 也 需要 五-: 次 移动 ， 从 而 

已 经 就 卢 卡 斯 问题 发 表 的 大 多 数 " 解 ">， 如 Allardice 和 Fraser[7] 给 出 的 一 个 早期 的 解 ， 都 没 能 说 明 为 什么 Tn 必定 之 27n-1 十 1. 


把 这 两 个 不 等 式 与 n = 0 时 的 平凡 解 结合 在 一 起 就 得 到 


TD 一 0: 
Tn 一 27n_1 十 1, 7 > 0. 


(1.1) 


(注意 ， 这 些 公式 与 已 知 的 值 五 = 工 以 及 五 =3 相 一 致 . 关于 小 的 情形 的 经 验 不 仅 能 帮助 我 们 发 现 一 般 的 
公式 ， 而 且 还 提供 了 便利 的 核查 方法 ， 看 看 我 们 是 否 犯 下 思春 的 错误 .在 以 后 各 章 涉 及 更 为 复杂 的 操 
作 策 略 时 ， 这 样 的 核查 尤为 重要 


像 式 (1.1) 这 样 的 一 组 等 式 称 为 递归 式 recurrence， 也 称 为 递归 关系 或 者 递 推 关系 ) . 它 给 出 一 个 边界 
值 ， 以 及 一 个 用 前 面 的 值 给 出 一 般 值 的 方程 . 有 时 我 们 也 把 单独 的 | 
来 说 它 还 需要 一 个 边界 值 来 补足 . 


是 的 ， 是 的 ， 我 以 前 见 过 这 个 词 . 


Ne 


所 


我 们 可 以 用 递归 式 对 任何 ”计算 五 ， 然 而， 当头 很 大 时 ， 并 没有 人 真 愿意 用 递归 式 进行 计算 ， 因 为 太 耗 时 
了 . 递归 式 只 给 出 了 间接 、 局 部 的 信息 .得 出 递归 式 的 解 我 们 会 很 愉悦 .这 就 是 说 ， 对 于 五 ， 我 们 希望 
给 出 一 个 既 漂亮 又 简 活 的 “封闭 形式 *， 它 使 我 们 可 以 对 其 进行 快捷 计算 ， 即 便 对 很 大 的 ” 亦 然 ， 有 了 一 个 
封闭 形式 ， 我 们 才能 真正 理解 1; 究 竞 是 什么 


那么 怎样 来 求解 一 个 递归 式 呢 ? 一 种 方法 是 猜 出 正确 的 解 ， 然 后 证 明 我 们 的 猜想 是 正确 的 . 猜测 解 的 最 好 
方法 是 (再 次 ) 研究 小 的 情形 .我们 就 这 样 连续 计算 B=2x3+1=7, T=2x7+1=15， 
=2x15+1=31,， =2x31+1=63， 啊 哈 ! 这 看 起 来 肯定 像 是 有 


Tn 


T=2° 一 1],n 之 0. (1.2) 


至 少 这 对 n < 6 是 成 立 的 . 


数学 归纳 法 mathematical induction) 是 证 明 某 个 命题 对 所 有 满足 n > no 的 整数 n 都 成 立 的 一 般 方法 . 首 
先 我 们 在 n 取 最 小 值 wo 时 证 明 该 命题 ， 这 一 步骤 称 为 基础 (basis) ; 然后 对 ”> no ， 假 设 该 命题 对 mo 与 
n 一 1 之 间 (包含 它们 在 内 ) 的 所 有 值 都 已 经 被 证 明 ， 证 明 该 命题 对 a 成立 ， 这 一 步 又 称 为 归纳 
Gndiction) 这 样 二 种 证 明 方法 仅 用 有 限 步 就 得 到 无 限 多 个 结果 ， 


递 


了 式 可 以 


纳 法 就 得 出 


数学 归纳 济 
基础 是 显然 的 ， 因 为 5 = 


通过 证 明 我 们 可 以 把 到 梯子 的 最 底 一 级 (基础 ， 并 能 从 一 个 阶梯 让 到 上 一 个 阶梯 (归纳 ) ， 数 学 归纳 法 就 证 明了 
梯子 上 想 仆 多 高 就 中 多 高 


我 们 可 以 在 一 架 


完美 地 确立 起 来 .例如 在 我 们 的 情形 中 ， 式 (1.2) 很 容易 | 
2” 一 1 =0 .而 如 果 我 们 假设 当 n 被 n 一 1 取代 时 式 (1.2) 成 立 


T=2T,1+1=2(2"1— 1)+1=2*—1, 


从 而 式 (1.2) 对 n 也 成 立 . 好 的 ! 我 们 对 三 的 探求 就 此 成 功 结束 . 


牧师 的 任务 


964 


然 还 没有 


一 1 次 移动 (大 约 1.8 x 


完成 ， 


他 们 仍 在 负责 任 地 移动 圆 盘 ， 而 且 还 会 继续 一 段 时 


式 (1.1) 推出 其 


， 则 对 ”> 0 用 归 


| 间 ， 因 为 对 n = 64 有 


0 货 摩 塔 . 


@) 对 有 
算 五 (假设 我 
什么 是 proof (证 明 ) ? 
“ 百 分 之 一 纯 酒精 的 一 半 . ” 


(3) 对 数学 表 ; 
第 三 阶段 是 本 书 要 


109 次 ) ， 即 便 是 按照 每 微 秒 移动 一 次 这 个 不 可 能 实现 的 束 
i 声卡 斯 的 智力 问题 更 切合 实际 ， 它 需要 2* - 1 = 255 次 移动 ， 


度 ， 也 需要 5000 多 


居于 大 机关 办 名 


点 用 中 出 现 的 诸多 问题 的 一 个 典范 ， 在 寻求 像 T 这 样 有 


意义 的 量 的 封闭 形式 的 


过 了 如 下 三 个 阶 段 . 


大 式 求 出 封闭 形式 并 予以 证 明 . 对 河内 塔 ， 这 就 是 递归 解 (1.2) . 


始 至 终 集 中 探讨 的 ， 实 际 上 ， 我 们 将 频繁 跳 过 第 一 和 第 二 阶段 ， 人 
] 的 解 将 会 贯穿 所 有 这 三 个 


> 即便 如 此 ， 我 们 仍然 会 深入 到 各 个 子 问题 中 ， 寻 求 它 人 


我 们 对 于 河内 塔 的 分 析 引 
这 本 书 的 一 个 主要 


式 


阶段 . 


的 就 是 说 明 不 具备 超人 洞察 力 的 人 如 何 求 解 递归 式 . 例如 ， 
(1.1) 中 方程 的 两 边 加 上 1 可 以 使 其 变 得 更 简单 


现在 如 果 念 [ In 2 Tn 十 1 4 


有 趣 的 是 ， 我 人 


] 在 式 (1.1 


不 必 是 天 才 ， 


结论 . 


那么 就 有 


) 可 


To+1=1]1; 
九 十 1=27 1 十 2.75>0. 


Uo = 1: 


:9 
Un = 20hn_1, n>0. ( | 


是 通过 加 而 不 是 减 ， 除 去 了 +1. 


\ 的 情形 ， 这 有 助 于 我 们 洞察 该 问题 ， 而 且 对 第 二 和 第 三 阶段 有 所 帮助 . 


有 意义 的 量 求 出 数学 表达 式 并 给 出 证 明 ， 对 河内 塔 ， 这 就 是 递归 式 (1.1) ， 
门 有 这 样 的 意向 ) . 


世人 


我 们 将 


许 我 们 对 任何 n 计 


因为 我 们 以 给 定 


导出 了 正确 的 答案 ， 然 而 它 要 求 < 归纳 的 跳跃 ”， 依 赖 于 我 们 对 答案 的 幸运 猜测 


会 看 到 ， 在 递归 


就 能 发 现 这 个 递归 式 的 解 正 是 Un = 2”， 从 而 有 T= 2" 一 1 .即便 是 


1.2 平面 上 的 直线 


我 们 的 第 二 个 站 范例 有 更 多 的 儿 何 特色 把 比萨 刀 直 直 地 切 ” 刀 ， 可 以 得 到 多 
平面 上 n 条 直线 所 界定 的 区 域 的 最 大 个 数 Ln 是 多 少 ? 这 个 问题 


有 学 术 味 儿 点 : 
斯 坦 纳 [339] 


少 块 比萨 饼 ? 或 者 说 得 更 


合计 算 机 也 能 发 现 这 个 


(一 张 涂 有 瑞 ] 


先 解 9 


Rs 


上 奶酪 的 


比萨 9 ) 


"1826 间 


被 一 位 瑞士 数学 家 


梁 内 
3 


| f 究 小 的 情形 开始 ， 记 住 ， 首 先 研究 所 有 情形 中 之 最 小 者 . 没有 直线 的 平面 有 1 个 区 域 ， 有 
二 号 “ 面 有 2 个 区 域 ， 有 两 条 直线 的 平 (每 条 线 才 宪兵 个 方向 无 限 延 伸 ) : 


1 
1 人 
2 
Lo= Li1=2 


我 们 一 定 会 想到 有 Ln = 2”， 当 然 ! 增加 一 条 新 的 直线 直接 使 区 域 的 个 数 加 们 . 遗憾 的 是 ， 这 是 错误 的 . 


如 果 第 n 条 直线 能 把 每 个 已 有 区 域 分 为 两 个 ， 那么 就 能 加 倍 . 它 肯 定 能 把 一 个 已 有 区 域 至 多 分 成 两 个 ， 

是 因为 每 一 个 已 有 区 域 都 是 凸 的 (一 条 直线 可 以 把 一 个 凸 区 域 分 成 至 多 两 个 新 区 域 ， 这 些 新 的 区 域 也 将 是 
凸 的 ) . 但 是 当 增加 第 三 条 直线 (图 中 的 那 条 粗 线 ) 时 ， 我 们 很 快 就 会 发 现 ， 不 论 怎样 放置 前 面 两 条 直 
线 ， 它 只 能 至 多 分 裂 3 个 已 有 的 区 域 : 


如 果 一 个 区 域 包含 其 任意 两 点 之 间 的 所 有 直线 段 ， 那 么 这 个 区 域 是 凸 的 (这 不 是 我 的 3 


典 里 说 的 ， 而 是 数学 家 们 所 相信 的 .) 


lb 3a 
4b 3 


从 而 L3 =4+3=7 是 我 们 能 做 到 的 最 好 结果 . 


名 加 思考 之 后 ， 我 们 给 出 适当 的 推广 ,第 n”(n > 0) 条 直线 使 得 区 域 的 个 数 增加 个 ， 当 且 仅 当 它 对 个 
书 有 区 域 进行 了 分 裂 ， 而 它 对 k 个 已 有 区 域 进行 分 裂 ， 当 且 仅 当 它 在 -1 个 不 同 的 地 方 与 前 面 那些 直线 相 
交 ， 两 条 直线 至 多 相交 于 一 点 ， 因 而 这 条 新 的 直线 与 那 n 一 1 条 已 有 直线 至 多 相交 于 n 一 1 个 不 同 的 点 ， 故 
必定 有 kn . 我 们 就 证 明了 十 界 


Zn 入 Zn_l 十 7 7 > 10. 


比 外 ， 用 归纳 法 容易 证 明 这 个 公式 中 的 等 号 可 以 达到 ， 我们 径直 这 样 来 放置 第 n 条 直线 ， 使 得 它 不 与 其 他 


线 中 的 任何 一 条 平行 (从 而 它 与 它们 全 都 相交 ) ， 且 它 不 经 过 任何 已 经 存在 的 交点 (从 而 它 与 它们 全 都 
在 不 同 的 点 相交 ) .于 是 该 递归 式 即 为 


Lo=1 
Ln= Ln_i1+n,n>0. 


(1.4) 


核查 一 下 就 发 现 ， 已 知 的 [1 、L2 和 Ls 的 值 在 这 里 完全 正确 ， 所 以 我 们 接受 这 一 结果 . 


现在 需要 一 个 封闭 形式 的 解 . 我 们 可 以 再 次 来 玩 猜 测 游戏 但 是 12,47,11,16,... 看 起 来 并 不 熟悉 ， 故 而 我 
们 另辟蹊径 . 我 们 常常 可 以 通过 将 它 从 3 到 尾 展开 * 或 者 “ 解 开 * 来 弄 清楚 递归 式 ， 如 下 : 


“展开 ”? 我 把 它 称 作 “代入 ”. 


L=L, +n 
= 也 ,+(n—l)+n 
=L ;+(n—2)+(n—1)+n 


= +1l+2+:…+(n—2)+(n—D)+n 
=1+S, ， 其 中 S =1+2+3+…+(n 一 1+n. 
换 句 话说 ， Ln 比 前 n 个 正 整 数 的 和 Sn 大 1. 


人 
出 这 些 


容易 辨认 


n 1 2 3 4 5 6 8 9 [六 一: L213 14 
二 1 3 6 10 "5. 1 28 .36 .49° "$53 6060 "78 ‘91 105 
这 些 值 也 称 三 角形 数 ， 
“有 54 = 10 个 瓶子 . 


六 
本 
全 
计 


阵列 中 保龄球 瓶 的 个 数 . 例 如， 通常 的 四 行 阵列 


为 计算 sn ， 我 们 可 以 利用 据说 是 高 斯 在 1786 年 就 想 出 来 的 一 个 技巧 ， 那 时 他 只 有 9 岁 W88] ( 阿 基 米 德 也 曾 
在 他 关于 螺旋 线 的 经 典 著作 的 命题 10 和 命题 11 中 用 到 过 ) : 
看 起 来 ， 许 多 功劳 都 归功 于 高 斯 么 他 真是 一 个 天 才 ， 要 么 他 有 一 个 了 不 起 的 媒体 经 纪 人 ， 
S= 1 + 2 + 3 ++(nl)+ n 
th= nn +(nl)+ (nn2)+:+ 2 + 1 


2S,= (ntl)+ (ntl1) + (ntl ) +…+ (n+l1) + (n+l) 


只 要 把 Sn 和 它 的 反 向 书写 相 加 ， 就 能 使 得 右边 n 列 的 每 一 列 中 的 诸 数 之 和 都 等 于 二 1， 简化 即 得 
或 许 他 只 是 具有 极 富 魅力 的 个 性 


1 一 二 (1.5) 


好 的 ， 我 们 就 有 解答 


| 
和 n>0. (1.6) 


实际 上 高 斯 常 被 称 为 是 所 有 时 代 中 最 伟大 的 数学 家 ， 故 而 能 弄 懂 他 的 至 少 一 项 发 现 也 是 令 人 愉快 的 . 


pe 我 们 或 许 很 满意 于 这 个 推导 ， 并 认为 它 是 一 个 证 明 ， 尽 管 在 做 展开 和 合并 时 我 们 付出 了 一 点 点 


力 . 但 是 学 数学 的 学 生 应 该 能 够 适应 更 严格 的 标准 ， 故 而 最 好 用 归纳 法 构造 出 一 个 严格 的 证 明 ， 归 纳 法 
的 关键 步骤 是 


=n(n 十 1) 十 1. 


1 
Zn 一 Ln-1+n = (io 一 1)n 十 !) + 二 


现在 对 于 封闭 形式 (1.6) 就 不 再 有 疑问 了 . 


DI-~ 


NS 


我 们 谈 到 了 “封闭 形式 ”而 没有 具体 说 明 它 的 含义 . 通常 ， 它 的 含义 是 极其 明晰 的 . 像 (1.1) 和 (1.4) 这 
样 的 递归 式 不 是 封闭 形式 的 ， 它 们 用 其 自身 来 表示 一 个 量 ; 但 是 像 (1.2) 和 (1.6) 这 伴 的 解 是 封闭 区 式 
n(n 1) 
的 . 像 1 二 2 十 … 十 n 这 样 的 和 不 是 封闭 形式 所 们 用 “...* 企 图 蒙混 过 关 ， 然 而 像 2 ”这 样 的 表达 式 
则 是 封闭 形式 的 . 我 们 可 以 给 出 一 个 粗略 的 定义 ， 如 果 可 以 利用 至 多 固定 次 数 其 次 数 与 m 无 关 ) 的 “人 
n(nt1) 
人 熟知 的 ”标准 运算 来 计算 量 f(n) 的 表达 式 ， 那 么 这 个 表达 式 是 封闭 形式 的 . 例如 , 2 将-1 和 2 都 是 
封闭 形式 ， 因 为 它们 仅仅 显 式 地 包含 了 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 和 其 指 运算 . 
在 有 疑问 时 ， 请 观察 这 些 单 词 . 为 什么 说 它 是 封闭 的 而 不 是 开放 的 ? 
它 给 我 们 带 来 什么 印象 ? 
答案 : 方程 是 封闭 的 ， 是 指 不 用 它 本 身 来 定义 一 -不 产生 递归 式 . 这 件 事 结案 了 (closed) 是 指 不 再 议 了 . 隐喻 是 关键 所 在 . 
简单 封闭 形式 的 总 数 是 有 限 的 ， 且 存在 没有 简单 封闭 形式 的 递 弟 归 式 ， 当 这 样 的 递归 式 显 现 出 重要 性 时 (由 
于 它们 反复 出 现 ) ， 我 们 就 把 新 的 运算 添加 到 整套 运算 之 中 ， 这 可 以 大 大 扩展 用 “简单 的 ?封闭 形式 求解 的 
避 题 的 范围 ， 例 如 ， 前 n 个 整数 的 乘积 nl 已 经 被 证 明 是 如 此 重要 ， 故 而 现在 我 们 都 把 它 视 为 一 种 基本 运 
算 . 于 是 公式 nl! 就 是 封闭 形式 ， 尽 管 与 它 等 价 的 1 x 2 x … x n 并 非 是 封闭 形式 . 
现在 ， 我 们 简要 痰 谈 生 而 上 线 问 题 的 一 个 变形 : 假设 我 们 折线 代替 直线 ， 每 一 条 折线 包含 一 个 “ 锯 
商 ”. 平面 上 由 n 条 这 样 折 线 所 界定 的 区 域 的 最 大 个 数 Zn 是 多 少 ? 我 们 或 许 期 待 2, 大 约 是 Ln 的 两 倍 ， 或 者 
了 岂可 能 是 它 的 三 倍 .， 我 们 看 到 : 
锯齿 ”是 术语 吗 ? 
2 
1 
Z =2 
从 这 些小 的 情形 出 发 并 稍 加 思考 ， 我 们 意识 到 ， 除 了 这 “两 条 ”直线 不 经 过 它们 的 交点 延伸 出 去 而 使 得 区 域 
相 融 合 之 外 ， 一 条 折线 与 两 条 直线 相似 : 
.…. 一 点 事后 的 想法 .…… 
, 4 
3 : 1 
. 四 2 
区 域 2、 3 和 4 对 于 两 条 直线 来 说 它们 是 不 同 的 区 域 ， 但 在 一 条 折线 的 情形 下 是 单独 的 一 个 区 域 ， 于 是 我 们 
失掉 了 两 个 区 域 . 然而 ， 如 果 放 置 得 锯齿 点 必须 放 在 它 与 其 他 线 的 交点 ” 就 是 我 们 失 
去 的 全 部 ， 也 就 是 说 ， 对 每 条 折线 我 们 仅仅 损失 两 个 区 域 从 而 
习题 18 有 详细 说 明 . 


2n(2n 十 ]) 
Zn = Lon 一 20 = 十 1 一 27 
2 tL 


如 
一 27” 一 了 0 十 1 7 二 0. 


比较 封闭 形式 (1.6) 和 《1.7) ， 我 们 发 现 对 于 大 的 n 有 


1 ? 
Ln ~ =-n’, 

2 

D 2 
Zn ~ 2 


所 以 用 折线 所 能 得 到 的 区 域 是 用 直线 所 能 得 到 的 区 域 的 大 约 四 倍 . 【在 以 后 的 章节 中 ， 我 们 将 会 讨论 当 ， 
很 大 时 怎 音 来 分 析 整 数 画 数 的 近 性 状 .符号 “一 ”在 9.1 节 中 定义 ，) 


1.3 ”约瑟夫 问题 


本 章 最 后 介绍 的 这 个 例子 源 于 以 夫 拉 维 -约瑟夫 (他 是 一 世纪 时 的 著名 历史 学 家 ) 命名 的 古老 问题 ,但 稍 
有 变化 . 传说 如 果 不 是 由 于 他 的 数学 天 赋 ， 约 瑟 夫 不 会 活 到 出 名 难 太 有 罗马 战争 期 间 ， 他 们 41 
名 犹太 反抗 者 困 在 了 罗马 人 包围 的 洞穴 中 ， 这 些 反抗 者 宁愿 自杀 也 不 于 是 决定 围 成 一 个 圆圈 ， 
并 沿 着 圆圈 每 隔 两 个 人 杀 死 个 人 ， 直 到 剩 下 最 后 两 个 人 为 止 ， 但 是 ， 约 瑟 夫 和 一 个 未 被 告发 的 同谋 者 不 
希望 无 谓 地 自杀 ， 于 是 他 迅速 计算 出 他 和 其 朋友 在 这 个 险恶 的 圆圈 中 应 该 站 的 位 置 . 


(Ahrens[5voL2] 以 及 Herstein 和 Kaplansky[187] 讨论 了 这 个 问题 的 有 趣 历史 . 约瑟夫 本 人 097] 对 此 说 得 不 够 清晰 .) 


FE 
XX 
到 
CN 
Ft 
二 
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我 们 这 个 问题 略 有 变化 ， 和 的 圆圈 的 n 个 人 开始 ， 每 隔 一 个 删 去 一 个 人 ， 直 到 只 有 一 个 
人 幸存 下 来 .例如 n = 10 的 起 始 图 形 


a 此 他 的 故事 留 传 了 下 来 . 


10 2 


7 5 
0 


消去 的 顺序 是 2，4，6，8，10，3，7，1，9， 于 是 5 幸存 下 来 . 问题 确定 幸存 者 的 号 码 7(n) . 


nn 二 0 的 情形 没有 意义 . 


Jln)= 4 


我 们 刚才 看 到 7(10) = 5 ， 我 们 或 许 会 猜想 n 为 偶数 时 有 2 ,n= 2 的 情形 支持 这 一 猜想 : 7(2) =1. 
但 是 其 他 几 个 小 的 情形 打消 了 我 们 的 这 个 念头 ， 这 一 猜想 对 n = 4 和 n = 6 不成立. 


现在 我 们 重新 开始 ， 试 试 更 好 的 猜想 . 曙 .….……， 7(n) 看 起 来 总 是 奇数 .事实 上 ， 对 此 有 一 个 好 的 解释 : 双 
这 个 圆 走 第 一 圈 就 消除 了 所 有 偶数 号 码 ， 此 外 ， 如 果 n 是 偶数 ， 那 么 除了 人 数 仅 剩 下 一 半 且 他 们 的 号 码 有 
变化 之 外 ， 我 们 得 到 的 是 与 开始 类 似 的 情形 . 

即便 如 此 ， 错 误 的 猜想 也 并 不 意味 着 浪费 时 间 ， 因 为 它 将 我 们 吸引 到 了 该 问题 中 . 
所 以 我 们 假设 一 开始 有 2n 个 人 .经 过 第 一 轮 后 剩 下 的 是 : 


2717 一 ] 


2717 一 3 


1 


绕 


3 号 就 是 下 一 个 要 离开 的 人 .除了 每 个 人 的 号 码 加 倍 并 减 去 1 之 外 ， 这 正 像 对 n 个 人 开始 时 的 情形 .就 是 说 
这 是 其 中 的 巧妙 之 处 ， 我 们 有 (27 一 newnumber (J(n )) 其 中 newnumber (及 ) = 2k 一 1. 
J(2n)=2J(n)—1,n21. 
现在 可 以 快 步 过 渡 到 大 的 n . 例如， 我 们 知道 有 7(10) = 5 ， 所 以 
J(20) = 2.J10) 一 1=2x5 一 1=9. 
类 似 地 有 7(40) = 17 ， 且 我 们 可 以 推出 7(5 x 2") = 2"91 + 1 
对 于 奇数 的 情形 ， 结 果 又 如 何 呢 ? 对 于 2n + 1 个 人 ， 显 然 标 号 为 1 的 人 恰好 是 在 标号 为 2n 的 人 后 面 被 删 
除 ， 剩 下 的 是 : 
奇数 的 情形 ? 嘿 ， 把 我 兄弟 排除 在 外 . 
211 十 | 3 
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我 们 再 次 得 到 与 有 n 个 人 开始 时 几乎 相同 的 情形 ， 但 是 这 一 次 他 们 的 号 码 加 倍 并 增加 了 1.， 从 而 


J(27 十 1) 一 2J(m) 十 1 7 > |. 


把 这 些 方程 和 J(1) = 1 组 合 起 来 ， 就 给 出 在 所 有 情形 下 定义 J 的 递归 式 : 
二 这 
J(272) 一 2.J(m) 一 1 7 过 1 
J(2n+1)=2J(n)+l1,n 寡 1. 


这 次 不 是 由 7(n 一 上 得 到 7(n) ， 但 这 个 递归 式 要 “有 效 "得 多 ， 因为 每 次 用 到 它 的 时 候 ， 它 都 要 RS 
来 缩减 n 或 胜 于 此 ， 比 方 说 ， 我 们 可 以 仅 用 式 (1.8) 19 次 就 能 算出 7(1000000) ， 但 我 们 仍然 要 寻求 一 个 
闭 形 式 ， 因 为 封闭 形式 计算 起 来 更 快 ， 也 荀 洱 更 丰富 的 信息 毕竟， 这 是 一 个 生死 依 关 的 问题 ， 


有 了 递归 式 ， 我 们 可 以 对 很 小 的 值 快 速 做 出 一 张 表 . 我们 似乎 可 以 看 出 它 的 规律 ， 而 且 猜 出 问题 的 答案 . 


5 


六 了 | | 外 16 
do ed SS 3 0 3 LS 


找到 啦 !1 看 来 似 于 可 以 按照 2 的 吉 将 表 的 数据 分 组 (在 表 中 用 竖 线 分 隔 开 ) ， 在 每 一 组 的 开始 7(n) 总 是 
等 于 1， 并 且 组 里 的 数据 每 次 递增 2， 因 此 ， 如 果 我 们 将 n 写成 n = 2" + 1 的 形式 ， 其 中 2" 是 不 超过 mn 的 2 的 
最 大 时 而 则 是 剩 下 的 数 ， 那 么 递归 式 的 解 看 起 来 是 


JJ272 十 全 21 十 1 m20,0<l<2™ (1.9) 


(注意 ， 如 果 2 < n < 2"+1 ， 则 余下 来 的 数 =- m 一 2" 满足 0<1<2"t1 一 2" 一 2".，) 

现在 必须 给 出 式 1.9) 的 证 明 ， 以 往 我 们 用 的 是 归纳 法 ， 这 一 次 我 们 对 mm 用 归纳 法 ， 当 只 一 0 时 必定 有 
1 0 于 是 式 1.3) 的 基础 就 是 /0 一 1， 此 结 沦 为 页 ”站 纳 证 四 分 成 高 个 部 分 ”按照 /是 偶数 还 总 奇数 
而 定 ， 如 果 m > 0 且 2" +1= 2n ， 那 么 :是 得 数 ， 又 根据 式 (1.8) 和 归纳 假设 


J(2™ +1) = 27(2™ 1 +1/2)—1=2(2/2+1)—1=2l+1, 


a 


有 一 个 更 简单 的 方法 ! 关键 的 事实 在 于 对 所 有 m 都 有 7 (2”) 一 11， 而 这 可 以 由 第 一 个 方程 (27) 二 2J(n) 一 工 立即 推出 ， 故 而 我 们 
知道 ， 每 当 n 是 2 的 寡 时 ， 第 一 个 人 将 幸存 下 来 而 在 m 二 2” 十 1 的 一 般 情形 下 ， 经 过 1 次 行刑 后 ， 人 数 缩减 成 2 的 需 ， 此 时 留 下 来 的 
第 一 个 人 ， 即 幸存 者 ， 是 标号 为 21 十 
这 恰好 是 我 们 起 要 的 结果 .在 2"” +1= 2n +1 为 奇数 的 情形 ， 有 类似 的 证 明成 立 .我 们 或 许 还 注意 到 ， 式 
(1.8) 蕴涵 着 关系 式 


J(2n+1)— J(2n)=2. 
总 之 ， 这 就 完成 了 归纳 法 ， 也 就 证 明了 式 (1.9) . 
我 们 来 举例 说 明 式 (1.9) ,计算 7(100) .在 这 一 情形 下 ， 我 们 有 100 = 2”+36 ， 故 有 


J(100) =2x36+1=73. 


证 


问题 的 每 一 个 解 都 可 以 加 以 反 
得 它 能 应 用 于 一 类 更 为 广泛 的 问题 ,一旦 掌握 了 一 项 技巧 ， 我们 就 应 仔细 琢磨 看 利用 它 可 以 走 多 
是 一 件 很 有 启发 意义 的 事 ， 因 此 ， 在 本 节 剩 下 的 部 分 ， 我 们 要 来 讨论 解 (1.9) ， 并 且 探 讨 递归 式 
的 某 些 推 广 ， 这 些 探讨 将 会 揭示 所 有 这 类 问题 背后 所 隐藏 的 结构 . 


在 我 们 的 求解 过 程 中 ，2 的 器 起 着 重要 的 作用 ， 所 以 自然 要 来 研究 n 和 7(n) 的 以 2 为 基数 的 表示 .假设 n 的 
二 进 制 展开 式 是 


= i 


和 (bmbm-_1 Wat bibo)a, 


也 就 是 说 ， 


n= bn2™ “下 bm_12™!+ a b12 R bo, 


中 每 个 ;为 0 或 1， 而 首位 数字 bm 是 1. 注意 n = 2 + 7， 我 们 依次 就 有 


n= (lbn_1bm2:*: bibo)s, 
{= (0bn_1bm_2*** bib0): 

21 = (bm_1bm-2*** b1bo0): 
2[+1= (bm-ibm-2:*: bibol) 
J(n) = (bm_ibm-2*** bibobm)2. 


上 由 JT(n) = 21+1 以 及 bm = 1 推出 ，) 我 们 就 证 明了 
J (bmbm_1 Ee bibo),) -= (bmn_1 “bibobm)2. (1.10) 


NE 


(最 后 


i 计算 机 程序 设计 的 行 话说 就 是 ， n 向 左 循环 移动 一 位 就 得 到 7(n) ! 令 人 不 可 思议 . 例如 ， 如 果 
n= 二 100 = (1100100)> ， 那 么 JJ = 7((1100100),) = (1001001)。 ， 它 等 于 64+8+1= 73 ， 如 果 我 们 过 去 一 直 
在 用 二 进 制 进行 计算 ， 也 许 就 会 立马 发 现 这 个 模式 . 

如 果 我 们 从 n 开始 ， 并 对 画 数 ,j 迭代 普 十 1 次 ， 那么 就 煞 了 m 二 1 次 循环 移 位 . 是 一 个 闷 十 1 位 的 数 ， 
因此 我 们 或 许 会 期 待 再 次 得 到 n 来 结束 循环 ， 但 是 事实 并 不 一 定 如 此 ， 例如， 如 果 n = 13 ， 我 们 就 有 
7((110D,) = (1011)。 ， 而 此 后 却 有 7 (01011)) ~ (111) ， 故 而 该 过 各 断 ， 当 0 成 为 首位 时 ， 它 就 会 消失 掉 . 
实际 上 ， 根 据 定义 7(n) 必定 总 是 < n ， 这 是 因为 7(n) 是 幸存 者 的 号 码 ， 于 是 ， 如 果 J(n) < n ， 那 么 继续 大 
代 下 去 永远 也 不 可 能 回 到 n . 


(这 里 “迭代 ”就 是 把 一 个 函数 应 用 到 自身 ，) 


肖 


重复 运用 J 就 会 得 到 一 列 递 减 的 值 ， 它 们 最 终 到 达 一 个 “不 动 点 ”， 在 该 点 有 77 二 .利用 循环 移 位 性 


容易 看 出 ， 不 动 点 将 是 ， 对 醉 数 送 代 足 够 多 的 次 数 总 是 会 产生 出 全 由 1 组 成 的 形式 ， 它 的 值 是 2 1， 
中 v(n) 是 ”的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 ， 于 是 ， 由 于 v(13) = 3 ， 我 们 有 
2 个 或 者 更 多 个 J 
一 人 一 


TT 3)-…))=2 -1=7 


类 似 地 有 

8 个 或 者 更 多 个 J 

一 全 一 ~ 

T(J ( (10110110110101D);,)-…)) =2" -1=1023 
结果 令 人 称奇 ， 但 正确 无 误 . 


足以 令 人 奇怪 的 是 ， 如 果 M 是 一 个 n(n >1) 维 紧 的 C™ 流 形 ， 那 么 存在 从 M 到 民 ” “(一 个 可 微 浸入 ， 但 它 不 一 定 是 到 RR “(7 
的 可 微 浸 入 .我 很 好 奇 的 是 ， 约 瑟 夫 是 否 也 是 一 位 拓扑 学 者 ? 


J(n}= 


它 在 一 般 情 形 下 显然 并 不 成 立 ， 不 过 现在 我 们 可 


让 我 们 暂时 回 到 第 一 个 猜测 ， 当 n 为 偶数 时 有 
以 确定 它 在 什么 情形 下 成 立 : 


] Dm _ 2) 


fln) = Aln)ja+ Bl(n)B+ Cln)’, 


如 果 这 个 数 ' 一 34 “是 整数 ， 那 么 n = 2"+1 就 是 一 个 解 ， 这 是 因为 /小 于 2m ， 不 难 验证 ， 当 wm 为 奇数 
时 ，2m 一 2 是 3 的 信 数 ， 但 当 m 为 偶数 时 则 不 然 我 们 将 在 第 4 章 里 来 研究 这 样 的 对 象 ) ， 于 是 方程 
7 = 了 有 无 穷 多 个 解 ， 前 面 的 几 个 解 如 下 . 
m | J(n)=21+1=n/2  n (二 进 制 ) 
1 之 | 10 
3 10 5 1010 
地 10 42 21 101010 
7 42 170 85 10101010 
法 总 最 有 列 的 形状 ， 这 些 是 一 进 制 数 ， 对 它们 向 左 循环 移动 位 与 通常 的 向 右 移动 一 位 ( 减 半 ) ， 会 产生 
好 的 ， 我 们 非常 了 解 画 数 7 了 ， 下 一 步 是 对 它 加 以 推广 ， 如 果 我 们 的 问题 产生 了 与 (1.8) 有 些 相像 的 递归 
式 (不 过 有 不 同 的 常数 ) ， 将 会 发 生 什么 ? 此 时 我 们 或 许 还 没有 足够 的 运气 猜 出 它 的 解 ， 因 为 解 可 能 真 的 
是 稀奇 古怪 的 ， 引 入 常数 4。、5 和 7 ， 并 力图 对 更 加 一 般 的 递归 式 (1.11) 求 出 一 个 封闭 形式 ， 以 此 来 研究 
这 个 问题 . 
看 起 来 像 是 天 书 . 
FU) = a: 
fl2n) 一 2Fn2) 十 有 ,7 二 1 (1.11) 
fl2n+1)=2f(n)+7Y, nl1. 
(原来 的 递归 式 中 有 a = 1 、58 = 一 1 以 及 7 =1，) 从 f(1) = a 出 发 并 按 我 们 的 思路 做 下 去 ， 可 以 对 小 的 n 
值 构造 出 如 下 一 般 性 的 表 : 
十 y 
C 十 2p 十 y 
40a 十 pb 十 2y 
十 3 
9 8a+6p+ y (1.12) 
看 起 来 a 的 系数 是 不 超过 n 的 2 的 最 大 徊 .此 外 ， 在 2 的 宕 之 间 ，6 的 系数 递减 1 直到 得 到 0， 而 7 的 系数 则 
从 0 开始 递增 1， 于 是 ， 如 果 把 fln) 对 a、5 和 7 的 依存 关系 分 离开 来 ， 我 们 就 把 它 表示 成 形式 


(1.13) 


看 起 来 有 


A(n) = 2™:; 
Bln)=2™7—1—1l: (1.14) 
C(n)}=L. 


如 通常 一 样 ， 这 里 有 n=2™+1RO0<I<2™” (nz21). 


请 准备 好 ， 我 们 要 加 快速 度 了 ， 下 一 部 分 是 新 内 容 . 


归纳 法 证 明 (1.13) 和 “(1.14) 并 不 太 困 难 ， 但 是 计算 比较 麻烦 且 不 能 提供 更 多 有 用 的 信息 . 幸而 有 
个 更 好 的 方法 ， 是 通过 选取 特殊 的 值 ， 然 后 将 它们 组 合 起 来 . 我 们 考虑 =1，2 =17=0 这 一 特殊 情形 来 
对 此 方法 加 以 说 明 ， 此 时 假设 /lm] 等 于 4(n) ， 递 归 式 (1.11) 就 变 成 

了 4 = 1: 


A(l2n) =2A(n), nn 1; 
Al2n+1)=2A(n), nl1. 


足以 肯定 的 是 ，4(2" + = 2 为 真 (对 m 用 归纳 法 ). 


接 下 来 ， 我 们 反 过 来 使 用 递归 式 (1.11) 以 及 解 (1.13) ， 从 一 个 简单 的 函数 (nm) 出发， 并 研究 
何 常数 (a, 8,7) 能 定义 它 ， 比 方 说 ， 把 常数 西数 fln) = 1 代入 (1.11) 得 到 


绝妙 的 主意 ! 


呈 


有 任 


ft 


NH 


1 
1=2x1+p: 
1=2x1+7: 


从 而 满足 这 些 方 程 的 值 (Q; 5,7Y) = (1, 一 1, 一 将 给 出 A472) 一 B(R) 一 CU = fm) =1 .类似 地 ， 我 们 可 以 代入 
fln}=n 


l=a: 
2n =2xn+p:; 


27 十 1 一 2X7 十 让 . 


当 a =1, 5=0 以 及 ?=1 时 ， 这 些 方程 对 所 有 的 ”都 成 立 ， 所 以 不 需要 用 归纳 法 来 证 明 这 些 参 数 会 给 出 ， 
f(n) = nn， 我 们 已 经 知道 ，f(n) = 7 是 这 种 情形 的 解 ， 因 为 递归 式 (1.11) 对 每 个 n 的 值 都 唯一 地 定义 fn) 


现在 我 们 基本 上 完成 了 ! 我 们 证 明了 ， 在 一 般 情形 解 递 归 式 (1.11) 时 ， 所 得 到 的 解 (1.13) 中 的 画 数 


A4(n)、Bln) 和 Cln) 满足 方程 


| 


A(n)=2”，, 其 中 n=2”+1 且 0 三 1<2”; 
A(n)—B(n)—C(n)=1; 
A(n)+C(n)=n. 
我 们 在 (1.14) 中 的 猜想 就 立即 被 推出 ， 这 是 因为 我 们 可 以 求解 这 些 方程 ， 得 到 


C(m) 一 即 一 4(m2) 一 7 


六 | 


以 及 


B(n)= A(n)}—1— Cn)=2™—1—Ll. 


这 一 做 法 描绘 出 对 求解 递归 式 有 惊人 效果 的 成 套 方法 (repertoire method) .首先 我 们 来 寻求 一 组 已 知 其 
解 的 通用 参数 ， 这 会 给 我 们 一 整套 可 以 求解 的 特殊 情形 .然后 将 特殊 情形 组 合 起 来 得 到 一 般 的 情形 ， 有 多 

7 的 参数 (我们 的 例子 中 有 三 个 ， 即 、B 和 7 ) 就 需要 有 多 少 个 独立 的 特 解 ， 习 题 16 和 习题 20 提 供 
了 更 多 这 种 成 套 解法 的 例子 . 
要 注意 ， 作 者 期 竺 我 们 通过 形象 直观 的 实例 体验 出 成 套 方法 的 思想 ， 而 不 是 给 我 们 一 个 无 所 不 包 的 介绍 . 这 一 方法 运用 于 “线性 的 ” 递 
归 式 时 最 为 成 功 ， 这 里 线性 的 含义 是 ， 它 的 解 可 以 表示 成 任意 参数 与 n 的 函数 的 乘积 之 和 ， 如 同 在 (1.13) 中 那样 . 等 式 (1.13) 是 其 
中 的 关键 所 在 . 


让 


我 们 知道 ， 原 来 的 约瑟夫 递归 式 有 个 奇妙 的 解 ， 写 成 二 进 制 就 是 : 


了 (pmnpm-1l ES bibo),) = (bm-_1 2 bibobm)2 , 其 TD py 


推广 的 约瑟夫 递归 式 是 否 也 有 这 样 奇妙 的 解 呢 ? 
的 确 如 此 ， 为 什么 不 呢 ? 如 果 令 pm = 83 以 及 ?5 =7 ， 那 么 我 们 可 以 把 推广 的 递归 式 (1.11) 改写 成 
f(1) = a: 


,\ | (1.15) 
fl2n+))=2f(n)+B;, j=0,1,n>21. 
这 个 递归 式 按照 二 进 制 展开 就 是 
f (l(bmbm_1 Sav bibo),) = 2 ((bmbm-_1: b1)s ) 和 于 Poo 
一 4f ((bmbm_1*- “ ba), ) 十 2 21 Bo, 十 Poo 
二 和. | ) 十 2 下 2Bp, 十 Poo 
= Mo 十 2™m- 15 于 二 2p, 了 有 


假设 我 们 现在 解除 二 进 制 表示 ， 允 许 任意 的 数字 ， 而 不 仅 是 数字 0 和 1， 那 么 上 述 推导 告诉 我 们 
(解除 "等 同 于 " 扒 席 站) 


f ((bmnbm-1 pe bibo),) -3 (la, 


很 好 . 如果 把 式 (1.12) 用 另 一 种 方式 写成 : 


1 2 Bo Boo )2. (1.16) 


n f (n) 
1 0 
2 2a+p 
3 了 这 
4 |4a+2p+p 
$5 |4x+20+y) 
6 |4a+2y+p 
7 |4a+2y+y 
我 想 我 得 到 它 了 ， 导 (n)、B(n) 和 C(n) 的 二 进 制 表示 中 ，1 在 不 同 的 位 置 上 . 
我 们 就 能 更 早 些 看 到 这 种 规律 . 
例如 ， 当 nn = 100 = (1100100)2 时 ， 与 前 相同 ， 原 来 的 约瑟夫 值 c = 1、5 = -1 和 ?7 = 工 给 出 
n = 《1 1 0 0 1 0 0), = 100 
fn) = (1 有三 本 RS DR a ye 
=+64 +32 -16 -8 +4 -2 -1 = 373 
由 于 在 n 的 二 进 制 表示 中 每 一 块 二 进 制 数 字 (10…00) 都 被 变换 成 
(1—1:..……—1—1), = (00:::01),, 
寻 而 这 就 推出 循环 移 位 性 质 . 
“< 有 两 种 推广 ， 一 种 没有 什么 价值 ， 另 一 种 则 是 有 价值 的 . 没什么 思想 、 仅 凭 喀 人 的 专门 术语 做 推广 是 很 容易 做 到 的 . 颇 为 困难 的 是 从 
若干 好 的 素材 中 提取 出 一 份 精致 凝练 的 精品 . ” 
一 ” 波 利 亚 P97 
所 以 ， 改 变 表示 法 使 得 我 们 对 于 - 般 的 递归 式 (1.15) 给 出 了 紧凑 的 解 (1.16) .如 果真 的 不 受 限 制 ， 我 
们 现在 就 可 以 进一步 加 以 推广 . 递归 式 
f10) 一 a d: 0 
fldn+j)=cfln)t+t 3;， 0<j;<d,nz1 
与 上 一 个 递归 式 是 相同 的 ， 除 了 这 里 是 从 基数 为 d 的 数 着 手 ， 而 产生 的 值 是 用 基数 c 表示 之 外 . 这 就 是 
说 ， 它 有 变动 基数 的 解 
f ((bmbm_1:**b1b0)s) = (abs Be, ,s+** Po, Poo) (1.18) 
例如 ， 假 设 凑巧 ， 给 定 递归 式 


f(1) = 34: 
f(2) = 5; 


fl3n) = 10f(n)+76, nz 1; 
fl3n++1)= 10f(n)—2,nz21; 
fl3n+2)= 10f(n)+8, nz 1; 


并 假设 我 们 要 计算 1(19) ， 这 里 ， 有 4d = 3 以 及 c = 现在 有 19 = (201)s ， 而 变动 基数 的 解 告诉 我 们 ， 需 
要 做 从 基数 3 到 基数 10 的 逐 位 数字 替换 . 故 痪 淹 位 数字 2 变 为 5， 而 0 和 1 分 别 变 成 76 和 -2 ， 这 就 给 出 
这 次 似乎 是 坏 运 当头 . 
f(19) = f((201)3) = (5 76 — 2)10 = 1258, 
这 就 是 我 们 的 答案 . 
于 是 ， 约 瑟 夫 以 及 犹太 罗马 战争 把 我 们 引 向 了 某 种 有 趣 的 一 般 递 归 式 . 
一 般 来 说 ， 我 反对 再 次 发 生 (recurrence) 战争 . 
习题 
热身 题 
1 ”所 有 的 马 都 有 同样 的 颜色 ， 我 们 可 以 对 给 定 集 合 中 的 马匹 数量 运用 归纳 法 来 证 明之 .理由 就 是 :“ 如 
果 恰 有 一 匹 马 ， 那 么 它 与 它 自身 有 相同 的 颜色 ， 故 而 基础 是 显然 的 . 根据 归纳 法 的 步骤 ， 假 设 有 n 匹 马 ， 
标号 从 1 到 nn .根据 归纳 假设 ， 标 号 从 1 直到 n 一 1 的 马 都 有 同样 的 颜色 ， 类 似 地 ， 标 号 从 2 直到 n 的 马 也 有 
同样 的 颜色 . 但 是 ， 处 于 中 间 位 置 标号 从 2 直到 n 一 1 的 蕊 ， 当 它们 在 不 同 的 马 群 中 时 不 可 能 改变 颜色 ， 因 
为 这 些 是 马 ， 而 不 是 变色 龙 . 故而 依据 传递 性 可 知 ， 标 号 从 1 直到 m 的 马 也 必 害 有 同样 的 闫 色 ， 于 是 全 部 n 
匹 马 都 有 同样 的 颜色 . 证 毕 . ”如 果 这 一 推理 有 误 ， 那 么 错 在 哪儿 ? 
请 完成 各 章 的 热身 题 ! 
一 一 作者 
2 ”把 有 n 个 圆 盘 的 塔 从 左边 的 桩 柱 A 移 动 到 右边 的 桩 柱 B， 不 允许 在 A 和 B 之 间 直 接 移 动 ， 求 最 短 的 移动 
序列 . (每 一 次 移动 都 必须 是 移动 到 中 间 的 桩 柱 或 者 从 中 间 的 桩 柱 移出 . 像 通常 一 样 ， 较 大 的 圆 盘 永远 不 
能 放 在 较 小 圆 盘 的 上 面 . ) 
3 证 明 ， 在 上 一 题 限制 下 的 移动 过 程 中 ， 实 际 上 ， 我 们 会 在 3 根 桩 柱 上 都 遇 到 n 个 圆 盘 的 每 一 种 正确 的 车 
让. 
人 是 否 存在 n 个 圆 盘 在 3 根 桩 柱 上 的 某 种 开始 午 放 或 结束 释放 ， 使 得 按照 卢 卡 斯 原来 的 规则 ， 需 要 多 于 
一 1 次 的 移动 ? 
5 “由 3 个 重 琶 的 圆 做 成 的 维 恩 图 常用 来 描述 与 3 个 给 定 集合 有 关 的 8 个 可 能 的 子 集 ; 


SC 


由 4 个 给 定 集合 给 出 的 16 种 可 能 的 子 集 能 否 用 4 个 重 谷 的 


线 定 义 的 某 些 区 域 是 无 界 的 ， 而 男 一 些 区 域 则 是 有 界 的 .有 界 区 域 的 最 大 个 数 是 多 


3 
| 
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7 设 H(n)= J(n+1) 一 Jln) .方程 (1.8) 告诉 我 们 有 HH(2n) = 2 ， 而 对 mn 兰 1 有 


H(2n +1)= J(2n+2)— J2n+1)= (27(n+1)— 1) (27(n)+1)= 
2H(n)—2. 


了 3 纳 法 ， 证 明 对 所 有 都 有 (nn) = 2 ， 这 里 什么 地 方 有 错 ? 


二 


于 是 ， 看 起 来 有 可 能 通过 对 n 


作业 题 


8 ” 解 递归 式 


ek 


Qo 一 已 ， Q!1 一 3: 
Qa = (1+Qn1)/Qn 2, n>1. 
假设 对 所 有 nn > 0 都 有 @n 关 0 . 提示: @4 = (1+9)/8. 
9 ”有 了 时 可 以 利用 反 向 归纳 法 ， 它 是 从 n 
到 n 一 1 来 证 明 命题 ， 而 不 是 相反 ! 例如 ， 考 虑 命题 
is 现在 这 是 一 匹 不 同 颜色 的 马 . 
Pln): zl Zn 所 (二 一 一 ) II Tn 之 0. 
n 
这 对 n 一 2 为 真 ， 因为 (zl 可 Z2)2 < 47172 一 (Zi T2)2 之 0 
a 令 Tn 二 (Ti 十 "十 Tn-_1)/(n 一 1)， 证 明 只 要 n > 1 ，P(n) 就 列 酒 Pln 一 上) . 


b 证 明 P(n) 和 P(2) 蕴涵 P(2n) . 
c 说 明 为 什么 这 就 斑 涵 了 Pn) 
对 所 有 n 为 真 . 


10” 设 Qn 是 将 一 个 有 个 圆 盘 的 塔 从 A 移 动 到 B 所 需要 的 最 少 移动 次 数 ， 要 求 所 有 的 移动 都 必须 是 顺 时 针 
方向 的 ， 也 就 是 说 ， 从 A 到 B， 从 B 到 其 他 的 桩 柱 ， 再 从 其 他 的 树 柱 到 A .又 设 R 是 在 这 一 限制 下 从 B 返 下 


到 A 所 需要 移动 的 最 少 次 数 . 


证 明 


L | 0, n= 人 0: | 0, n= 0; 
Qn Ee Rn 
2Rn_1+l1, n>0: Qnt+ Qn-it+l1, n>d0. 
(无 需 解 这 些 递 归 式 ， 我 们 将 在 第 7 章 里 介绍 怎样 做 .) 
11 ”双重 河内 塔 包 含 2n 个 圆 盘 ， 它 们 有 7 种 不 同 的 尺寸 ， 每 一 种 尺寸 的 圆 盘 有 两 个 . 如 通常 那样 ， 要 求 
每 次 只 能 移动 一 个 圆 盘 ， 且 不 能 把 较 大 的 圆 盘 放 在 较 小 的 圆 盘 上 面 . 
a 如 采 相 同 尺寸 的 圆 盘 是 相互 不 可 区 分 的 ， 要 把 一 个 双重 塔 从 一 根 桩 柱 移动 到 另 一 根 桩 柱 需 要 移动 多 少 
次 ? 
b 如 果 在 最 后 的 排列 中 要 把 所 有 同样 尺寸 的 圆 盘 恢复 成 原来 的 从 上 到 下 的 次 序 ， 需 要 移动 多 少 次 ? 
提示 : 这 是 一 个 难题 ， 实 在 应 该 是 个 “附加 题 ”. 
12 ”我 们 进一步 推广 习题 11a. 假设 圆 盘 具有 7 个 不 同 的 尺寸 ， 且 恰好 有 mi 个 圆 副 的 尺寸 是 ， 当 相同 尺 
十 的 圆 盘 被 视 为 不 可 区 分 的 时 候 ， 确 定 移动 一 个 塔 所 需要 的 最 少 移动 次 数 A(mi,… ,mn) . 
n 条 Z 形 线 所 定义 的 区 域 的 最 大 个 数 是 多 少 ? 每 条 Z 形 线 由 两 条 平行 的 无 限 半 直线 和 一 条 直线 段 组 
ZZ =12 
14 ”在 一 块 厚 奶酪 上 划 出 五 道 直 的 切 痕 ， 可 以 得 到 多 少 块 奶酪 ? (在 你 划 切 痕 时 ， 奶 酪 必须 保持 在 它 原 
来 的 位 置 上 ， 且 每 道 切 痕 必 定 与 三 维 空间 中 的 一 个 平面 相对 应 . ) 对 Pi 求 一 个 递归 关系 ， 这 里 已 表示 n 
个 不 同 的 平面 所 能 定义 的 三 维 区 域 的 最 大 个 数 ， 


视 你 好 运 ， 项 望 你 能 把 奶 栈 保持 在 原 位 . 


15 ”约瑟夫 有 一 个 朋友 ， 他 站 在 倒数 第 二 的 位 置 上 因而 获救 . 当 每 隔 一 个 人 就 有 一 人 被 处 死 时 ， 倒 数 第 
二 个 幸存 者 的 号 码 1(n) 是 多 少 ? 
16 ”用 成 套 方法 来 求解 一 般 的 四 参数 递归 式 

g(1)=a:; 

gl2n+j)=3g9(n)+7yn+B;; j=0,1, nz21 

提示 : 尝试 用 范 数 9(n) = . 
考试 题 
17 ” 当 有 4 根 而 不 是 3 根 桩 柱 时 ， 如 果 W 是 将 一 个 有 n 个 圆 盘 的 塔 从 一 根 桩 柱 移 动 到 另 一 根 桩 柱 所 需要 的 
最 少 移动 次 数 ， 证 明 

Wn(nt+D)2 & 2Wn(n_D/2 +Tn, n>0. 

(这 里 = 2” 1 是 3 根 桩 柱 时 所 需要 的 最 少 移动 次 数 . ) 利用 这 个 结果 求 出 f(n) 的 一 个 封闭 形式 ， 使 得 

对 所 有 之 0 都 有 Wn(n+ 1)/2 < fln) bE 
18 ”证 明 如 下 的 一 组 n 条 折线 定义 Zi 个 区 域 ， 这 里 如 由 (1.7) 定义 : 第 7 条 折线 (1 < 7< 7) 的 锯 众 点 
在 (n»”， 0) ， 并 向 上 经 过 点 (7 3 ni, 1) 与 (7 六 ni—n™, 1). 


19 ” 当 每 一 个 锯齿 的 角度 为 30°* 时 ， 有 可 能 由 n 条 折线 得 到 2 个 区 域 吗 ? 
20 ”利用 成 套 方法 来 解 一 般 的 五 参数 递归 式 
h(l1) = a: 
hl2n+j)= 4h(n)+’ jn+PB;, j=0, 1.. m1 


提示 : 尝试 用 


范 数 hln) = n 和 hln) = n2 


这 像 一 个 “五 星 级 ”的 一 般 递 归 式 吗 ? 
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假设 有 2n 个 人 围 


人 圆圈 ， 前 面 2 个 人 是 “好 伙计 >”， 而 后 面 2 个 人 是 “ 坏 家 伙 ”， 证明 总 存在 一 个 整 
数 4 (与 n 有关) ， 人 得 若 在 绕 加 圈 走 时 每 隔 4 一 1 个 人 处 死 一 人 ， 那 么 所 有 的 坏 家 伙 就 会 是 首先 出 局 者 
(例如 ， 当 n = 3 时 可 取 9 = 5 ， 而 当 n =4 时 可 取 q = 30) . 
附加 题 
22 证明; 对 个 给 定 集 合 的 所 有 2* 个 可 能 的 子 集 ， 利 用 n 个 相互 全 等 且 绕 一 个 公共 中 心 旋转 的 凸 多 边 
乡 ， 有 可 能 构造 出 一 个 维 恩 图 
23 ”假设 约 瑟 大 发 现 己 处 在 给 定位 置 7 ， 但 是 他 有 一 次 机 会 来 指定 淘汰 参数 4 ， 使 得 每 隔 4 一 1 个 人 处 死 
一 人 . 他 是 否 总 能 保全 自己 ? 
研究 题 
24 ” 求 所 有 形 如 
1 + alXn-l1 二 +…… 十 akXn_k 
Xn > biXn-1 ie DEXn_k 
的 递归 关系 ， 使 得 无 论 初始 值 X0,… ,六 -1 如何， 它 的 解 都 是 周期 的 . 
25 “通过 证 明 习 题 17 的 关系 中 的 等 号 成 立 ， 来 求解 无 穷 多 种 情形 的 4 根 桩 柱 河内 塔 问 题 . 
26 ”推广 习题 23， 我 们 说 {1,2,… ;中 的 一 个 约 琴 夫子 集 是 由 个 数组 成 的 集合 ， 对 于 某 个 4 ， 带 有 另外 
nk 个 号 的 人 将 让 首先 清除 (这 些 就 是 约瑟夫 想 人 个 位 置 .) 已 经 清楚 的 
是 ， 当 n = 9 时 ，2? 个 可 能 的 子 集中 有 3 个 是 非 约瑟夫 子 集 ， 即 {1,2,5,8,9} 、{2,3,4,5,8} 和 {2,5,6,7,8} ， 当 
be 12 时 ， 有 13 个 非 约瑟夫 于 集 ， 而 对 满足 n < 12 的 其 他 任何 值 ， a ne 对 于 大 的 n ， 非 约 
琴 夫 子 集 罕 见 吗 ? 


是 的 ， 你 若 发 现 了 它们 ， 真 是 


于 得 漂亮 . 


2 和 式 SUMS 


数学 中 处 处 都 有 和 式 ， 所 以 我 们 需要 一 些 基本 的 工具 来 处 理 它们 . 这 一 章 要 建立 一 些 记号 和 一 般 性 的 技 
巧 ， 使 得 求 和 人 简单 易 行 . 


2.1 记号 NOTATION 


我 们 在 第 1 章 遇 到 了 前 个 整数 的 和 ， 把 它 记 为 1 十 2 十 3 十 十 人 一 起 二 有， 公式 中 的 <. 告诉 我 们 ， 要 完 
整地 计算 包含 的 项 所 确定 的 模式 当然， 我 们 还 得 注意 像 1+ 7+ … 二 41.7 这样 的 和 式 ， 如 果 没 有 释疑 的 上 
下 文 ， 它 就 没有 意义 .， 另 一 方面 ， 包 含 3 和 ln 一 1) 这 样 的 项 也 有 点 矫 枉 过 正 ， 如 果 我 们 直接 写成 

1+2 十 … 十 nn ， 这 一 模式 就 可 以 认为 是 表述 清楚 了 .有 了 时 我 们 甚至 会 大 胆 地 写成 1 +… +n. 


我 们 将 研究 一 般 形 式 的 和 


al 十 aa 十 :十 an (2.1) 


中 每 个 a 都 是 用 某 种 方式 定义 的 一 个 数 . 这 一 记号 的 优点 是 ， 如 果 我 们 有 足够 好 的 想象 力 ， 就 可 以 “看 
见 ” 整 个 和 ， 就 像 能 把 它 完整 地 写 出 来 一 样 . 


和 式 的 每 个 元 素 ax 称 为 项 (term) .这些 项 常常 用 易于 领会 其 规律 的 公式 来 隐 含 说 明 ， 在 这 样 的 情形 下 ， 
我 们 有 时 必须 把 它们 写成 展开 的 形式 ， 以 使 得 其 意义 清楚 明白 . 例如 ， 如 果 设想 


一 学 期 (term) 就 是 学 习 这 门 课程 持续 的 时 间 . 


表示 n 项 之 和 ， 而 不 是 2"-1 项 之 和 ， 我 们 就 应 该 更 明确 地 把 它 写成 


三 点 记号 “...” 有 多 种 用 途 ， 不 过 它 有 可 能 含糊 不 清 且 有 点 见长 累 袭 . 还 可 用 其 他 方式 ， 尤 其 是 有 确定 
办 限 的 委 这 形式 


它 称 为 了 符号， 因为 用 到 希腊 字母 (大 写 的 oc) . 这 个 记号 告诉 我 们 ， 这 个 和 式 中 正好 包含 其 指标 k 取 介 
于 下 限 1 和 上 限 n 之 间 (上 下 限 包含 在 内 ) 的 整数 的 那些 项 ak ， 换 句 话 说 ， 我 们 “jk 从 1 到 n 求 和 *， 约 瑟 
夫 . 傅 里 时 于 1820 年 引入 了 这 个 有 确定 界限 的 并 符号 ， 它 随即 风靡 整个 数学 界 


t=00 
符 呈 21 表示 应 该 让 整数 ; 取 遍 所 有 的 值 1,2,3,.….， 并 且 求 这 些 项 之 和 . ” 
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附带 提 及 ,了 后 面 的 量 (在 这 里 是 a ) 称 为 被 加 数 (summand) . 

指标 变量 上 被 认为 是 与 式 (2.2) 中 的 呈 符 号 密切 相关 的 ， 因 为 ak 中 的 上 与 符号 外 出 现 的 上 无关. 任何 其 
他 字母 都 可 以 蔡 代 这 里 的 k 而 不 会 改变 (2.2) 的 含义 . et 是 因为 它 代表 了 “ 指 

标 ” (index) ]， 不 过 我 们 一 般 还 是 对 上 求 和 ， 因 为 i 男 有 重任 ， 要 表示 Vv 一 1 
是 的 ， 我 不 想 用 a 或 者 n 来 替代 式 (2.2) 中 的 k 作为 指标 变量 ， 那 些 字母 是 “ 变量 *"， 它 们 在 并 之 外 是 有 意义 的 . 


现在 已 经 明白 ， 一 种 推广 的 了 符号 甚至 要 比 有 确定 界限 的 形式 更 加 有 用 : 我 们 直接 把 一 个 或 者 多 个 条 件 写 
在 三 的 下 面 ， 以 此 指定 求 和 所 应 该 取 的 指标 集 . 例如 ， (2.1) 和 “(2.2) 中 的 和 式 也 可 以 写成 


在 这 个 特殊 的 例 了 新 的 形式 与 (2. 


的 指标 求 和 . 


例如 ， 教 们 可 以 将 不 超过 


而 这 个 和 式 的 有 确定 界限 的 等 价 形式 


要 更 加 繁琐 不 便 ， 且 不 清晰 类似 地 ， 


而 有 确定 界限 的 形式 则 需要 写成 


是 麦 尔 滕 常数 R71 ，Inz 表 7 


一 般 忆 符 号 的 最 大 好 处 是 比 


般 形 式 ， 我 们 就 有 
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寺 


> ak. (2.3) 


l<ksn 


2) 没有 太 大 区 别 ， 但 是 一 般 形 式 的 和 允许 我 们 对 不 限于 连续 整数 
100 的 所 有 正 奇 数 的 平方 和 表示 为 


kk? 
lk<100 
k 是 奇数 


由 


19 
》 Qk+1)? 
k=0 


1 与 N 之 间 所 有 素数 的 倒数 之 和 是 


个 素数 ，7(N) 是 < NN 的 素数 个 数 . (附带 指出 ， 这 个 和 式 给 出 了 接近 NN 的 随机 整数 平均 而 
素 因 子 ， 因 为 那些 整数 中 大 


有 1/P 个 能 被 P 整除 . 对 于 大 的 N ， 它 的 值 近似 等 于 mi N + MM 


2 847 642 783 755 426 838 608 695 859 051 566 6 


sz 的 自然 对 数 ， 而 mlnz 表示 Itnz) ，) 


- 


求 和 符号 看 起 


上 1 《 吃 豆 人 》 (pacman ) 是 Namco 公 司 于 1980 年 推 
村 雅 哉 于 1955 年 创立 的 中 村 制作 所 于 1977 年 更 名 1 


Namco 是 由 中 


像 一 个 扭曲 的 吃 豆 人 1 . 


明定 界限 的 形式 更 容易 处 理 . 


是 


例如 ， 假 设 要 将 指标 变量 上 改变 成 &+1 ， 由 一 


E 出 的 一 款 经 典 游戏 ， 目 前 仍 是 Namco 的 看 家 游戏 之 一 ， 此 款 游 戏 的 制作 人 是 宕 谷 彻 ， 


NW 
2 


很 容易 看 出 所 做 的 变动 ， 我 们 几乎 不 需 


要 思考 就 能 做 出 这 样 的 代 换 . 但 是 对 于 有 确定 界限 的 形式 ， 束 有 


n n—l 


》 ak 一 》 Qk+1; 


= k=0 


容易 犯错 误 . 


另 一 方面 ， 有 确定 界限 的 形式 也 并 非 完 全 没有 用 . 它 漂亮 而 且 简 洁 ， 相 比较 而 言 ， 由 于 (2. 2) 7 个 符号 
而 (2.3) 有 8 个 符号 ， 故 而 可 以 很 快 写 出 式 (2.2) . 因此 ， 当 我 们 要 陈述 一 个 间 题 或 者 表述 个 结论 时 ， 
常会 使 用 带 有 上 下 确定 界限 的 二 ， 而 当 处 理 一 个 需要 对 指标 变量 做 变换 的 和 式 时 ， 则 更 愿意 用 在 允 下 方 列 
出 关系 的 形式 . 
一 个 整齐 的 和 式 
在 这 本 书 中 ， 符 号 己 要 出 现 1000 多 次 ， 所 以 我 们 要 确信 自己 已 经 明确 知道 了 它 的 含义 .形式 上 ， 我 们 将 
这 没有 什么 ， 你 应 该 看 看 在 《伊利 亚 特 》 中 对 出 现 了 多 少 次 ， 
Sar (2.4) 
PI(k) 
记 为 所 有 项 ok 之 和 的 缩写 ， 其 中 的 k 是 满足 给 定性 质 P(R) 的 一 个 整数 . (“性 质 P( 有 ) "是 关于 的 任何 一 个 
为 真 或 者 为 假 的 命题 . ) 胃 们 暂时 候 定 仅 有 有 限 多 个 满足 P(A) 的 整数 使 得 ok 0 反之 则 有 无 穷 多 个 非 
去 的 数 相 加 ， 事 情 就 会 有 点 儿 复 杂 . 在 另 一 种 极端 情形 ， 如 果 对 所 有 的 整数 F ， 刀 都 不 为 真 ， 我 们 就 有 
一 个 “ 空 的 ?和 ， 任 何 空 的 和 的 值 都 定义 为 零 . 
当 一 个 和 式 出 现在 正文 而 不 是 给 出 的 方程 中 时 ， 就 用 一 个 对 (2.4) 稍 加 修改 的 形式 写成 2 “ ， 将 性 
质 Plk) 作为 研 的 下 标 ， 从 而 使 得 公式 不 会 太 突出 . 类 似 地 ， 当 我 们 希望 将 记号 限制 在 一 行 里 的 时 候 ， 
,or 就 是 (2.2) 的 另 一 种 便于 应 用 的 选择 
人 们 常常 想 要 使 用 
n—l 
> 天 (大 一 Ta 一 及 )， 
k=2 
而 不 是 
> 
k=0 
姑 为 在 这 个 和 式 中 = 0, 1 以 及 n 的 项 都 等 于 零 ， 将 n -2 项 相 加 而 不 是 将 n + 1 项 相 加 往往 更 为 有 效 . 但 是 
不 应 该 这 样 想 ， 因 为 计算 的 有 效 性 并 不 等 同 于 理解 的 有 效 性 ! 我 们 会 发 现 ， 保持 求 和 指标 的 上 下 限 尽 可 能 
简单 大 有 神 益 ， 因 为 当 求 和 的 界限 简单 时 ， 处 理 起 来 要 容易 得 多 . 的确， 形式 2__s 会 有 含糊 不 清 的 风 
险 ， 因 为 当 n = 0 或 者 n = 1 时 ， 它 的 含义 根本 就 不 清晰 〈 见 习题 1) . 人 反而 常 
会 免除 许多 麻烦 . 
到 目前 为 止 ， 我 们 讨论 的 记号 都 相当 标准 ， 人 : 艾 弗 森 在 他 的 
程序 语 富 APLU91 第 页 也 罗 220 中 引入 了 个 奇妙 的 思想 ， 我 们 将 会 看 到 ， 思想 将 会 极 大 地 简化 我 们 
在 这 本 书 里 想 要 做 的 许多 事情 . 这 思想 简单 地 把 个 为 间或 为 假 的 命题 放 在 括 ， 其 结果 是 1 (如 果 
该 命题 为 真 ) ， 或 结果 是 为 0 (如 果 该 命题 为 假 ) .例如 ， 
嘿 : 我 在 其 他 书 中 看 到 的 Kronecker 5 (我 指 的 是 5kn ， 当 大 二 n 时 它 为 1， 反 之 则 为 0) 恰好 是 艾 弗 森 约定 的 一 种 特殊 情形 ， 我 们 五 
以 写成 ( 三 台 替 代 之 ， 


无 论 对 求 和 指标 有 


区 式 


1，p 是 素数 ; 


Ls jp 不 是 素数 


何 种 要 求 ， 艾 ， 


和 森 约定 都 使 得 我 们 可 以 不 加 限制 条 件 习 


发表 示 和 和 式 ， 寺 


(2.4) 重新 写成 


>》 ak[P(A] (2.5) 


天 


如 果 P(k) 为 假 ， 那 么 项 ax[P(Aj 等 于 零 ， 所 以 我 们 可 以 安全 地 将 它 包含 在 要 求 和 的 各 项 之 中 ， 因 为 不 会 


于 边界 条 件 而 受到 干扰 ， 我们 可 以 容易 地 处 理 求 和 指标 . 


“我 常常 对 (这 个 记号 ) 新 的 重要 应 用 惊讶 不 已 . ” 


一 一 布鲁诺 . 德 . 费 奈 蒂 0231 


素数 倒数 之 和 写成 
人 N]/p, 


当 P=0 时 就 不 会 存在 用 零 做 除数 的 问题 ， 4 诉 我 们 [0 是 素数 J0 < NJ/0 = 0 . 


我 们 来 对 到 目前 为 止 关 于 和 式 的 讨论 做 个 总 结 . 有 两 种 好 的 方法 来 表达 诸 项 之 和 .一 种 方法 利用 <...”， 
方法 利用 2 .三 点 形式 常 提示 有 用 的 操作 ， 特 别 是 相 邻 项 的 组 


可 
团 
二 
全 


> 党 


“...” 在 考试 中 不 太 会 由 于 “缺乏 严格 性 ”而 丢 分 . 


2.2 ”和 式 和 递归 式 SUMS AND RECURRENCES 


有 必要 提 及 一 点 技术 > ee ax 并 非 对 所 有 整数 都 有 定义 ， 当 P(A) 为 假 时 ， 我 们 假设 (J] “必定 
是 零 来 规避 这 个 困难 ， 它 就 是 零 ， 甚 至 or 无 定义 时 ax[P( 有 也 等 于 零 . 例如， 如 果 用 艾 弗 森 约定 将 < 六 


的 


日 合 方式 ， 因 为 如 果 整 个 和 式 挂 在 我 们 眼 
想 出 细节 也 有 可 能 会 让 人 手足 无 措 . 了 符号 既 紧凑 ， 又 能 ; 

， 而 常常 能 给 出 三 点 式 所 不 明显 具有 的 操作 提示 . 当 我 们 处 理 王 符号 时 ， 为 零 的 项 一 般 不 
J 


好 了 ， 现 在 我 们 知道 如 何 用 特定 的 符号 表示 和 式 了 . 那 又 该 如 何 来 求 和 式 的 值 呢 ? 一 种 方法 是 观察 和 式 与 


递归 式 之 间 存在 的 密切 关系 ， 和 式 


等 价 于 递归 式 


(不 把 Sn 看 成 仅仅 是 一 个 单独 的 数 ， 而 将 它 看 成 是 一 个 对 所 有 7 之 0 都 有 定义 的 序列 ，) 


So 一 00; 
5, = 1 二 +a n>0. (2.6) 


这 样 一 来 ， 利 用 在 第 1 章 里 学 到 的 用 封闭 形式 求解 递归 式 的 方法 ， 我 们 就 可 以 用 封闭 形式 计算 和 式 的 值 . 


例如 ， 如 果 an 等 于 一 个 常数 加 上 n 的 一 个 倍数 ， 那 么 和 式 -递归 式 (2.6) 的 一 般 形 式 犹如 


Ro= a 
Rn = Rnit+B+7Yn, n>0. 


(2.7) 


如 同 在 第 1 章 里 那样 ， 我 们 求 得 一 =a+5+7， 本 =a+25+39 等 ， 一 般 来 说 ， 它 的 解 可 以 写成 形式 
Rn = Al(n)a + Bln)B + Cln)’, (2.8) 
中 和 4(n) 、B(n) 和 CU 是 系数 ， 它 们 依赖 于 一 般 的 参数 a、B 和 17 . 


使 用 成 套 方法 ， 用 的 简单 函数 来 替代 局 ， 希 望 能 求 出 常数 参数 和 a、5 和 7 ， 其 中 的 解 特 别 简 单 . 令 
Rn = 1 就 意味 着 a Ls B=0, 7=0, 从 而 


l 


4(m2) = 1. 


令 忆 


x in n 就 意味 着 a =0,， 5=1,， ”Y=0， 从 而 


令 忆 , 忆 就 意味 着 oa 一 恬 ， 8 = 一 | 人 2 ， 从 而 
2C{(n) — B(n) = 


且 有 C(n) = (m2 + 妈 )/2 . 容易 之 极 . 
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吻 er 


实际 上 更 容易 ， 
于 是 ， 如 有 果 我 们 想 要 计算 


则 和 式 -递归 式 (2.6) 就 转化 成 了 (2.7) ， 其 中 a = 5=4 ,7 = 了 ， 而 答案 是 


aAln) +aBln) +bC(n) = aln +1)+blntt 1)n/2. 


反 过 来 ， 许 多 说 归 式 都 可 以 转化 成 为 和 式 ， 所 以 ， 我 们 将 在 本 章 后 面 学 习 计算 和 式 的 特殊 方法 ， 这 会 帮助 
我 们 求解 递归 式 ， 否 则 求解 这 些 递 归 式 有 可 能 会 很 困难 . 河内 塔 递归 式 就 是 一 个 恰当 的 例子 : 


70 = 0; 
T, =2T,1+1, n>0. 


如 果 两 边 都 用 2" 来 除 ， 它 可 以 写成 特殊 的 形式 (2.6) : 


1/2 = 0; 
Tn/2" = 2 二 1/2", n>0. 


现在 令 su = 四 /2" ， 我 们 就 有 


由 此 得 到 
(注意 ， 和 式 中 舍弃 了 k = 0 的 项 . ) 几何 级 数 的 和 


1 n 
| DW 
可 以 证 明 它 等 于 日 ， 故而 也 = 279n 一 2 一 1 . 


将 在 本 章 的 后 部 加 以 推导 ， 
注意 此 递归 式 可 以 用 2 来 除 ， 从 而 在 这 一 推导 过 程 中 我 们 将 转换 成 了 5 ， 这 一 技巧 是 一 般 技术 的 一 个 
特殊 情形 ， 实 际 上 一 般 技术 可 以 将 任何 形 如 


的 递归 式 转化 成 一 个 和 式 ， 其 思想 在 了 


By 


子 w 需要 恰当 地 选取 ， 


an 了 mn bnTn_1 TCn 


一 个 求 和 因子 


(2.9) 


SnanTn = Snbn Tn-1 + snCn- 


以 使 得 


这 样 一 来 ， 如 果 记 Sn = = snQn 了 mn 


从 而 


而 原来 的 递归 式 (2.9) 的 解 就 是 


我 们 就 得 


后 


到 一 个 和 式 -j 


nbn = Sn—lldn-—l: 
递归 式 


Sn-1 十 SnCn- 


n 


n 


(summation factor) 


己 


sn 来 乘 两 


n 
Sn = 500070 十 》 SKCK = S10170 十 y SkCk, 


Tn = 


Sndn 


S1D170 十 光 。 SKCK 


k=1 k=1 


n 


k=1 


) 


例如 ， 当 n = 1 时 得 到 = (sip7D 十 slclj/slal = (DD 十 ci) fa. 


(2.10) 


(51 的 值 消 去 了 ， 所 以 它 可 以 是 除 零 以 外 的 任何 数 . ) 
但 是 ， 我 们 怎样 才能 有 足够 的 智慧 求 出 正确 的 s* 呢 ? 没有 问题 : 关系 式 = sn-14n-1/bn 可 以 被 展开 ， 从 而 
我 们 发 现 ， 分 式 
Ea 0 (2.11) 
或 者 这 个 值 的 任何 适当 的 常数 倍 ， 会 是 一 个 合适 的 求 和 因子 . 例如 ， 河 内 塔 递归 式 有 an = 1 和 bn 二 2， 由 
刚刚 推导 出 来 的 一 般 方法 可 知 ， 如 果 要 把 递归 式 转 化 为 和 式 ， 那 么 sn = 2“ 就 是 一 个 用 来 相 乘 的 好 东西 . 
发 现 这 个 乘 数 并 不 需要 闪光 的 思想 灵感 . 
我 们 必须 小 心 谨慎 ， 永 远 不 用 0 做 除数 . 只 要 所 有 的 a 和 所 有 的 都 不 为 零 ， 那 么 求 和 因子 方法 就 能 奏效 . 
我 们 来 把 这 些 想法 应 用 到 “快速 排序 ”研究 中 所 出 现 的 递归 式 ， 快 速 排序 是 计算 机 内 部 数据 排序 的 一 种 最 重 
要 的 方法 . 当 把 它 应 用 到 有 个 随机 排列 的 项 目 时 ， 用 典型 的 快速 排序 方法 所 做 的 比较 步骤 的 平均 次 数 满 
足 递归 式 
(快速 排序 是 霍 尔 在 1962 年 发 明 的 Q89] ，) 
C0 = C1 = 
D n—l 
Cn=n+1+5 Ck, n>1 2.12) 


嗯 ,这 看 起 来 比 我 们 以 前 见 过 的 递归 式 要 可 怕 得 多 ， 已 包含 一 个 对 前 看 所 有 值 求 和 的 和 式 ， 且 还 要 除 以 n 
: i 区， 我 们 得 到 一 些 数据 (Ca = 3 ，Ca = 6 ，“+ 3 ) ， 但 这 对 消除 我 们 的 蚌 难 情绪 并 没有 
王 何 作 用 . 

然而 ， 我 们 可 以 系统 地 来 化 解 (2.12) 的 复杂 性 ， 首 先 避 免除 法 ， 然 后 再 规避 掉 符号 本， 想法 是 用 n 来 乘 


两 边 


， 这 就 得 到 关系 式 


n—l 
看 
nCn= 二 n 十 nn 十 2 》 CE .1 
k=0 


于 是 ， 如 果 我 们 用 n 一 1 代替 n ， 就 有 


人 一 DC = 人 一 + 人 一 上 +2》 Cr nl>1. 


现在 可 以 从 第 一 个 方程 中 减 去 这 个 方程 ， 求 和 号 就 消失 了 : 


Cn 一 人 (7 一 1iCn 1=2n+2Cn1, n> 2. 


这 样 一 来 ， 原 来 天 于 Cn 的 递归 式 就 转化 为 一 个 简单 得 多 的 递归 式 ; 


而 三 全 三 小 人 六 三 各 


nCm 一 (十 1)Cn_ 1 十 22，7 > 2. 


上 于 这 个 递归 式 多 如 (2.9) 其 中 mn 一 了 ， bn 二 nn 十 1 和 且 


cn=2n—2[n=1+2[n=2], 


尘 
一 | 
Ne 


故而 我 们 现在 能 用 求 和 因子 方法 . 前面 描述 的 一 般 方 法 告诉 我 们 ， 要 用 


an_1an 2 al (n—1l)x{(n—2)x:.…x1 2 
Sn 一 一 
9 bb 1 .po (n+l1)xnx-.…x3 (n+ 1)n 


的 某 个 倍数 来 遍 乘 该 递归 式 . 根据 (2.10) ， 它 的 解 就 是 


我 们 从 递归 式 中 的 忆 开 始 ， 并 且 努 力 规避 它 . 但 在 应 用 求 和 因子 之 后 ， 我 们 又 与 另 一 个 忆 不 期 而 遇 ， 和 式 究竟 是 好 ， 是 坏 ， 抑 或 是 其 
他 的 什么 ? 


最 后 出 现 的 这 个 和 式 与 应 用 中 频繁 出 现 的 一 个 量 颇 为 相似 .事实 上 ， 因 为 它 出 现 得 如 此 频繁 ,我 们 将 给 它 
一 个 特殊 的 名 称 和 一 个 特别 的 记号 : 


RS (2.13) 
2 n 
k=]1 


字母 表示 “调和 的 "，Hn 称 为 一 个 调和 数 (harmonic number) .之 所 以 这 样 命名 ， 是 因为 小 提琴 弦 所 产 
生 的 第 上 个 泛音 (harmonic) 是 弦 长 W/E 处 所 产生 的 基 音 . 

我 们 可 以 通过 将 Cn 表示 为 封闭 形式 来 研究 快速 排序 递归 式 (2.12) .如 果 我 们 能 用 厂 , 来 表示 Cn ， 这 就 六 
是 可 能 的 .Cn 公式 中 的 和 式 是 


将 k 改 为 k 一 1 并 修改 边界 条 件 ， 我 们 可 以 之 不 费力 地 把 它 与 Hi 联系 起 来 : 


好 的 (alright) ! ?我 们 已 经 发 现 了 求解 (2.12) 所 需要 的 和 : 当 它 被 应 用 到 有 7 个 随机 排列 的 数据 项 时 ， 
3 快速 排序 方法 做 比较 的 平均 次 数 是 


| 正文 中 "好 的 " 词 用 的 是 不 规范 的 单词 alright， 这 里 “全 错 了 ”用 的 也 是 不 规范 单词 alwrong， 以 相映 成 趣 . 


8 2 
Cr=2(n+ lH 3n— 3 n>1. (2.14) 


但 是 你 的 拼写 全 错 了 (alwrong) . 


如 通常 一 样 ， 我 们 验证 小 的 情形 是 正确 的 : C2=3,，C3=6. 


2.3 “和 式 的 处 理 ” MANIPULATION OF SUMS 
不 要 和 金融 搞 混 了 3 . 


| “和 和 式 " 的 英文 词 sum 还 有 总 金额 这 一 金融 学 的 含义 ， 故 作者 对 这 一 节 的 标题 有 此 一 说 . 


成 功 处 理 和 式 的 关键 在 于 ， 将 一 个 5 改变 成 另 一 个 更 简单 或 者 更 接近 某 个 目标 的 ， 通 过 学 习 一 些 基本 的 
变换 法 则 并 在 实践 中 练习 使 用 它们 ， 就 会 容易 做 到 这 点 ， 


设 K 是 任意 一 个 有 限 整 数 集合 ，K 中 元 素 的 和 式 可 以 用 


y Cdk 三 C y dk; 


条 单 的 法 则 加 以 变换 ; 


| 
浪 
EN 
| 


keK keK (分 配 律 ) (2.15) 
> (ak + br) = > ak 十 > bx: 
kEK kEK kEK (结合 律 ) (2.16) 
3 ak 一 > dp(k): 
keEK p(k)eK (交换 律 ) (2.17) 


我 的 其 他 数学 书 对 这 些 法 则 有 不 同 的 定义 .4 


| 的 确 ， 尤 其 是 这 里 定义 的 分 配 律 和 结合 律 ， 与 通常 数学 书 中 这 两 个 定律 的 定义 有 很 大 区 别 . 


ll 


运用 分 配 律 ， 我 们 能 把 常数 移入 和 移出 3: 运用 结合 律 ， 我 们 可 以 把 一 个 芋 分 成 两 个 部 分 ， 或 者 将 两 个 二 组 
合成 一 个 ;运用 交换 (commutative) 律 ， 我 们 可 以 按照 愿意 采用 的 任何 方式 来 重新 将 求 和 项 排序 ， 这 里 
P(A) 是 所 有 整数 集合 的 任意 一 个 排列 (permutation) . 例如 ， 如 果 玉 二 {=-1, 0 十 直 且 pi = 一， 那么 运 
j 这 三 条 法 则 就 有 


为 什么 不 把 它 称 为 permutative， 而 称 为 commnutative 呢 5 ? 


| 5 英语 词典 中 没有 permnutative 这 个 词 ， 而 与 commutative 意 思 相 近 的 另 一 个 单词 是 permutable . 


~、 
TH 


ca_l 十 ca 十 cal =cla1 二 am 二 +a)， (分 配 


) 


(a-1 十 1 +(ao 十 加)+(al 十 拉 )=(ta-li+a 二 ai+( + 加 十 ) ， (结合 律 ) 


Qa-1 十 Q0 十 和 1 二 Ql 十 0 十 4-1 .， (交换 律 ) 


第 1 章 里 高 斯 的 技巧 可 以 看 成 是 这 三 条 基本 法 则 的 一 个 应 用 . 假设 我 们 要 计算 一 个 等 差 级 数 (arithmetic 
progression) 的 一 般 和 


S= > {a bk). 


0<ksn 


根据 交换 律 ， 我 们 可 以 用 n 一 代替 kk ， 得 到 
9 一 > (a+b(n—k))= Dp {a+ bn— bk). 


Os<n—ksn 0<ksn 


这 有 点 像 在 积分 号 内 做 变量 代 换 ， 不 过 更 加 容易 . 


利用 结合 律 ， 可 以 把 这 两 个 方程 相 加 
一 > ((a+ bk)+ (at+bn—bk))= (2a + bn). 


0<ksn 0<ksn 


现在 利用 分 配 律 ， 来 计算 平凡 的 和 式 : 


25 = (2a + bn) > 1 = (2a + bn)(n+t 1). 


0<ksn 


2 除 ， 我 们 束 证 明了 


》 (a+ bk) = (e+ sn) (n+ 1). (2.18) 
k=0 Y 


“加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 加 1 等 于 多 少 ? ” 
“我 不 知道 ，”Alice 说 ，“ 我 算 糊涂 了 . ” 
“她 不 会 做 加 法 . ” 

一 一 刘易斯 卡 罗 尔 50] 


1 , 
右边 可 以 看 成 是 第 一 项 和 最 后 一 项 的 平均 值 ( 即 32” ) 乘 以 项 数 ( 即 m+D) ， 


重要 的 是 要 记 住 ， 在 一 般 的 交换 律 (2.17) 中 的 函数 P(A ) 都 假设 是 所 有 整数 的 排列 ， 换 句 话说 ， 对 每 个 整 
都 恰好 存在 一 个 整数 : ， 使 得 pL) = ， 否 则 交换 律 可 能 不 成 立 ， 习 题 3 就 以 极端 的 方式 对 此 做 了 描 
， 像 p(k) = 上 +c 或 者 P(A) =c 一 k (其 中 c 是 一 个 整数 常数 ) 这 样 的 变换 总 是 排列 ， 故 而 它们 总 能 奏效 ， 


另 一 方面 ， 我 们 外 2 将 排列 限制 稍微 放松 点 点 : 我 们 只 需要 求 ， 当 n 是 指标 集 K 的 一 个 元 素 时 ， 恰 好 有 一 
个 整数 满足 PP) = ， 如 果 n 下 (也 就 是 说 ， 如 果 不 在 K 中 ) ， 那 么 不 管 以 有 = 并 以 怎样 的 频率 出 现 
都 无 关 紧 要 ， 因 为 这 样 的 k 不 出 现在 此 和 式 中 . 例如 ， 由 于 当 n E K 且 n 是 偶数 时 恰好 有 一 个 使 得 2k = n 
， 故而 我 们 可 以 主张 


> = > ,= Dn 
kek neKk 2keKk 2kek 
k 是 偶数 n 是 偶数 2k 是 偶数 , (2.19) 


通过 公式 中 间 的 逻辑 命题 来 得 到 0 或 者 1 的 艾 弗 森 约定 ， 可 以 与 分 配 律 、 结 合 律 以 及 交换 律 一 起 使 用 ， 以 
出 和 式 的 其 他 性 质 . 例如 ， 下 面 是 将 不 同 的 指标 集 组 合 在 一 起 的 一 个 重要 法 则 ， 如 果 K 和 天 ' 是 整数 的 任 


意 集合 ， 那 么 


Mdn 


A 


其 他 的 (additional) ， 听 ? 


》 ,中 十 》, ax = > Qk 十 > ak. (2.20) 


kek keRK’ keEKNK’ keEKUK’ 

这 是 由 一 般 的 公式 

dar= > arlk eH] (2.21) 

keK 天 
和 

IkEK]J+IkEK]=[kEKNK]I+IkEKUK (2.22) 

推出 的 . 如 同 在 

k=1 k=m = 
中 那样 ， 利 用 法 则 (2.20) 把 两 个 几乎 不 相交 的 指标 集合 并 起 来 ， 或 者 像 在 


> ak 一 ao 十 > ak, n20 2.23) 


0<ksn 1<K<m 


(这 里 交换 了 (2.20) 的 两 边 . ) 


中 那样 ， 把 单独 一 项 从 和 式 中 分 出 去 . 


把 一 项 分 出 去 的 运算 是 扰动 法 (perturbation method) 的 基础 ， 利 用 扰动 法 ， 我 们 常常 可 以 用 封闭 形式 来 
计算 一 个 和 式 . 其 思想 是 从 一 个 未 知 的 和 式 开 始 ， 并 记 它 为 sn : 


(命名 并 求解 ，) 然后 ， 


Sn 一 >» 寺 如 天. 


0<ksn 


曾 过 将 它 的 最 后 一 项 和 第 一 项 分 离 出 来 ， 用 两 种 方法 重新 改写 Sn+1: 


Sw 二 jr 三 > ax 一 00 十 > ak 


0<ksn+il l<ksn+i+l 


pr 


现在 我 们 可 以 对 最 后 那个 和 式 加 以 处 理 ， 并 尝试 用 5 将 它 表 示 出 来 ， 如果 取得 成 功 ， 我 们 就 得 到 一 个 方 


程 ， 
例 妇 


它 的 解 就 是 我 们 所 求 的 和 式 . 
09， 我 们 用 这 个 方法 来 求 一 般 的 几何 级 数 (geometric progression) 的 和 


如 果 它 是 几何 的 ， 就 应 该 有 一 个 几何 的 证 明 . 


啊 ， 是 的 ， 这 个 公式 在 中 学 时 就 已 经 反复 背诵 了 . 


由 (2.24) 中 一 般 的 扰动 法 格式 ， 我 们 有 
S, 十 arn+l = ar0 十 > QZA+1， 


! =a+zsn ， 我 们 可 以 对 5 求解， 得 


大 ee rk = LS < 
根据 分 配 律 ， 右 边 的 和 式 等 于 -2_ocken “一 了 9， 于 是 ，S% +ar 


1 


ot 
Dr = , I#1 (2.25) 
ee 


项 (级 数 最 后 一 项 的 后 面 一 项 ) ， 再 除 以 1 减 去 公 比 
那儿 乎 太 容 易 了 .我 们 在 稍微 难 一 些 的 和 式 


( 当 z = 1 时， 这 个 和 当然 就 直接 等 于 (7 二 1)a，) 右边 可 以 视 为 和 式 中 的 第 一 项 减 去 在 此 级 数 之 外 的 第 一 


Sn = 》 k2t 


0<ksn 


上 来 尝试 使 用 扰动 技术 .在 此 情形 下 ， 有 S50 二 0 ，51= 二 2 ，52 = 二 10 ，53 = 34 ，54 二 98 ， 一 般 的 公式 是 从 
么 呢 ? 根据 (2.24) ， 


二 


S, + (nt+1)2"t!l = > (天 十 1)2k+1 


0<ksn 
所 以 我 们 想 要 用 5 来 表示 右边 的 和 式 . 好 的 ， 我 们 借助 结合 律 将 它 分 成 两 个 和 式 
> 人 DAT1 4 > DR+1 


0<ksn 0<ksn 
这 两 个 和 式 中 的 第 一 个 等 于 2S" ， 男 一 个 和 式 是 个 几何 级 数 ， 由 (2.25) ， 它 等 于 
(2 一 2"+2)/ 一 3)=2"42 一 2 于 是 ， 我们 有 Sn 十 (n+1)2"11 二 25 +2"12 一 2， 而 通过 代数 计算 就 得 到 


> k2k = (n — 1)2"+1+2. 


0<ksn 


现在 我 们 就 理解 了 为 什么 有 53 = 34 : 它 是 32+2， 而 不 是 2 x 17 . 


jz 代 兰 2， 类 似 的 推导 将 会 给 出 方程 5% 二 (nz = 754 二 (7 一 2 )/(1 一 7) ， 故 而 我 们 得 出 


n \_n+ +2 
-n+l nr™t2 


Di, 1 (2.26) 
k=0 二 


0 我 们 可 以 用 一 种 完全 不 同 的 方法 ， 即 微 积分 的 初等 技巧 来 推导 出 这 个 封闭 形式 ， 如果 我 们 从 


始 ， 并 在 两 边关 于 z 求 导 ， 就 得 到 


n \ +1 


人 KE-1 一 (1 —z)(—(n+t+1l)r "+1 1— (nt+1)zr" 十 ?2ZP 
I 


ps (1—z) (1—z) 


妹 为 和 式 的 导数 等 于 它 的 各 项 导数 之 和 .我 们 将 在 后 续 几 童 中 看 到 微 积 分 与 离散 数学 之 间 更 多 的 联系 . 


2.4 多 重 和 式 MULTIPLE SUMS 


一 个 和 式 的 项 可 以 用 两 个 或 者 更 多 的 指标 来 指定 ， 而 不 是 仅 由 一 个 指标 来 指定 . 例如 ， 下 面 是 一 个 有 九 项 
的 二 重 和 式 ， 它 由 两 个 指标 7 和 上 所 掌控 : 


哦 ， 不 ， 一 个 九 学 期 (term) 的 管理 者 . 


》 ajbx 三 aibl 和 alpo 十 aibs 可 轴 aobl 到 aa2po aobs 十 asbl 后 a3po 河 s asb3. 
ls],ks3 


并 不 是 说 对 所 有 .之 上 和 所 有 上 所 3 求 和 . 


加 


入 总 ， 


对 这 样 的 和 式 ， 对 单个 指标 集 的 和 式 同样 的 记号 和 方法 . 于 是 ， 如 果 Plj,) 是 7 与 的 一 种 性 
质 ， 所 有 使 得 忆 U, 为 真 的 项 or 之 和 可 以 用 两 种 方式 表示 .一 种 用 艾 弗 森 约定 且 对 所 有 的 整数 对 7 与 上 求 


为 人 一 > jk P(3, k)]. 


它 只 需要 一 个 符号 了 ， 尽 管 这 里 有 多 于 一 个 求 和 指标 ， 忆 表示 对 所 有 适用 的 指标 组 合 求 和 . 
当 谈论 一 个 和 式 的 和 式 时 ， 我 们 有 时 也 会 使 用 两 个 了 符号 .例如 ， 
> ajK[ 已 (人 大 )] 
7 大 


5 (Foard) 


了 大 


> ajk [PL(j, k)] > ajxk[P(j, &)] 
的 缩写 ， 这 是 上 对 所 有 整数 7 求 和 的 和 式 ， 而 上 是 项 %j 对 使 得 已 0 器 ] 为 真 的 所 有 
整数 求 和 的 和 式 ， 在 这 样 的 情形 ， 我 们 就 说 此 二 重 和 式 “ 首 先 关 于 k 求 和 ”多 于 一 个 指标 的 和 式 可 以 
先 对 它 的 任何 一 个 指标 求 和 . 


多 重 从 右 向 左 计算 (由 内 而 外 ) . 


在 这 方面 ， 我 们 有 一 个 称 为 交换 求 和 次 序 (interchanging the order of summation) 的 基本 法 则 ， 它 推广 了 
我 们 早先 见 过 的 结合 律 〈2.16) : 


> > urlPG,A)] = », “2 2 jk[P(j, 及 (2.27) 
7 大 


Pl(I,K) 


这 一 法 则 的 中 间 项 是 对 两 个 指标 求 和 的 和 式 . 在 左边 ， 2_ ;2 表示 先 对 k 求 和 ， 然后 对 7 求 和 ， 而 在 右 


边 ，2_42; 表示 先 对 j 求 和 ， 然 后 对 k 求 和 ， 实 践 中 ， 当 我 们 想 用 封闭 形式 计算 一 个 二 重 和 式 时 ， 通 党 9 
对 一 个 指标 求 和 会 比 先 对 另 一 个 指标 求 和 更 容 明 些 ， 所 以 我 们 委 选 取 那 种 更 加 方便 的 求 和 顺序 ， 


谁 紧张 啦 ? 我 认为 这 个 法 则 与 第 1 章 里 的 某 些 内 容 相 比 ， 更 显而易见 一 些 . 


Ss 


不 必 对 和 式 的 和 式 感 到 紧张 ， 不 过 它们 可 能 会 让 初学 者 费解 ， 所 以 我 们 来 多 举 儿 个 例子 ， 开 始 给 出 的 九 个 
项 的 和 式 是 处 理 二 重 和 式 的 一 个 很 好 的 例子 ， 因 为 那个 和 式 实际 上 可 以 简化 ， 而 且 它 的 简化 程序 是 我 们 对 
i 所 能 进行 处 理 的 典型 代表 : 


Dp leb De bill < jk 引 = 2 di ball 入 7 入 3 引 [1 入 大 入 3 引 


ls<j,ks3 jk 


-77s brll < jE l<k 入 引 
i <j<3]) bl <kSgI] 
J 


大 


三 2 oil <j<3 (Em <k<g 


大 


-Fotis 3) (Foe k< 
C3 


的 第 一 行 表示 没有 任何 特殊 次 序 的 九 项 之 和 .第 二 行 把 它们 分 成 三 组 


(aibl 中 alp2 aibs) 十 (azbl aa2po se a2b3) (aabl 十 a3po "i aab3). 


第 三 行 利用 分 配 律 提 取出 诸 个 因子 ， 因 为 % 和 [1 < j < 引 均 与 £ 无 关 ， 这 给 出 


al bl 让 bo 十 ba) 二 az l(b] 下 bo 下 b3) 中 aslb] 二 bo 下 b3). 


第 四 行 与 第 三 行 相同 ， 但 是 多 了 一 对 括号 ， 这 样 束 使 得 第 五 行 看 起 来 不 那么 神秘 . 人 行 提取 出 对 7 的 每 
个 值 都 出 现 的 因子 本 十 这 十 四) (qi 二 a2 十 a3) (bi 十 如 十 b3) 而 最 后 一 行 则 是 上 面 一 行 的 另 一 种 表达 方 
式 . 这 一 推导 方法 可 以 用 来 证 明 一 般 分 配 律 (general distributive law) 


JE 了 JE 了 kek 
keK 


它 对 所 有 的 指标 集 7 和 KK 成 立 . 


交换 求 和 次 序 的 基本 法 则 (2.27) 有 许多 变形 ， 这 些 变 形 在 我 们 想 要 限制 指标 集 的 范围 而 不 是 对 所 有 整数 
7 和 kk 求 和 时 就 会 出 现 . 这 些 变 形 有 两 种 类 型 . 消 易 于 (vanilla) 和 复杂 型 (rocky road) .首先 是 简易 型 


6 书 中 作者 用 vanilla 和 rocky road 这 两 种 风味 的 冰淇淋 来 比喻 简易 型 和 复杂 型 这 两 类 不 同 交 换 求 和 次 序 的 法 则 . 


这 恰好 是 (2.27) 的 男 一 种 写法 ， 因 为 艾 弗 森 的 7 & KE 天] 分 解 成 5E 相 民 E 天 ] ， 简易 风 格 的 法 则 当 7 和 大 
的 范围 相互 无 关 时 适用 . 


复杂 型 公式 有 一 点 点 技巧 ， 它 适用 于 内 和 的 范围 与 外 和 的 指标 变量 有 关 的 情 
> > 0j = > > j,k: (2.30) 


JEJ keEK(j) keK’ jeT'(k) 
这 里 的 集合 7、 玉 (有 站、K' 与 7(k) 必须 以 下 面 的 方式 相关 联 : 
je Nk €e K(j)] = [k € KL € Tk)]. 


原则 上 ， 这 样 的 因子 分 解 总 是 可 能 的 : 我 们 可 以 设 7 = K’ 是 所 有 整数 的 


NS 


合 ， 而 天 (7) 和 .7 则 是 与 操控 


集合 ， 
二 重 和 式 的 性 质 PU, 信 相对 应 的 集合 ， 但 是 存在 些 重要 的 特殊 情形 ， 在 其 中 集合 ]、K(j)、K' 与 7( 及 
都 有 简单 的 形式 .它们 频繁 出 现在 应 用 中 . 例如 ， 下 面 是 一 个 特别 有 用 的 分 解 : 


lgjgn 


包 二 


a 


这 个 艾 莫 森 方 程 允许 我 们 写成 


a 个 比 另 一 个 更 容易 计算 ， 我 们 可 以 利用 (2.32) 把 困难 的 那个 转换 到 和 
JHb TL. 


(现在 是 做 热身 题 4 和 6 的 最 佳 时 机 .) 
抑或 也 是 品尝 你 所 喜爱 的 士 力 架 美 食 的 大 好 时 机 .) 


碟 
QQ 


一 


让 我 们 将 这 些 想法 应 用 到 一 个 有 用 的 例子 上 . 考虑 由 吧 个 乘积 %# 组 成 的 阵列 


alal QGla2 add3 *** QGlan 
ddl dd2 0203 *** (2adn 


d3d1 dd3d2 dd303 *** (3dn 


anal anaa dnd3 2 nn 


我 们 的 目的 是 对 


> dj di 


] 委 JS7 


中 


求 一 个 简单 的 公式 ， 它 是 这 个 阵列 的 主 对 角 线 及 其 上 方 的 所 有 元 素 之 和 . 由 于 ex = ki ， 故 此 阵列 关于 
它 的 二 双 角 线 是 对 称 的 ， 从 而 SS 近似 等 于 所 有 元 素 和 的 一 半 《除了 考虑 对 角 线 时 所 加 的 一 个 修正 因 了 


rocky road 风 味 冰 淇 淋 里 有 软 糖 吗 ? 


这 样 的 考虑 启发 我 们 想到 如 下 的 处 理 方法 . 我们 有 


S<=- 2 om= > d= 2，04= 人 ， 


I<j<k<n 1<k<j<n 1<k<j<n 


为 我 们 可 以 将 (j, 有 更 名 为 (, 站 ， 此 外 ， 由 于 


l<j<ksnt+[lls<ksjsgsn=[l<j,ksn+[llsj)=k gn), 


By 


我 们 就 有 


根据 一 般 的 分 配 律 (2.28) ， 第 一 个 和 起 等 于 ;1 (D> “) 一 (221%) ， 而 第 一 个 和 式 是 


t=1 于是， 我 们 有 


$= > oa = 2 + .a |， 


1<j<k<n k=1 k=l 


(2.33) 


这 是 用 更 简单 的 单个 指标 和 对 上 三 角形 和 给 出 的 表达 式 . 
受 这 一 成 功 所 鼓舞 ， 我 们 来 研究 另外 一 个 二 重 和 式 : 
S= 》 (lar—a)(be —b)). 


1<] <ksn 


当 交 换 j 和 时， 我们 仍然 有 对 称 性 : 
S= bs (oj — ar) l(b; 一 只) = > (ak 一 aj) (br _ b;). 


lsk<jsn l<k<jsn 


故而 可 以 将 5 与 自己 相 加 ， 利 用 恒等式 


Ij<ksn+t+[llsk<js<n=ll<jksn [lj=ksgnl 


25 = > (a; 一 ar)}{(b; — be) 一 > 入 (oj 一 axr) (lb; — bx). 
1<),ksn 1<]=ksn 


这 里 的 第 二 个 和 式 为 零 ， 第 一 个 和 式 等 于 什么 ? 把 它 展开 成 四 个 单独 的 和 式 ， 每 一 个 都 是 简易 型 的 : 


ls<j,ksn 1<j,ksn lsj,ksn lsj,ksn 
=2 > GK 了 一 2 > ajbr 
1<j,k<n 1<J ,ks<n 
n n 
=2n > arb:— 2 区 “] 63 ne : 
ls<k<n k=l k=1 


Dl 


最 后 一 步 中 两 个 和 式 都 根据 一 般 分 配 律 (2.28) 做 了 简化 . 如 果 说 第 一 个 和 式 的 处 理 看 起 来 有 点 神秘 色 


彩 ， 那 么 在 这 里 它 再 次 分 步 展示 了 出 来 : 


7 ) 可 以 直接 


首 去 . 


回 到 我 们 中 断 的 地 方 ， 现 在 可 以 统统 除 以 23 


k=1 


2 > axrbr. = 2 > >》， axbk 


1<7,ksn lsksn 1<J <n 


二 : 生 > axbrn = 2n 》 axbr. 


1<K<m ls<k<n 


b b 
Cy slo)dr) < (ba): (/ lostodz) 


这 个 恒等式 得 到 称 


(一 般 来 说 ， 如 果 
ed 


Ra 全 San 3 


H 现 ， 而 当 bot) > … > 


如 果 用 该 变量 的 指标 集 的 大 小 这 里 是 " ) 乘 以 剩 下 的 部 分 ， 那 么 在 求 和 项 中 不 出 现 的 指标 变量 (这 里 是 
重新 排序 ， 就 得 到 一 个 有 趣 的 公式 : 
> 。 4 全 由- 一 ny au- >》 (ax—aj)(be—b;) (2.34) 
k=1 ls<j<ksn 
、 | (/ flz idz) 
( 切 比 雪夫 [58] 实际 上 是 对 积分 而 不 是 对 和 式 证 明了 类 似 的 结果 ;如果 8(z) 和 9(7) 是 单调 非 减 画 数 ， 那 么 \/a 
为 切 比 雪夫 单调 不 等 式 〈Chebyshevs monotonic inequality) 的 一 个 特例 : 
Sa) n ] <n an a 私 “a Hb <b, 
k=l 
lt: > 位 oa ed 
k=l 
且 P 是 {1,… ,中 的 一 个 排列 ， 那 么 不 难 证 明 ， 当 如 (9) 乏 < 妈 四 时 
bp(m) 时 它 的 最 小 值 出 现 ，) 
如 果 pP(A) 是 这 


多 重 求 和 与 单个 和 式 中 改变 求 和 指标 的 一 般 性 运算 存在 着 有 趣 的 联系 .由 交换 律 我 们 知道 ， 


些 整数 的 任意 一 个 排列 ， 则 


如 果 f 是 一 个 任意 的 函数 


它 将 整数 7 E J 变 成 整数 (7) & 天 ， 那 么 用 fj 替换 会 发 生 什么 ? 指标 替换 的 一 般 公 式 是 


中 的 元 素 个 数 ， 即 使 
由 于 ZierIfO) = 可 =$ 容 


> _ ax = > dp(k)-: 


kekK plK)EK 


f:JJ=HK, 


> af(j) 一 > OK 出 


je KE 于 


f° (k) = {jf0)= 人 D 


得 fj) 等 于 


万 的 j & 7 的 值 的 个 数 . 


通过 交换 求 和 次 序 来 证 明 (2.35) ， 


在 f 是 J 与 K 之 间 


> ar0)= Dalf0) = 有 = ar > [FO0) =A. 
keK 


jEJ eJ 
ek 


的 


对 应 这 一 特殊 情形 中 ， 对 所 有 


je] 


我 的 另 一 位 数学 老师 称 它 是 “ 双 射 "， 或 许 有 一 天 我 能 逐渐 喜欢 上 这 个 单词 . 


》 0) 二 > ar( 放 一 dar 


这 就 是 前 面 给 出 的 交换 得 


到 


村 


也 


JE 了 


(2.17) ， 不 过 稍 有 变化 . 


来 看 


个 包含 实际 数字 的 多 重 和 式 : 


小 心 ， 作 者 似乎 认为 了 `\ 大 和 7 都 是 “实际 的 数 ”. 


例如 ，51=0， 


计算 二 重 和 式 的 正规 方法 


哎呀 ! 我 们 不 知道 如 何 和 


5S3 = 
Sy=1, 


1 1 


S, 


摆脱 其 控制 


如 


n 


调和 数 的 和 表示 成 封闭 


] 


1<k<n1<j<k Kk— J 


1 


<k<n1<k-j<k J 


] 


<k<n0<j<k-1 J 


a > Hi 


<k<n 


0 


k+l<n 


= 


0<k<n 


JU)EK keK 


的 我 们 都 有 $ ， 而 一 般 公 式 (2.35) 就 转化 为 


二 
2 一 -3 一 1 3 一 2 


果 我 们 尝试 


Ng 
[oy 


EN 


方式 求 和 ， 就 得 到 


NAN 


?本 应 是 具体 的 ， 所 以 我 们 


前 为 上 ， 我 们 的 多 重 和 式 的 例子 全 都 含有 ax 或 者 br 这 样 的 通 项 .但 是 这 本 


to 1 cn 


是 首先 对 7 或 者 首先 对 k 求 和 ， 让 我 们 来 探讨 两 种 


首先 对 j 求 和 
用 k 一 j 替换 j 


简化 j 的 界限 


根据 (2.13 )，H,_ 的 定义 


用 k+1 替 换 
人 简化 的 界限 


式 . 


S, > ee 
l<j<n j<k<n 人 J 
EE 1 
l<j<n j<k+j<n Kk 
E L 
lj<n0<k<n-j k 
= Es 
lj<n 
= nH, 
l<n-j<n 
答 H, 
0<j<n 
我 们 回 到 了 同样 的 死胡同 里 . 
但 是 还 有 男 一 种 做 法 ， 如 


S, 


这 里 写成 k 所 7 而 不 写成 F 所 n 


] 


<j Tnk—j 


1 
1<j<E <n k 


首先 对 k 求 和 
用 k+j 替 换 
简化 的 界限 


根据 (2.13 )， 瓦 ,的 定义 


用 ?2-7 茶 换 .7 
简化 j 的 界限 


在 决定 要 将 Sn 转化 成 和 式 的 和 式 之 前 先 用 +j 替换 : 


重新 抄写 给 定 的 和 式 

用 k+j 替 换 

首先 对 j 求 和 

关于 j 的 和 是 平凡 的 
根据 结合 律 

上 帝 的 安排 

根据 (2.13 )， 隐 的 定义 


1 是 明知 


举 ， 简 单 上 


的 界限 可 以 节约 劳力 . 


个 恒等式 (算是 奖赏 


fj) 替换 


(1) 从 代数 方式 来 说 ， 如 果 我 们 


并 对 7 求 


啊 哈 ! 我 们 求 出 了 Sn . 将 它 与 错误 的 开始 结合 起 来 ， 我 们 进一步 得 到 了 
> Hi:=nHn—n (2.36) 
0<k<n 
我 们 可 以 以 I 而 种 广 式 来 理解 这 一 技巧 ， 一 种 是 代数 的 ， 一 种 是 几何 的 . 
有 一 个 包含 十 fl) 的 二 重 和 式 ， 其 中 f 是 一 个 任意 的 函数 ， 那 么 这 个 例子 指出 ， 用 一 
和 比较 好 . 4 ) 从 几何 方式 来 说 ， 可 以 如 下 观察 这 个 特殊 的 和 式 S (在 "二 4 的 情形 ) ， 


芭 US 

1 2 3 

1 1 

二 2 十 i 

4 lL 2 

1 

:3 1 

/ 1 
7 


我 们 首先 尝试 ， 先 对 7 求 和 〈 按 列 ) 或 者 先 对 求 和 ( 按 行 ) ， 这 给 出 于 十 H2+ Ha3= Ha+ Ho+ Hi .获得 


成 功 的 方案 本 质 上 就 是 按照 对 角 线 求 和 ， 这 样 得 到 1 2 3. 


2.5 一般 性 的 方法 GENERAL METHODS 


现在 ， 我 们 从 若干 不 同 的 角度 研究 一 个 简单 的 例子 ， 以 此 巩固 所 学 得 的 知识 .在 下 面 几 页 中 ， 我 们 打算 对 
前 n 个 正 整数 的 平方 和 (我们 称 它 为 


人 


Ei 


n 


二 > k2, n>20 (2.37) 


0<ks<n 


求 出 封闭 形式 .我 们 会 看 到 ， 解 决 这 个 问题 至 少 有 8 种 不 同 的 方法 .在 此 过 程 中 ， 我 们 将 会 学 到 解决 一 般 
情形 下 求 和 问题 的 有 用 策略 


像 通常 一 样 ， 我 们 首先 来 观察 几 个 小 的 情 


SS 


l= 2 
121 144 
506 650 


Re n 的 封闭 形式 ， 但 是 当 我 们 确实 找到 这 样 一 个 封闭 形式 时 ， 可 以 利用 这 些 值 进行 检 
BA 


方法 0: 查找 公式 


像 求 前 n 个 平方 和 这 样 的 问题 可 能 以 前 就 已 解决 了 ， 所 以 从 手头 的 参考 资料 中 很 有 可 能 找到 它 的 解 . 的 确 
如 此 ， 在 CRC Standard Mathematical Tables [528] 的 第 36 页 上 就 有 答案 : 


_ n(n+1)(2n+ 1) 
6 


只 是 为 了 确认 没有 看 错 ， 我 们 检查 这 个 公式 ， 它 正确 地 给 出 了 D5 = 5 xX6x11/6=55 . 附带 指出 ， 在 CRC 
Tables 的 第 36 页 上 还 有 关于 立方 和 Sa 、 十 次 方 和 的 更 多 信息 . 


数学 公式 的 一 个 权威 参考 资料 是 由 Abramowitz 和 Stegun[D2] 所 编辑 的 Handbook of Mathematical Functions . 


，Tn 宇 0 (2.38) 


这 本 书 的 第 813~814 页 列 出 了 D 对 n < 100 的 值 ， 而 在 第 804 页 和 第 809 页 给 出 了 与 (2.38) 等 价 的 公式 ， 
有 关于 立方 和 、...…... 、 十 五 次 方 和 的 类 似 公式 (有 或 者 没有 交错 符号 ). 
(更 困难 的 和 式 可 以 在 Hansen 的 包罗 万 象 的 表 078] 中 找到 ，) 


但 是 ， 关 于 序列 问题 的 解答 ， 最 好 的 资料 来 源 是 Sloane[330] 所 著 的 一 本 名 叫 Handbook of Integer Sequences 
的 小 书 . 它 用 数值 列 出 了 数 以 千 计 的 序列 ， 如果 你 碰巧 遇 到 一 个 怀疑 已 被 研究 过 的 递归 式 ， 所 要 做 的 就 是 


计算 足够 多 的 项 以 便 将 你 的 递归 式 与 其 他 于 名 的 递归 式 区 别 来 ， 然 后 你 就 有 可 能 在 Sloane 的 Handbook 
发 现 有 关 文 献 的 指示 .例如 ，1,5,14,30,… 就 是 一 个 标号 为 1574 的 Sloane 序 列 ， 它 被 称 为 “平方 金字 
塔 数 "序列 (因为 在 一 个 用 局 个 球 做 正方 形 地 基 的 金字 塔 中 有 Dn 个 球 ) . Sloane 给 出 了 3 个 参考 文献 ， 其 中 
个 就 是 我 们 提 到 的 由 Abramowitz 和 Stegun 编 纂 的 手册 . 


探索 累积 了 数学 知 慧 的 世界 宝库 的 男 一 个 方法 是 利用 计算 机 程序 〈 例 如 Axiom、MACSYMA、Maple 或 者 
Mathematica) ， 这 些 程序 提供 了 符号 运算 的 工具 .这 样 的 程序 是 必 不 可 少 的 ， 尤 其 是 对 需要 处 理 庞 大 公 
式 的 人 来 说 . 
熟悉 标准 的 信息 源 是 有 益 的 ， 因 为 它们 能 带 来 极 大 的 帮助 . 但 是 方法 0 与 本 书 的 精神 并 不 一 致 ， 因 为 我 们 
希望 知道 怎样 才能 由 我 们 自己 想 出 问题 的 答案 .查找 的 方法 仅 限 于 那些 其 他 人 已 经 判决 为 值得 考虑 的 问 
题 ， 那 里 不 会 有 新 的 问题 . 

或 者 ， 至 少 是 与 其 他 人 已 经 决定 要 考虑 的 问题 有 相同 答案 的 问题 . 
方法 1: 猜测 答案 ， 用 归纳 法 证 明之 


好 像 是 一 只 小 乌 把 问题 的 答案 告诉 了 我 们 ， 或 者 是 我 们 已 经 用 其 他 某 些 不 太 严 格 的 方法 得 到 了 一 个 封闭 
式 ， 然 后 我 们 只 需要 证 明 它 是 正确 的 . 


例如 ， 我 们 或 许 已 经 注意 到 了 Du 的 值 有 较 小 的 素 因 子 ， 所 以 会 发 现 公 式 (2.38) 对 于 较 小 的 n 值 有 效 . 或 
许 我 们 也 猜 到 更 好 一 些 的 等 价 公式 


n(n 十 )e 十 1) 


el 


™ 


3 ， 之 0, (2.39) 
天 为 它 更 容易 记忆 .有 众多 的 证 据 支 持 (2.39) ,但 是 我 们 必须 排除 所 有 合理 的 怀疑 来 证 明 我 们 的 猜想 . 
数学 归纳 法 就 是 为 此 目的 而 创立 的 . 
1 
y 到 ,=0=0 (0+3) (0+1)/3 
“好 的 ， 很 荣幸 ， 我 们 知道 ， 所 以 基础 是 容易 验证 的 . 对 于 归纳 步骤 ， 假 设 


n > 0 ， 并 假设 当 用 n 一 1 替换 n 时 (2.39) 成 立 ， 由 于 


2 
n 二 Dn-lTR, 


1 
n= (nO—1) 有 一 了 (n) + 3n° 
QQ 2 


我 们 就 有 


名 


=n (nr3) ty) 


ee (2.39) 的 确 对 所 有 n > 0 都 成 立 ， 这 排除 了 合理 的 怀疑 . ”法 官 Wapner 以 他 无 限 的 智慧 同意 这 一 判 


归纳 法 有 它 的 地 位 ， 它 比试 图 查找 答案 更 值得 推荐 ， 但 它 仍然 不 是 我 们 想 要 寻找 的 方法 . 到 目前 为 止 ， 在 
这 一 章 里 计算 过 的 所 有 其 他 和 式 都 未 用 归纳 法 就 得 到 了 解决 ， 我 们 也 希望 同样 从 零 开始 来 确定 Dn 这 样 的 
和 式 ， 闪 光 的 灵感 并 不 是 必须 的 ， 我 们 希望 即便 是 在 缺少 创造 性 思想 的 日 子 里 也 能 求解 和 式 ， 


方法 2: 对 和 式 用 扰动 法 


和 (2.25) 非常 有 效 的 扰动 法 . 我们 抽出 Dn+1 的 第 一 项 和 最 后 一 项 ， 得 到 口 , 的 
2 


n+ (n+t+1)? = 》' (k+1)?= >》 (£2+2k+1) 


0s<ksn 0<ksn 


= RR+2》 k+ > 1 


0s<ksn Os<ksn 0<ksn 


一 口 , 十 2 >》 十 (n+ 1). 


0<ksn 


噢 ， 上 帝 ! Da 相互 抵消 了 . 尽管 我 们 竭尽 努力 ， 扰 动 法 偶尔 也 产生 了 像 Da = 口 , 这 样 的 结果 ， 这 样 我 们 就 


而 


NS 
出 


另 一 方面 ， 这 次 推导 也 并 非 完 全 失败 ， 它 的 确 揭示 了 一 种 方法 ， 把 前 几 个 非 负 整数 之 和 化 为 封闭 
2 > 大 二 (n+1)2 一 (nt 1), 


0<k<n 


尽管 我 们 希望 求 的 是 前 几 个 非 负 整数 的 平方 和 .如 果 从 整数 的 立方 和 出 发 ， 把 它 记 为 CH ， 我 们 会 对 整数 
平方 和 得 到 一 个 表达 式 吗 ? 我 们 来 试 一 试 . 
Ch+n+D) = 》 (K+D) = 》 (Kk +3k +3k+1) 
0<k<n 0<k<n 
二 [十 3 口 ， A 二 十 (7 十 ]) . 


足以 确信 的 是 ， 已 ED 被 消除 了 ， 我 们 无 需 依赖 归纳 法 就 得 到 足够 的 信息 以 确定 Dn : 
方法 2 : 扰动 了 你 的 助教 ， 


ce 


n 一 (m 十 1 一 3(m 十 1)n/2— (n+1) 


= (n+ 1) (+2n+1— an 1) 一 (7 十 1) (n+3) n. 
方法 3: 建立 成 套 方法 
把 递归 式 (2.7) 稍 作 推 广 也 足以 应 付 包含 n? 的 求 和 项 .递归 式 


Ro= a: 
R= Ri1+B+ynt+dn, n>0 


(2.40) 


的 解 的 一 般 形式 是 


R= A(n)a+ Bl(n)B + Cn)y + D(n)s, (2.41) 


为 当 5 0 时 (240》 每 《27) 相同 所 以 我 们 就 已 经 聊 害 了 4(") 、2(") 和 C(") 如 果 现 在 把 B= 
代入 ， 我 们 发 现 w 就 是 当 q =0，8 1，7 = -3 ，5 二 3 时 的 解 ， 从 而 


3D(n) — 3C(n)+ Bln)= 13: 


这 就 确定 了 Dlm) . 


我 们 对 和 式 D, 感 兴 趣 ， 它 等 于 Dn-1 + rw， 故而， 如 果 在 (2.40) 中 令 w = 5=7=0 以 及 5 = 1， 我 们 就 得 
到 D = R。 .其 次 有 D = Dl(n) .我 们 不 需要 用 代数 方法 从 B(n) 和 C(n) 计算 D(n) ， 因 为 我 们 已 经 知道 答案 


全 是 


会 是 什么 ， 


怀疑 者 应 该 消除 疑虑 了 ， 他 们 会 确信 


3D(n) = n3 +3C'(n) 


方法 4: 用 积分 替换 和 式 


(ni 1)n 


Bl(n)=n3+3 


1 
n=n mn 十 了 (nn 二 1). 


2 


学 习 离 散 数 学 的 人 熟悉 二 ， 而 学 习 微 积分 的 人 更 熟悉 / ， 故 他 们 发 现 将 改变 成 / 是 很 自然 的 事 ， 在 这 本 书 
里 ， 我 们 的 目标 之 就 是 要 对 更 得 心 应 手 地 加 以 处 理 ， 从 而 认为 / 要 比 区 更 困难 (至 少 对 精确 结果 来 说 
是 如 此 ) . 但 是 ， 探 索 允 和 / 之 间 的 关系 仍 不 失 为 一 个 好 想法 ， 因 为 求 和 与 积分 基于 非常 相似 的 思想 . 
在 微 积分 中 ， 一 个 积分 可 以 看 成 是 曲线 下 面 的 面积 ， 我 们 将 接触 这 条 曲线 的 狭长 小 矩形 的 面积 相 加 来 近似 
这 个 面积 . 也 可 以 用 另 一 种 方法 ， 如 果 给 定 组 狭长 小 矩形 : 于 Dn 是 大 小 为 1 x 1x4…;1x 到 矩形 
的 面积 之 和 ， 所 以 它 近似 等 于 0 与 n 之 间 曲 线 f(7) = 下 面 的 面积 ， 
fx) 
2 n x 
此 处 的 水 平 单 位 是 垂直 单位 的 10 倍 . 
丰 人 T2d7 = n3/3 到 
这 条 曲线 下 方 的 面积 是 . ” ， 所 以 我 们 知道 Dn 近似 等 于 3 . 
n3 
利用 这 一 事实 的 一 个 方法 是 检查 这 个 近似 的 误差 ， 即 全 "3 .由 于 满足 递归 式 Dn = Di+7 ， 
我 门 发 现 已 足 更 简 单 的 递归 式 
n3 2 13 1 ns 
En = a n-1 十 7 = Dt 
= Ln-l n 了 
另 一 种 寻求 此 积分 近似 的 方法 是 通过 对 模 形 误差 项 的 面积 求 和 来 得 到 一 个 关于 En 的 公式 .我 们 有 


一 | 
这 是 为 痴迷 微 积分 的 人 而 写 的 . 
不 论 哪 一 种 方法 都 能 求 得 EB ， 这 样 束 得 到 . 
方法 5: 展开 和 收缩 
还 有 另 个 方法 来 发 现 ”的 封闭 形式 ， 它 是 用 一 个 看 起 来 更 为 复杂 的 二 重 和 式 蔡 换 原来 的 和 式 ， 这 个 二 
重 和 式 如 果 全 星 得 当 ， 实 际 上 是 可 以 化 简 的 : 
9 
1<K<m 1 三 ) <ksn 
-二 
lsjs<n js<ksn 
= = (至 2) n—j+1) 
<] <n 
! 洛 (n(n +1)+j 一 让) 
”1: JP 
2 (n+1)+in(n+l)—2 国 = (nr3) n+) 2 
(这 里 的 最 后 一 步 有 点 像 扰 动 法 的 最 后 一 步 ， 因 为 我 们 在 两 边 得 到 关于 未 知 量 的 一 个 方程 .) 
从 ! 重 和 式 过 渡 到 二 重 和 式 ， 初 看 似乎 是 一 种 倒退 ， 但 实际 上 是 进步 ， 因 为 产生 了 更 容易 处 理 的 和 式 . 我 
们 不 可 能 指望 不 断 地 简化 ， 简 化 ， 再 简化 来 解决 每 一 个 问题 ， 你 不 可 能 只 向 上 的 坡 而 登 上 最 高 的 山峰 . 
方法 6: 用 有 限 微 积 分 
方法 7: 用 生成 丽 数 
和 i 各 章 中 更 多 的 技术 之 后 ， 再 继续 进行 有 关 D" 24o* 的 更 为 激动 人 心 的 计 


当 我 们 学 习 了 下 一 节 及 后 
算 . 


2.6 有限 微 积分 和 无 限 微 积分 FINITE AND INFINITE CALCULUS 


我 们 已 经 学 习 了 多 种 直接 处 理 和 式 的 方法 ， 现 在 需要 用 更 为 广阔 的 视野 ， 从 更 层次 来 审视 求 和 问题 . 
数学 家 们 发 展 出 了 与 更 为 传统 的 无 限 微 积分 类 似 的 < 有限 微 积分 "， 由 此 有 可 能 用 一 种 更 时 尚 、 更 系统 的 方 
式 处 理 和 式 . 
无 限 微 积 分 基于 
Df(z) = lim 人 

所 定义 的 微分 (derivative) 算 子 D 的 性 质 ， 有 限 微 积 分 则 是 基 ] 

Aflzr) = f(r+1)— f(z) 2.42) 
所 定义 的 差分 (difference) 算 子 A 的 性 质 ， 差分 算 子 是 微分 的 有 限 模拟 ， 其 中 限制 J 取 疡 的 正 整 数值 . 于 
是 当 -0 时 ，h = 1 是 我 们 所 能 达到 的 最 近 的 “极限 *， 而 AJ(z) 则 是 (f(z 二 间 一 了 (7) /4 当 h 二 1 时 的 值 


A 号 


人 全 号 


称 为 算 子 


和 


如 细 


(operator) ， 


大 


D 和 、 
本 
又 如 曙 


Ea 


出 . 


与 磁带 的 功能 (function) 相反 . 


Rf 是 从 实数 到 实数 的 一 
Rf 是 任意 一 个 从 实数 到 实数 的 函数 ， 那 么 Af 亦 然 . 


玩笑 


FE 完 我 们 在 微 积分 
略 去 上 ， 将 此 式 非 1 


F 式 地 写成 


D(z™) = mzr™ 


mT 


但 


类 “m 次 怖 ”， 它 石 
| 规则 


数学 强人 (power) . 


是 有 
次 客 


Xx =x(x—1):…(x—m+l1), 


个 同样 优美 的 结果 ， 


FA 的 作 


mn 个 因 


了 


为 它们 作用 (operate) 在 函数 上 给 


新 的 下 


函数 ， 它 们 是 函数 的 函 


个 适当 光滑 的 函 


1 


数 ， 


学 习 了 D 如 何 作用 在 需 函 数 咯 rz) = 7?” 上 .在 此 情形 中 ， 


函数 Df 和 人 f 在 点 z 处 的 值 


有 Df 


T= mz™!l 


那么 Df 也 是 一 个 从 实数 到 实数 的 画 


上 面 的 定义 


p 就 很 好 ， 可 惜 它 不 行 . 


例如 ， 我 们 有 


A(r)= (rz 二 1 一 za 一 3z2 十 3z 十 1. 


用 下 的 确 


巴 


来 定义 . 注意 m 的 下 方 有 
oe 的 医 且 问 上 


~ 


可 以 很 好 地 变换 ， 


上: 


m 个 因子 


pe 一 
XxX” =Xx(Xx+1):…(x+m—1), 


0 Z0 


TI 


当 m = 0 了 时， 我 们 有 
取 值 为 0 一 样 ) . 


1 ， 


AL 
TD 


寻 为 通 


1 大 
DJ 星 志 ， 


如 果 要 大 声 读 蝇 


ES 本 


密切 相关 . 


， 我 们 有 n! 


已 称 为 “rz 


1 


ie : 


. 时 


n 


有 大 阶 乘 需 的 其 他 若 


降 m 次 ”; 


个 没 


日 


这 就 


有 限 微 积分 的 


LXE 


条 小 直线 ， 它 表示 这 m 个 因子 是 阶梯 般 地 


整数 m 宇 0 


意义 所 在 . 


(2.43) 


< 


整数 mn 宇 


有 从 


F 何 因 


片 { 又 


类 似 地 ， 


子 的 乘积 


取 值 为 1 ( 恰 与 


rm 就 是 “z 
(falling factorial i 和 上 升 阶乘 宕 (rising factorial power) ， 


mm 


忆 ， 


或 者 TI m) 这 样 的 记 
不 需要 多 余 


括号 


全 


下 降 的 需 z 普 对 、 特别 适合 


.我 人 


但 是 


干 记 号 也 出 现在 数学 文献 中 
记号 也 被 看 成 


日 » 


EET. 


MM 


语 有 时 难以 捉摸 | Pochhammerl?33 Sl 


mm 


T 


， 特 别 是 对 了 
下 划 线 和 上 划 线 用 


rm 或 者 


r 呈 的 “Pochhammer 符 号 (I A ， 


导向 下 . 


还 有 


(2.44) 


不 含 任何 项 


这 种 


.我 们 可 以 


新 型 的 


个 对 应 的 定 


的 和 式 通常 


这 些 画 数 也 称 为 下 降 阶乘 大 
a 多 数 n! = = n(n 1): 


“(1) 


大 


去 很 流行 ， 


为 它 容易 书 


772 


Al 7 二 


此 ， 


ME 


基本 的 阶乘 结果 . 


这 就 是 基 


T 十 1) 一 一 了 


= (z+ 1)zr: 


“{: 


r 


= mr(rz oo 1):…: 


A(z2) = 


有 限 微 积 分 有 现成 的 规则 可 与 D(z") = mz” 媲 


m+ 2) 


) 而 不 是 对 阶乘 过 


到 了 记号 \T)m . 


. (x 


(TC— m+ 2), 


美 : 


mr-l. 


LT"" 


(2.45) 


m++2)(r—m+t1) 


二 可 


无 限 微 积分 的 算 子 D 有 一 个 逆 运 算 ， 即 逆 微 分 算 子 〈 或 积分 算 子 ) /. 
v/s )dz = Fr) 二 C 


它 是 导数 等 于 9(7) 的 
一 个 类 似 的 3 


仅 当 2 gtzrjl5orz = f(T)+C 


glz 


这 里 . 是 gtz) 的 不 定 积 分 ， 
分 算 子 (或 求 和 算 子 ) 二 ， 而 且 有 


gtz) = Dflz) 当 


)dzr 


且 仅 当 


基本 定理 : 


g(z) = Aflz) 当 且 


微 积分 基本 定理 把 D 和 |/ 联系 起 来 : 


个 画 数 类 .类似 地 ，、 也 有 


(2.46) 


“正如 我 们 用 符号 A 来 表示 差分 那样 ， 我 们 将 用 符号 也 来 表示 和 .，.….…. 此 得 到 等 式 ? 二 入 y ， 如 果 逆 转 过 来 ， 也 就 得 到 
y=2z+C.» 
一 一 欧 拉 [tol 
这 里 2 9(z)5z eee (indefinite sum) ， 是 差分 等 于 9(7) 的 一 个 函数 类 (注意 ， 人 与 大 写 
入 相关， 就 像 4 与 D 有 关 一 样 ) . 不 定 积分 中 的 C 是 一 个 任意 常数 ， 而 不 定 和 中 的 C 则 是 满 
pz 二 1) = PlZz) 的 任意 一 个 函数 Pl(7) .例如 ，C 可 以 是 周期 画 数 ，a + bsin27z ， 当 疮 站 了 半分 时 ， 这 样 的 
函数 会 被 消去 ， 正 如 在 求 导 数 时 常数 会 被 消去 一 样 . 在 z 的 整数 值 处 ， 函 数 C 是 常数 
现在 我 们 可 以 讨论 关键 点 了 . 无限 微 积分 也 有 定 (definite) 积分 ， 如 果 9(7) = Df(z) ， 那 么 
b 
| g(r)dr = f(r) = f(6) — fla). 
于 是 ， 有 限 微 积分 一 一 一 直 在 模仿 其 更 出 名 的 同类 一 一 也 有 确定 的 和 式 (sum) : 如 果 9tz) = 公 flz)， 那 
入 
b i vb 人 Le 
2 9g(z)oz = f(z)| = f(6) — fla). (2.47) 
b 
0 glrjdr 
这 个 公式 让 记号 > -sg(z)57 有 了 意义 ， 恰 如 上 面 的 公式 定义 了 。: 
b 
但 是 直观 上 讲 ， 2 。9(z)5x 的 真正 含义 是 什么 ? 我 们 是 用 了 类 比 的 方法 定义 了 它 ， 但 并 不 必要 . 我 们 想 保 
持 相似 性 ， 以 便 容易 记 住 有 限 微 积分 的 法 则 ， 但 是 如 果 我 们 不 理解 它 的 意义 ， 那 么 这 记号 就 没有 用 处 . 
让 我 们 首先 观察 某 些 特殊 情形 来 导出 它 的 意义 ， 假 设 9(7) = 从 f(z) = f(z 二 1 一 了 lz) ， 如 果 b = a ， 我 们 就 
有 
> olz)iz = f(a) — fla) = 0. 
次 ， 如 果 ! = a 二 1， 结果 就 是 
> g(r)Sr = fla+1)— fla) = gla). 
更 一 般 地 ， 如 果 b 增加 1， 我 们 就 有 
5 gz)sr— py g(r)sr = (f(b+1)— fla))— (f(b) — fla)) 
= f(b+1)— f(b) = g(b). 
“Ek 
根据 这 些 观察 和 数学 归纳 法 ， 我 们 推出 ， 当 a 和 6 是 整数 目 ! > a 时 ，2_。9( 中 7 的 确切 含义 是 : 


一 1 


b 
2 9(z)iz = >》 gk)= 》 gl(h) 
， 整 数 b > a . (2.48) 


k=a ask<b 


换 句 话说 ， 确 定 的 和 式 与 通常 带 有 界限 的 和 式 是 相同 的 ， 但 是 要 去 掉 在 上 限 处 的 值 . 


这 算 画龙点睛 吗 ? 


我 们 尝试 用 稍微 不 同 的 方式 重新 简要 地 对 此 加 以 叙述 ， 假 设 给 定 一 个 未 知 的 和 式 ， 希 望 用 封闭 形式 对 它 的 
os 工 oai 只 要 我 们 能 求 得 一 个 不 定 和 式 或 者 逆差 


值 进行 计算 ， 并 假设 可 以 将 它 写 5 
分 画 数 六 ， 使 得 glz) = Ttz + 1) - ftz) ， 那 么 由 有 限 微 积分 的 理论 ， 就 可 以 将 答案 表示 成 J(O) - fla) ， 理 解 


:可 冯 忆 让 ee kk) 
这 个 原理 的 一 种 方法 是 利用 三 点 记号 将 2_ack<s9( 人 完全 写 开 来 : 


> GREED- IR) = (Fat) fo)) + (flat2)— flatl))+ 
ask<b 
0-=.1) -=H0= 2 二 F(T =F=1)). 


除了 f(b) 一 fla) 以外， 右边 的 每 一 项 都 抵消 了 ， 所 以 Jo) 一 f(a) 就 是 该 和 式 的 值 ，[ 形 如 
2 ,xco (f+ 一 了 (A) 的 和 式 常 被 称 为 下 缩 (telescoping) ， 与 一 台 折 到 的 望远镜 类 似 ， 因 为 一 台 折 芭 
的 望远镜 的 厚度 仅仅 由 最 外 面 的 镜 简 的 外 半径 和 最 里 面 的 镜 简 的 内 半径 来 决定 . ] 


我 始终 认为 它 是 莅 缩 ， 因 为 它 从 一 个 很 长 的 表达 式 收 缩 成 一 个 很 短 的 表达 式 . 


二 


怎样 呢 ? 好 的 ， (2.47) 说 的 是 我 们 必定 有 


但 是 法 则 〈2.48) 仅 当 上 > a 时 才 适 用 ， 如 果 ! < a 会 


b 
> ,9g(z)iz = f(b) — fla) 
=— (f(a) — f(b)) = Dy, gz)sz, 


ee 
这 是 与 定 积分 相对 应 的 方程 。 类 似 的 论证 方法 可 以 证 明 )。+ 7 2。 汶 与 恒等式 / 二 了 一 了 的 求 和 类 
似 、 将 它 书写 完整 ， 即 对 所 有 整数 和 a 、5 和 c 有 


b é C 
>_ 9g(z)iz 十 > ,9g(z)5z 一 >_ ,9g(z)or (2.49) 


此 时 ， 我 们 中 的 一 些 人 可 能 会 渐渐 想 知 道 ， 所 有 这 些 平行 和 类 似 的 结果 能 为 我 们 赢得 什么 ? 首先， 确定 的 
门 提供 了 一 种 计算 下 降 需 的 和 式 的 简单 方法 : 基本 法 则 (2.45) 、 (2.47) 和 (2.48) 意味 着 
一 般 性 法 见 

现在 ， 其 他 人 要 对 此 疑惑 一 段 时 间 了 . 


驮 十 外 m+l (2.50) 


-mdr =n™tl] /(m + 1) 


为 它 非常 入 我 们 很 总 的 公式 / 0 


这 个 公式 容易 记 ， 基 
特别 地 ， 当 m 二 工时 我 们 有 上 二 ， 所 以 借助 有 限 微 积分 的 原理 ， 我 们 很 容易 地 记 住 
> 二 = n(n— 1)/2. 


0<k<n 


确定 和 式 的 方法 也 瞳 示 了 ， 对 范围 0 < k < n 求 和 常常 比 对 范围 1 < < 求 和 更 简单 ， 前 者 恰好 是 
fln) 一 了 (0) ， 而 后 者 则 必须 计算 成 fm +1) 一 了 (1) . 


通常 的 需 也 可 以 用 这 样 的 新 方法 来 求 和 ， 如 果 我 们 首先 用 下 降 需 将 它们 表示 出 来 例如 ， 


大 2 = 夺 十 所. 


所 以 


3 2 
。 = 三 1 3 1 1 
》 局 = 二 + 二 -jn-D(n-2+ 引 了 2 ( 3) 1). 
0<k<n ” 加 四 


+ 1 替换 ”又 给 出 另 一 种 将 我 们 的 老 朋 友 ”- > 计算 成 封闭 形式 的 方法 . 
与 这 样 的 朋友 .……. 


天 哪 ， 这 太 容 易 了 .事实 上 ， 这 比 在 前 一 节 里 斩获 这 一 公式 的 诸多 其 他 方法 中 的 任何 一 种 都 更 容易 .所 以 
让 我 们 再 上 一 个 层次 ， 从 平方 到 立方 (cube) : 简单 的 计算 表明 


(利用 我 们 将 在 第 6 章 里 研究 的 斯 特 林 数 ， 总 能 在 通常 的 突 和 阶乘 客 之 间 进 行 转换 .) 从 而 


为 此 ， 下 降 需 对 和 式 来 说 很 好 .但 是 它们 有 任何 其 他 起 补偿 作用 的 特性 吗 ? 在 求 和 之 前 ， 我 们 是 否 " 须要 
将 友好 的 通常 的 需 转 化 为 下 降 需 ， 然 后 在 我 们 能 做 任何 其 他 事情 之 前 再 变换 回来 呢 ? 噢 ， 不 ， 常 常 是 直接 
处 理 阶乘 需 ， 因 为 它们 有 其 他 性 质 . 例 如， 恰 如 我 们 有 (z+ 妨 = 安 +2zy 十 久 一 样 ， 事 实 表 明 也 有 
(z+ 一 下 +2z1y+ 访 ， 同 样 ， 在 (? 二 四 ”与 (r+ 四 之 间 也 有 类 似 的 结果 成 立 。 (这 个 "阶乘 二 项 式 定 
理 * 在 第 5 章 习 题 37 中 给 出 证 明 . 


到 目前 为 止 ， 我 们 仅仅 考虑 了 非 负 指数 的 下 降 需 . 为 了 将 这 个 与 通常 大 类 似 的 对 象 推广 到 负 指 数 的 情形 ， 
我 们 需要 在 m < 0 时 给 出 z2 的 恰当 定义 . 观察 序列 


De 


我 们 注意 到 ， 用 z -2 来 除 ， 从 妨 得 到 zz; 然 
. 看 起 来 ， 接 下 来 用 z +1 来 除 ， 从 z2 得 到 z= 
个 负 指数 的 下 降 需 是 


用 z 一 1 来 除 ， 从 好 得 到 :最 后 再 用 z 来 除 ， 从 zl 得 到 x2 
是 合理 的 ， 这 样 就 得 到 7 一 = 1/(z+1) ， 继 续 下 去 ， 前 面 几 


iL 
所 


(r+)(r+2) 
1 
~ (r+1)(r+2)(r+3): 


7 


J 


于 负 指数 的 下 降 需 的 一 般 定 义 是 


T= i ey m > 0. (2.51) 
{TT 十 1)(zT 二 2)… (ZT 十 1m) 


(也 能 对 实数 甚至 复数 普 来 定义 下 降 需 ， 但 是 我 们 将 此 事 推迟 到 第 5 章 ，) 


复数 怎么 能 是 偶数 呢 ? “ 


7 正文 中 * 甚 至 复数 "的 英语 表述 是 even complex， 作 者 在 这 里 利用 even 的 另 一 数学 含义 “偶数 ”故意 将 正文 中 的 even complex 说 成 是 “ 偶 的 复 
数 " 以 制造 该 谐 打趣 之 气氛 . 


瑟 


于 这 一 定义 ， 下 降 需 有 了 更 多 良好 的 性 质 . 最 重要 的 似乎 是 与 通常 寡 法 则 


“m+n “mm 
I 一 了 工 : 


r" 


类 似 的 一 般 指 数 法 则 下降 需 的 指数 法 则 的 形式 是 
min mr m)a Ce 和 In 是 整数 . (2.52) 
例如 ，z 汪 = 说 (z 一 2 这 ， 对 负 的 n ， 我 们 有 


I 


1 1 下 


T2372r 23 rr_l 三 下 
7 r* (7 ) ztz Tae Z 十 1 


如 果 我 们 选择 将 z 寺 定义 为 7 ， 而 不 是 1/(z +1) ， 那 么 指数 法 则 (2.52) 在 像 = -1 且 n = 1 这 样 的 情形 
就 不 成 立 . 事实 上 ， 通 过 取 m = --n ， 我 们 可 以 利用 (2.52) 来 确切 地 说 明 在 负 指 数 的 情形 应 该 如 何 定义 
下 降 需 . 当 一 个 原 有 的 记号 被 拓展 包含 更 多 的 情形 时 ， 以 一 种 使 得 一 般 性 法 则 继续 成 立 的 方式 来 表述 它 的 
定义 ， 这 永远 是 最 佳 选 择 


法 则 有 它们 的 拥护 者 和 许 毁 者 . 


现在 让 我 们 来 确认 ， 对 我 们 新 近 定义 的 下 降 震 ， 关 键 性 的 差分 性 质 成 立 ， 当 由 < 0 时 是 否 有 Aza ~ mz 
? 例如 ， 如 果 m 2 ， 其 差分 是 


A7T2 = i - 
(T+2)(zT+3) (z+1)(z+2) 
- (T+1) 一 (Zz 十 3) 
(z+1)(r+2)(r+3) 


= —273. 


是 的 ， 它 成 立 ! 类 似 的 讨论 对 所 有 m < 0 也 适用 . 
这 样 一 来 ， 求 和 性 质 (2.50) 不 但 对 正 的 下 降 需 成 立 ， 对 负 的 下 降 需 也 成 立 ， 只 要 不 出 现 用 零 做 除数 的 情 


未 


十 1 
， 770 天 一 1 


b 了 
> Tir 一 
1 = 
< m 上 


但 是 当 m = -1 时 又 如 何 呢 ? 回想 一 下 对 积分 的 情形 ， 当 m = -1 时 我 们 有 


/ rldr = lnz|。. 
a 


我 们 希望 hz 有 一 个 有 限 模拟 ， 换 句 话 说， 我 们 要 寻求 一 个 函数 几 z) ， 使 得 


1 
7 二 , Afl(r)= f(r+1)— f(z). 


不 难看 出 ， 当 z 是 整数 时 ， 


(第 


就 是 这 样 一 个 函数 ， 而 这 个 量 恰好 就 是 (2.13) 中 的 调和 数 H8: ， 于 是 Hz oe 续 的 Inz 的 离散 模拟 . 
2 es 定义 H+: ， 不 过 整数 值 对 于 现在 的 的 来 说 已 经 足够 用 ， 在 第 9 里 我 们 还 将 看 到 ， 对 
于 很 大 的 z ， Inz 的 值 近 人 等 于 0.377 十 1/(27) ， 从 而 Hi 与 nz 不 仅 类 似 ， 它们 的 值 也 通常 相差 小 
让， 
正好 是 0.577 吗 ? 或 许 它们 指 的 是 1/ V3. 然而 也 有 可 能 并 非 如 此 . 
现在 我 们 能 对 下 降 究 的 和 式 给 出 完整 的 描述 了 : 
,有 
,mir =| RT ml 2.53) 
2 | Hb, m 一 —1 人 
这 个 公式 指出 了 ， 为 什么 在 快速 排序 这 样 的 离散 问题 的 解 中 常会 冒 出 调和 数 ， 这 恰 如 在 连续 性 问题 的 解 中 
自然 会 出 现 所 谓 的 自然 对 数 一 样 . 
既然 我 们 找到 了 Inz 的 一 个 类 似 物 ， 我 们 也 来 研究 下 是 否 有 一 个 ex 的 类 似 物 存在 . 什么 样 的 函数 1l7) 有 与 
恒等式 Der = er 对 应 的 性 质 全 17) = fl7)? 这 很 容易 : 


flz+1)— f(z)= f(z) SO flr+1)=2f(z), 


所 以 我 们 是 在 处 理 一 个 简单 的 递归 式 ， 可 以 取 fl7) = 2 作为 离散 指数 函数 . 
c? 的 差分 也 相当 人 简单， 即 对 任意 的 < 有 
Ac)=cH 一 c=(c 一 1)cz. 
故而 ， 如 果 c 隆 1， 的 逆差 分 是 人 /lc 一 1) ,这 一 事实 与 基本 法 则 (2.47) 以 及 (2.48) 合 起 来 ， 就 给 出 了 
理解 几何 级 数 和 的 一 般 公 式 的 满意 方法 : 
b ez b cb 一 ea 
2 =>，c or = el 2 cl 
每 当 人 过 到 一 个 可 能 用 作 封 闭 形式 的 函数 1 ， 我 们 就 能 计算 出 它 的 差分 人 = 9 ， 然 后 就 有 一 个 函数 9 ， 它 的 
不 定 和 式 2_ 9(z)57 是 已 知 的 ， 表 2-1 是 对 求 和 有 用 的 差分 与 逆差 分 对 的 表 的 开始 部 分 
表 2-1 差分 是 什么 
f=》9 Af =yg f=》9 Af =g 
T=1 0 2 27 
夺 一 工 1 Pe (ce—1)e 
122=7rr—1) 2 Ac 一 二 ) eC 
T 亚 772: rm—l cu CALu 
ret/ (m+1) T 亚 & 十 人 Au+ A 


J=》9 Af= J=》.9 Ar = 
Ei T= = 1/(z 二 1) uv uMv 十 EvAu 
尽管 在 连续 数学 和 离散 数学 之 间 有 这 些 对 应 的 结果 ， 但 是 某 些 连 续 概 念 并 没有 离散 的 相似 概念 .例如 ， 
限 微 积 分 的 链 式 法 则 是 对 函数 的 画 数 求 导 数 的 方便 法 则 ， 但 是 有 限 微 积分 没有 对 应 的 链 式 法 则 ， 因 为 
Ar 大 没有 很 好 的 形式 . 除了 像 用 c 计 rz 替换 z 这 样 的 情形 之 外 ， 离 散 的 变量 变换 很 难 . 
然而 ， 全 (f(z)g(7)) 的 确 有 比较 好 的 形式 ， 而 且 提 供 了 一 个 分 部 求 和 (summation by parts) 的 法 则 ， 它 是 
无 限 微 积分 中 称 为 分 部 积分 法 则 的 一 个 有 限 相 似 结果 . 我们 回顾 一 下 无 限 微 积分 中 的 公式 
Dll) = uDv + vDu 
在 积分 并 重新 排列 各 项 的 次 序 之 后 ， 它 引导 出 分 部 积分 法 
fo: 一 1 一 /mv 
我 们 可 以 在 有 限 微 积 分 中 做 类 似 的 事情 . 
我 们 先 将 差分 算 子 运 用 到 两 个 范 数 ulz) 和 vl7) 的 乘积 
Alulrz)v(rz)) =ur+ 1)v(rt1) ur)vl(r) 
一 zz 十 lotz 二 HTH) 一 wz)olz 十 1) (2.54) 
+ ur)v(r+1) — ur)v(z) 
一 WUfzjAulz) 十 (lz 十 1)Aaulz). 
这 个 公式 可 以 利用 
EFz)= f(r+1) 
所 定义 的 移 位 算 子 (shift operator) 巨 表示 成 方便 的 形式 ， 用 Ev(7) 替换 wz +1) 就 得 到 乘积 的 差分 的 一 个 
紧凑 法 则 : 
A(uw) 一 WA 十 Eu 2.55} 
(已 有 一 点 儿 麻 烦 ， 但 是 它 使 得 这 个 方程 变 得 正确 . ) 在 这 个 方程 的 两 边 取 不 定 和 ， 并 重新 排列 它 的 项 ， 
就 得 到 广 为 宣 扬 的 分 部 求 和 法 则 
无 限 微 积分 在 此 是 通过 令 1 一 0 避 开 了 E . 


如 同 对 于 无 限 微 积分 那样 ， 


当 左 边 的 和 式 比 右边 的 也 


积分 的 一 个 典型 例子 ， 它 的 离散 模拟 是 2_ 72 7 ， 
分 部 求 和 ， 我 们 令 u(7) =z 以 及 Aulzj) = 27， 


给 


| 


我 猜 ， 对 于 z 的 很 小 的 值 有 ez = 27 . 


> WAV = uv 一 >》; Ev A. 


(2.56) 


] 以 在 所 有 三 项 上 加 上 界限 ， 从 而 使 


得 不 定 和 式 变 成 确定 和 式 . 


/ Tezdr 


是 分 部 


[ 式 更 难以 处 理 时 ， 这 个 法 则 是 有 用 的 . 我 们 来 看 “个 例子 ， 商 数 
我 们 在 这 一 章 前 面 以 2 0 人 2 
从 而 Aul7T)=1, vz)=2”,， 有 Evw(7) = 


ea. 
! .代入 (2.56) 就 


加 上 界限 ， 我 们 可 以 


》 ,72r67 一 z27 一》 257 = 22 — 2 +C. 


j 此 式 来 计算 以 前 做 过 的 和 式 : 


>》 ,12 一 》， T2707 
k=0 0 
=z2 2 
(n+ Dat 2"+2) — (0 x 2 —21) = (nC—1)2"t!+2. 
这 个 方法 比 用 扰动 法 更 容易 求 出 这 个 和 ， 因 为 我 们 不 需要 思考 . 
数学 的 终极 目标 是 不 需要 聪明 的 想法 . 
在 这 一 瘟 前 面 ， 我 们 碰巧 发 现 了 2ockan 不 的 一 一 个 公式 ， 算 我 们 有 运气 . 但 是 ， 如 果 我 们 知道 分 部 求 和 ， 
那么 就 能 遵循 规则 发 现 公 式 (2.36) . 我 们 通过 解决 A ee i 
论 ， 如 果 我 们 用 / “的 模拟 来 引导 ， 它 的 解 就 不 困难 了 ， 我 们 取 u(z) = H: ，Av(z) =z= 过， 从 而 
Aulr) = 7 ufz) =z2/2 ，Ev(z) = (z+1)3/2， 这样 我 们 就 有 
DrHz67 一 i 一 > Ws a 
一 到 就 一 -3 T1517 
Sp to 
2 4 
(从 第 一 行 到 第 二 行 的 过 程 中 ， 我 们 对 m = -1 和 n = 2 利用 指数 法 则 (2.52) 将 两 个 下 降 需 (z+ JU 因 工 组 
合 起 来 . ) 现在 可 以 添加 界限 并 得 到 结论 
> kH': = T 五 -07 -m3). (2.57) 
0s<k<n . 
2.7 无 限 和 式 INEFINITE SUMS 
在 这 一 章 开 始 定 义 记号 一 时， 我 们 对 无 限 和 问题 略 施 巧 计 ， 说 本 质 上 “要 等 到 以 后 .而 现在 ， 我 们 可 以 假 
定 遇 到 的 所 有 和 了 式 都 只 有 有 限 多 个 非 零 的 项 *. 但 是 ， 考 虑 的 时 刻 最 终 还 是 来 了 ， 我 们 必须 面 对 和 式 可 能 
是 无 限 的 这 样 一 个 事实 ， 而 实际 情况 则 是 ， 无 限 和 式 既 带 来 了 好 消息 ， 也 带 来 了 坏 消息 . 
这 是 略 施 巧 计 ? 
先是 坏 消息 ， 事 实 已 经 表明 ， 当 涉及 无 限 和 式 的 时 候 ， 处 理 对 时 所 用 的 方法 并 不 总 是 有 效 的 . 接 下 来 则 
是 好 消息 ， 存 在 一 大 类 容易 理解 的 无 限 和 式 ， 我 们 对 它们 做 过 的 所 有 运算 都 是 完全 合法 的 ， 在 我 们 更 密切 
审视 求 和 的 基本 意义 之 后 ， 这 两 个 消息 背后 所 隐藏 的 理由 将 会 变 得 清晰 起 来 . 
每 个 人 都 知道 有 限 和 式 指 的 是 什么 ， 一 项 一 项 相 加 ， 直 到 把 它们 全 都 加 在 一 起 . 无限 和 式 需 要 更 加 仔细 地 
定义 ， 以 免 陷 入 总 廖 的 境地 . 
例如 ， 很 自然 可 以 这 样 定义 ， 从 而 使 得 无 限 和 式 
, 下 
5S=1 十 二 十 二 十 二 十 一 十 一 十 … 
2 4 8 16 32 
等 于 2， 因 为 如 果 将 它 加 倍 就 得 到 


8 二 下 二 二 十 工 主 下 二 二 二 一 2 十 9. 
2 4 8 16 
另 一 方面 ， 同 样 的 推理 提示 我 们 应 该 定义 
本 = 二 1 十 2 十 4 十 8 十 16 十 32 十 … 
是 -1 ， 因 为 如 果 对 它 加 倍 就 得 到 
2 本 =2++4 十 8 十 16 十 32 十 64 十 :…= 二 TT 一 1. 
的 确 : 在 字 的 大 小 是 无 限 的 二 进 制 计算 机 上 ,1 十 2 十 和 十 8 十 … 是 数 -1 的 “元 限 精 确 " 表 示 . 
真是 滑稽 ， 正 的 数值 加 起 来 怎么 会 得 到 一 个 人 负数 呢 ? 看 来 最 好 不 对 T 加 以 定义 ， 或 者 似乎 应 该 说 成 T= x 
es 任何 指定 的 有 限 数 . (注意 ，o 是 方程 27 = 了 一 1 的 男 一 个 解 ， 也 “解决 * 了 方 
25=2+5 
我 们 尝试 对 一 般 和 式 2_kek “的 值 构想 个 好 的 定义 ， K 可 以 是 无 限 的 . 首先 ， 让 我 们 假设 所 有 的 项 
ak 都 是 非 负 的 ”(nonnegative) ， 这 样 就 不 难 找到 一 个 合适 的 定义 ， 如 果 有 一 个 常数 4 为 界 ， 使 得 对 所 有 有 
限 (finite) 子 集 rf CK 都 有 
> ax 夺 44, 
keF 
那么 我 们 就 定义 2_rer “是 最 小 的 这 样 的 4 ， ( 它 实数 众所周知 的 性 质 得 出 : 所 有 这 样 的 4 总 包含 一 个 
最 小 的 元 素 ，) 如 果 没 有 常数 4 为 界 ， 我 们 就 说 2_rex ex = ce ， 这 就 意味 着 ， 对 任何 实数 4 ， 都 有 有 限 多 
项 中 组 成 的 一 个 集合 ， 它 的 和 超过 .4 . 
我 们 已 经 详细 阐述 了 上 一 段 中 的 定义 ， 它 与 指标 集 K 中 可 能 存在 的 任何 次 序 无 关 . 这 样 一 来 ， 我 们 打算 要 
讨论 适用 于 带 有 多 个 指标 后 ;有 a,… 的 多 重 和 式 ， 而 不 仅仅 是 指标 集 为 (单一) 整数 集合 的 和 式 . 
集合 开 甚至 可 以 是 不 可 数 的 . 但 是 ， 如 果 存 在 一 个 常数 4 为 界 ， 则 仅 有 可 数 多 项 不 为 零 ， 因 为 至 多 有 ni.4 项 之 ln. 


在 K 是 非 负 整数 集 


合 的 特殊 情形 下 ， 我 们 对 了 


n 


> di = lim > ak. 
及 一 CO 


F 非 负 项 ak 的 定义 就 意味 着 


天 20 k=0 
理由 是 ;实数 的 任何 一 个 非 碱 序列 都 有 极限 可 能 是 xo ) ， 如 果 极限 是 4 ， 又 如 果 F 是 任意 一 个 非 负 整数 
的 有 限 集合 ， 其 元 素 全 都 < n ， 我 们 就 有 2ier “< to < 4， 因此 4 - oo 或 者 4 是 一 个 有 界 常数 
又 如 果 是 任何 一 个 小 于 所 壕 极限 的 数 ， 那 么 就 存在 一 个 ， 使 得 to > 4 ， 该 有 限 信 
= 记 1 7 ,中 证 明江 不 是 有 界 常数 
按照 刚刚 给 出 的 定义 ， 我 们 可 以 很 容易 地 计算 菜 种 无 限 和 式 的 值 ， 例 如 ， 如 果 a = + ， 我 们 就 有 
Rd 一 Zn+1 1/(1—z), 0gzr<l 
2 n=o0 1— { DC， 1 
特别 地 ， 刚 刚 考虑 过 的 无 限 和 s 和 分 别 取 什 2 和 oc ， 恰 如 我 们 所 猜测 的 ， 另 一 个 有 趣 的 例子 是 


现在 ， 我 们 考虑 和 式 中 既 可 能 


和 式 Q& 一 Qa 十 4a 一 a 十 4 一 a 十 …: 
锐 而 准确 . ” 
——G. Grandil163] 


的 值 应 该 是 什么 呢 ? 如 果 将 


有 非 负 项 又 可 能 


如 一 


i 


人 负 项 的 情 


1 


大 一 
= lim 一 一 


=1 


0 


mn 一 ca —1] 


形 . 例如 ， 


>》 | Dy Ne Re th, We We By SP 


kz0 


时 而 = a， 


时 而 =0， 于 


它 成 对 分 组 ， 我 们 得 到 


位 三 玫 和 圭 代 三 下 二 仁 三 下 让 52: 


所 以 这 个 和 为 零 . 但 是 ， 如 果 


全， 


延迟 一 项 目 


了 成 对 分 组 ， 我 们 得 


是 此 无 穷 级 数 继续 下 去 ， 


可 以 猜测 


人 征用 二 二 站 


到 


这 个 和 是 1. 


我 们 或 许 也 可 以 失 试 在 


20 1 一 可 


1 今 : 


 * 星 一 


1 
2 


一 1 ， 因 为 我 们 已 经 i 


成 立 ， 但 这 样 就 过 


喇 
2 


可 以 把 


个 有 趣 的 例子 是 双 辣 无 
它 写 成 


这 个 无 限 和 是 


1 
3 


ls: 


如 果 我 们 从 位 于 “ 


uv 的 元 素 


就 得 到 它 的 值 为 1; 


如 果 我 们 将 所 有 的 操 


同样 得 到 值 1， 


总 


主 外 计算 这 个 和 式 ， 


当下 交 


1 


)+1+ 


2 


SS 


1 


DY 


大 入 站 上 日 
尽管 它 是 


整数 组 


0 时 ak = 1/(k+1), 


类 似 的 讨论 表明 ， ,如 果 将 这 些 


括号 向 左 或 者 


个 和 式 的 确 是 1. 男 一 方面 ,4 


+( 


中 二 


= 
4 


1 


(3+ 


3 


(= 


向 右 任 ; 


其 和 一 4/2， 


而 当 < 0 时 ok = 1/(k— 1) 


证 明了 这 个 公式 当 0 入 了 
成 的 和 式 ! 


我 必须 承认 你 的 观察 力 敏 


<1 时 


.我 们 


= 1 
2 


意 移 动 固 
我 们 以 下 述 方 式 对 项 分 组 


) 


1 


十 一 
3 


定 步 ， 


它 的 值 都 


el 
4 


1 
生计 
| 


1 


) 


6 


中 + 


十 | 


这 使 我 们 有 勇气 相信 这 


那么 从 内 往外 的 第 ”对 括号 


在 第 9 章 里 ， 我 们 


等 于 1+Iin2 . 


NN ] 2 = 5 
将 证 明 吕 Ra 万) = 了 | 


按照 不 同方 式 对 其 项 


某 些 不 同 寻 


得 出 不 同 值 的 和 式 ， 有 


门 的 定义 ， 它 们 对 这 检 
在 做 的 那样 自由 地 对 i 


i 的 和 式 赋 了 了 有 意 
行 、 就 本 书 的 的 


义 的 值 ， 


| 


组 合 方式 表明 ， 这 个 双向 无 限 和 式 实际 上 应 该 


常 之 处 .关于 分 析 学 的 高 等 教材 中 有 五 花 八 
， 如 果 我 们 采用 那些 定义 ， 就 不 能 像 
要 “条 件 收敛 "这 种 精巧 的 改进 ， 因 此 我 们 


会 坚持 使 用 无 限 和 区 


事实 上 ， 我 们 关 
(这 里 中 ， 0 
分 减 去 负 的 部 分 


(或 者 x1 三， 
2_iex 到 的 值 ， 


运算 都 是 正确 的 . 


里 所 做 的 所 


ny 


设 K 是 任意 一 个 鲁 


th 


丝 成 立 . 


除非 右边 的 两 个 和 式 都 等 于 
设 4 罗 ok 人 ， 


(converge doo 


(diverge) 于 +o% . 
， 结 果 还 很 难说 . 


换 旬 话说 ， 绝 对 收敛 就 意 


我 们 从 对 非 负 项 所 做 了 
方式 将 定义 推广 0 


为 a 和 都 是 非 负 的 .这 样 


而 ok 是 对 每 一 个 FE K 定义 的 实 值 项 
的 ) .任何 实数 z 都 可 以 写成 其 正 的 部 


”因而 K 可 以 是 多 维 


rx[r>0 


~ ~ 
》 ak = > 中 


后 再 将 它 扒 


-7ZXxlz<0]. 


) 我 们 已 经 说 明了 怎样 来 定义 无 限 和 式 2_kex “和 


一 来 ， 我 们 的 一 般 性 定义 是 
一 > OF ， (2.59) 
keK keK 
情形 ， 我 们 不 定义 Zrex ok ， 
果 4+ 和 4- 两 者 都 是 有 限 的 ， 就 说 和 式 2_kcx “绝对 收 合 
如 果 4+ = oo 而 4- 是 有 限 的 ， 就 说 和 式 2_rex 发散 
Re eee a ck @ 发 散 于 -oo .如果 4+ = 4- 一 wx 


两 个 和 式 都 有 定义 ， 反 之 ， -0 


如 前 所 壕 ， 坏 消息 是 基 不 予定 义 ， 


见习 题 34) . 


通过 证 明 每 一 个 变换 法 


分 配 律 (2.15) 可 上 
2_iek cx 绝对 收敛 于 c4 . 


二 


这 就 意味 着 我 们 必 须 证 
由 这 四 种 和 式 的 基本 


本 Rax 十 i》， 2 
题 18) . 


因 


绝对 收敛 的 和 式 之 值 不 变 ， 我 们 可 以 验证 好 消 ， 息 . 说 得 更 具体 一 些 ， 


广 到 实 值 的 项 . 


如 果 项 ok 是 复数 ， 我 们 可 以 再 次 用 显然 的 


中 Rak 和 Sor 是 ai 的 实 部 和 虚 音 


这 


为 我 们 所 做 的 操作 在 所 有 这 样 的 情形 中 都 可 能 产生 矛 
理 的 是 刚才 所 定义 的 绝对 收敛 的 和 式 ， 这 一 章 里 的 有 i 清 操作 乔 完 


结合 律 以 及 交换 入 加 


个 结论 


Ve. 


地表 壕 为 如 果 2_xex“ 绝 


对 某 一 个 指标 变量 求 和 的 法 则 ， 还 要 证 明 


和 


证 明 c > 0 且 每 一 项 mk 和 是 下 人 


所 有 有 限 集合 都 有 2 er “+ 一 “2 ucrat 


情形 来 证 明 此 结 


5 样 ， 将 和 式 分 成 实 间 


] 收 化 于 4 ， 且 c 是 任意 一 个 复数 ， 那 么 
和 虚 部 ， 正 的 部 分 和 负 的 部 分 ， 再 通过 


听 面 这 一 事 》 


特殊 情形 的 证 明 得 以 成 功 ， 是 因为 对 


过 对 FF 的 大 小 用 归纳 法 得 出 . 


结合 律 (2.16) 可 以 陈述 为 ， 如 果 2kex 中 和 Zick 卫 分 别 绝对 收敛 于 4 和 已 ， 那 么 Ziek (十 的) 绝对 收 
伐 于 4 +B， 宴 实 上 ， 这 是 我 们 很 快 就 要 证 明 的 更 加 一 般 的 定理 的 一 个 特例 。 


交换 律 (2.17) 实际 上 并 不 需要 证 明 ， 因 为 我 们 在 紧 随 (2.35) 的 讨论 中 就 已 经 指出 ， 如 何 将 它 作 为 交换 
求 和 次 序 的 一 般 法 则 的 一 个 特例 推导 出 来 . 

门 需要 证 明 的 主要 结果 是 多 重 和 式 的 基本 原理 : 经 过 两 个 或 者 多 个 指标 集 的 绝对 收敛 的 和 式 永远 可 以 对 
这 些 指标 中 的 任何 一 个 首先 求 和 .我 们 将 来 会 正式 地 证 明 : 如 果 J 是 任意 的 指标 集 ， 并 且 { 17 < 7 的 元 
素 是 任意 的 指标 集 ， 使 得 


在 你 第 一 次 看 到 这 儿 时 ， 最 好 是 先 略 过 这 一 页 
9 助教 


[党 


> j,k 
k 绝对 收 化 于 4 ， 


那么 对 每 一 个 ) e 7 都 存在 复数 必 ， 使 得 


keKi 绝对 收敛 于 汪 ， 且 


je7 绝对 收敛 于 4 . 


只 要 在 所 有 的 项 都 为 非 负 时 证 明 这 一 结论 就 够 了 ， 因 为 我 们 可 以 如 前 一 样 ， 把 每 一 项 分 解 成 实 部 和 虚 部 ， 
正 的 部 分 和 负 的 部 分 来 证 明 一 般 的 情形 ， 于 是 ， 我 们 假设 对 所 有 的 指标 对 (局 EL 都 有 Wk 之 0， 其 中 改 


是 主 指 标 集 {(j, 人 jE RE 


给 定 2_Greu “是 有 限 的 ， 即 对 所 有 有 限于 集 F C M 有 


而 4 是 这 样 的 最 小 上 界 . 如 果 7 是 7 的 任意 一 个 元 素 ， 人 的 每 一 个 和 都 以 4 为 上 界 ， 其 中 已 是 
Kj 的 一 个 有 限 子 集 ， 从 而 这 些 有 限 和 式 有 一 个 最 小 的 上 界 4 0， 根据 定义 有 2keR 一 志 


我 们 仍然 需要 证 明 ， 对 所 有 有 限 子 集 GE  ，4 是 2-jce 汪 的 最 小 上 界 ， 假 设 G 是 /的 满足 
ic6 忆 一” > 二 的 有 限 子 集 ， 我 们 可 以 求 出 一 个 有 限 子 集 局 EX ， 使 得 对 每 个 满足 活 > 0 的 7 e G 均 有 
2_ien 4> (4/4) 坟 至 少 存在 一 个 这 样 的 ， 但 是 此 时 有 2-jeGte > (4) 2 ice 十 一 


下 事实 矛盾 ， 对 所 有 有 限 子 集 FC M 有 2_(Ner “< 全， 从 而 对 所 有 有 限 子 集 G 5 7 都 有 2jec < 


最 后 ， 设 4 是 小 于 4 的 任何 一 个 实数 .如果 我 们 能 找到 一 个 有 限 集合 GC 7 ， 使 得 -ice 地 > 4 ， 证 明 就 
完成 了 . 我们 知道 存在 一 个 有 限 集合 FC MM ， 使 得 2 ver at ”人 ， 设 G 是 这 个 F 中 那些 组 成 的 集合 


又 设 万 = {k| (j,k) E PF} 那么 就 有 2je6 站 re en 2 Dner > 有 A4 ”证 明 完毕 . 


ti 


好 的 ， 现 在 合法 了 ! 我 们 对 无 限 和 式 所 做 的 一 切 都 得 到 了 证 实 ， 只 要 它 的 项 的 绝对 值 组 成 的 所 有 有 限 和 式 
都 有 个 有 限 的 界 ， 由 于 双向 无 限 和 式 (2.58) 在 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 计算 时 给 出 两 个 不 同 的 答案 ， 因 


而 它 的 正 项 “3 “3 必定 发 散 于 ce ; 否则， 不 论 我 们 如 何 对 它 的 项 进行 分 组 都 会 得 到 同一 个 答案 . 


NSS 


所 以 为 什么 我 后 来 会 一 直 听 到 许多 有 关 “ 调 和 收敛 ”之 类 的 说 法 ? 


Ne 
1 记号 E 的 含义 是 什么 ? 


2 ”化 简 表 达 式 zx (lr > 0 一 [x <0]). 
3 ”将 和 式 
下 2 oy 
完全 写 开 以 证 实 你 对 记号 忆 的 理解 注意， 第 二 个 和 式 有 一 点 国手) 
4 将 三 重 和 式 
2 it 
1<i<j<ks4 
表示 成 三 个 重大 的 和 式 (用 三 个 二) 
a ” 先 对 k ， 再 对 7 ， 再 对 ; 求 和 . 
b 先 对 ; ， 再 对 7 ， 再 对 求 和 . 
另外 ， 还 要 不 用 记号 己 完全 写 出 这 个 三 重 和 式 ， 用 括号 来 表示 哪些 项 应 该 首先 相 加 . 
5 下面 的 推导 何 处 有 错 ? 
j=1 人 1 人 K rs ETOEL 竺 k=1 
6 ”作为 7 和 n 的 丽 数 ，2x 1 < 7< < 可 的 值 是 什么 ? 
7 设 Vf(z) = f(z) 一 f(z 一 1) .V(x 是 什么 ? 
让 位 给 上 升 的 权力 .8 
| 在 英语 里 ，“ 徊 * 和 “权力 "是 同一 个 单词 power. 
8 。” 当 m 是 给 定 的 整数 时 ，o 的 值 是 什么 ? 
9 ”对 于 上 升 阶乘 窜 ， 与 (2.52) 类 似 的 指数 法 则 是 什么 ?用 它 来 定义 z™ . 
10 ”正文 对 乘积 的 差分 导出 了 如 下 的 公式 : 
Aluv) = udv + EvAu. 
它 的 左边 关于 wu 和 w 对 称 ， 但 其 右边 不 对 称 ， 这 个 公式 怎么 可 能 是 正确 的 呢 ? 


基础 题 


11 ”分 部 求 和 的 一 般 法 则 (2.56) 等 价 于 


> 六 (ak+1 — ar)bk = anbn — aobo 3 ak — bk), n> 0. 
0<k<n 0<k<n 


利用 分 配 律 、 结 合 律 和 交换 律 直 接 证 明 这 个 公式 . 


12 ”证 明 ， 只 要 c 是 一 个 整数 ， 函 数 P(k) = 上 + (1)"e 就 是 所 有 整数 的 一 个 排列 . 


13 ”利用 成 套 方法 求 274_o (六 的 封闭 形式 ， 


nn 2 5 
14 。 将 2--ik2 重新 改写 成 多 重 和 式 2-icjckcn ”的 形式 来 对 它 进行 计算 . 


1 er n 3 中 二 . 
1 用 正文 中 的 方 来 计划 之， 首先 站 22_ ,< ji 大 ， 然 后 应 有 
2.33) . 


16 证 明 z/(z 一 中 王 = 到 /他 一 相生 ， 除 非 其 中 有 一 个 分 母 为 零 
17 ， 证明， 对 于 所 有 的 整数 m ， 下 面 的 公式 可 以 用 来 在 上 升 阶乘 圭 与 下 降 阶 乘 需 之 间 进行 转换 ; 


IT™ = 1" r= r+m—1)e= 1/(r — 1)—: 


T= 1)"(-r)™ = (rm+1)"™= 1/z 十 1)-™. 


(习题 9 的 答案 给 出 了 z-™ 的 定义 ，) 


,2 


18 ” 设 Rz 和 Sz 是 复数 = 的 实 部 和 虚 部 .其 绝对 值 ?| 是 V (8z) + (Sz) 当 实 值 的 和 式 2 Jas 和 

2 ck Sor 两 者 都 绝对 收敛 时 ， 就 说 复数 项 ok 组 成 的 和 式 2_icx 全 绝对 收敛 ， 证 明 :， Zick 仆 绝 对 收敛 ， 
当 且 仅 当 存 在 一 个 有 界 常数 8 ， 使 得 对 所 有 的 有 限 子 集 F CK， 都 有 2xerl"*| <B. 

作业 题 


19 ”利用 求 和 因子 来 求解 递归 式 


D1 =5; 
2 三 人 十 号 X HL n>0. 


ni 


20 ”试用 护 动 法 计算 22o 和 Hi ， 不 过 改 为 推导 出 2 严 的 值 


二 n _1n—k n _1n—ky. 和 TY 一 大 1 .2 
21 “假设 # > 0 ， 用 扰动 法 计算 和 式 % 一 20 全 oD 及 2D 


22 (不 用 归纳 法 ) 证 明 拉 格 朗 日 恒等式 : 
证 明 一 位 逝去 175 年 的 先 人 的 恒等式 是 很 困难 的 


> (oj 让 一 a bj)” 


1<J<K<m 
事实 上 ， 可 证 明 一 个 关于 更 一 般 的 二 重 和 式 


(ajbx op arbi) (A; Bk nm AkBj) 


ls<j<ksn 


ll 
OA 
外 3 

el 

Ea 
So 
eg 
uh 

A 

| 
i 
IR: 

a 

E> 
SR 


种 方法 计算 和 式 2 (中 二 DA 人 二 了， 
分 分 式 1/E 一 1/ 估 十 上) 替换 LE 二 DID) 


[De 
wo 
mm 


zk 


b 分 部 求 和 法 . 
河 Doccn Er/ E+ Dk+) 等 于 多 少 ? 


提示 : 将 (2.57) 的 推导 加 了 推广 . 


25 iasll. Kk" 表示 对 所 有 k € K 数 ar 的 乘积 .为 简单 起 见 ， 假 设 仅仅 对 有 限 多 个 k 有 ax 关 1， 因 此 不 必 


定义 无 穷 乘 积 ， 记 号 工 满足 的 法 则 中 ， 有 哪些 与 对 袜 成 立 的 分 配 律 、 结 合 律 以 及 交换 律 相 类 似 ? 

这 个 记号 是 雅 可 比 在 1829 年 引入 的 [192] . 

26 ”通过 处 理 记号 单 重 乘积 1 表示 出 一 重 乘积 ? 下 we 。 (未 习题 给 出 一 个 与 上 三 
形 四 等 式 (2 39 相信 的 滋 视 结果 


27 计算 A(cz) ， 并 用 它 来 推导 出 >-i (2) 从 的 值 
28 下面 的 推导 在 何 处 步 入 歧途 ? 


考试 题 


n J 
29 ”计算 和 式 2t1 DK/ 一) 


30 ” 玩 Cribbage 纸 牌 游戏 的 人 早 就 知道 15=7 + 8=4 + 5+ 6=1+2+3+4+5， 求 出 将 1050 表 示 成 相连 的 正 整 
数 之 和 的 方法 数 . (将 它 自身 的 表示 “1050” 算 作 是 一 种 方法 ， 于 是 ， 将 15 表 示 成 相连 的 正 整 数 之 和 就 有 四 
种 而 不 是 三 种 方法 ， 附 带 指出 ， 了 解 Cribbage 纸 牌 游 戏 的 规则 对 这 个 问题 没有 帮助 ，) 


31 ”和 歼 曙 zeta 函数 5(R) 定义 为 无 限 和 式 


记 
= 


证 明 2iw2 四 一 =1， 26wa (29 一 也 的 什 是 什么 ? 
32” 令 4 二 bp=max(0,a 一 bp) ， 证明， 对 所 有 实数 7 宇 0 有 


D> CU) 


天 全 0 大 全 0 


并 用 封闭 形式 计算 这 些 和 | 
附加 题 


33 ” 设 和 kekax 表示 诸 数 ax 中 最 小 者 (或 者 它们 的 最 大 下 界 ， 如 果 K 是 无 限 的 ) ， 假 设 每 一 个 ok 或 者 是 实 
数 ， 或 者 是 +ce ， 对 记号 A 成 立 的 法 则 中 ， 有 哪些 与 对 二 以 及 H 有 效 的 法 则 类 似 (见习 题 25) ? 


丛林 法 则 


34 ”证 明 : 如 果 和 式 2 =K 按照 (2.59) 那么 在 下 述 意 义 下 已 是 极 不 常 的 : 如 果 4- 和 .4 
是 任意 给 定 的 实数 ， 有 可 能 找到 一 个 由 KK 的 及 限 生 集 的 序列 三 C FC Fa3C.…， 使 得 当 n 为 奇数 时 ， 

> ak A: > ak 宇 A 

keF 当 为 偶数 时 ，keF 


35 “证 明 哥 德 巴赫 定理 : 


让 中 已 是 如 下 用 递归 方式 定义 的 完全 需 (perfect power) 组 成 的 集合 : 


P={m"|m2¥2,n2z2,m¢P}. 


绝对 的 权力 绝对 会 导致 腐败 . 


9 英语 里 < 需 ? 和 “权力 ”用 的 是 同一 个 单词 power， 因 而 perfect power 恰 有 双重 含义 ， 它 可 以 译 为 数学 中 的 “完全 寡 ”， 亦 可 翻译 为 政治 学 中 
的 “绝对 权力 ”， 在 西方 政治 学 中 有 一 句 著名 的 格言 : “Absolute power corrupts absolutely.” 这 里 的 涂鸦 Perfect power corrupts perfectly 系 模仿 这 
| 一 名 言 而 来 . 


36 ”所 罗 门 . 哥 隆 的 “ 自 描述 序列 *(f(1),f(2),f(3),…) 是 具有 以 下 性 质 的 仅 有 的 非 减 正 整数 序列 ， 对 每 一 个 
大 在 其 中 恰好 出 现 1(*) 次. 稍 加 思考 就 会 揭示 此 序列 必定 以 如 下 形式 开始 : 


n 1 2 3 4 36 7 8 9 10 11 12 


| 


设 %(2) 是 满足 fm) = 并 的 最 大 整数 m .证 明 
a 9) = 2 fA) 
pb 9 (0) = Do kf(h) 


8 1 、 1 mn 一 1 ， 
cg(9 (g(n))) = 3"9(n) (gl(n)+1)— 0 glk) (gl(k) 二 DJ) | 


Ep 


37 ”对 于 k >1， 所 有 1 乘 1/(k+1) 的 长 方形 能 否 填 满 一 个 1 乘 1 的 正方 形 ? ( 记 


| 
Ti 


主 它们 的 面积 之 和 为 


3 整 值 本 数 INTEGER FUNCTIONS 


整数 是 离散 数学 的 支柱 ， 我 们 常常 需 要 将 分 数 或 者 任意 的 实数 转换 到 整数 ,这 一 革 的 目的 就 是 熟悉 并 熟练 
掌握 这 样 的 转换 ， 了 解 它们 的 某 些 惊人 的 性 质 . 


3.1 底 和 顶 FLOORS AND CEILINGS 
0 先 来 讨论 底 (floor， 最 大 整数 ) 函数 和 顶 (ceiling， 最 小 整数 ) 函数 ， 对 所 有 实数 rz ， 其 定义 如 


|x|= 小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 ; 
|x|= 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 . G.D 


艾 弗 森 早 在 20 世 纪 60 年 代 031， 第 12 页 ] 就 引入 了 这 个 记号 ， 同 时 引入 了 名 称 “ 底 "和 < 顶 "， 他 发 现 ， 排 字 工 人 
可 以 通过 刮 去 "[" 和 “的 顶部 和 底 者 g 来 处 理 这 个 符号 他 的 记号 完全 流行 开 来 ， 现 在 的 底 括号 和 顶 括号 5 
以 用 在 专业 论文 中 ， 并 且 无 需 再 解释 其 意义 .直到 最 近 ， 人 们 还 是 经 常 书写 < 中 ”来 表示 < 7 的 最 大 整数 ， 
而 对 于 最 小 整数 画 数 则 没有 好 的 等 价 符号 ， 一些 作 者 甚至 尝试 过 使 用 qz[”， 可 以 预见 这 不 太 可 能 成 
功 . 


) 哎哟 . ( 


除了 记号 的 变化 ， 画 数 本 身 也 有 变化 . 例如 ， 某 种 袖珍 计算 器 有 一 个 INT 画 数 ， 当 z 是 正 数 时 定义 为 | ， 
而 当 z 是 负数 时 定义 为 | ， 这 些 计算 器 的 设计 者 大 概 是 希望 INT 函 数 能 满足 恒等式 NTI-z) = -INTIz) . 
但 是 ， 我 们 还 是 用 负数 和 项 画 数 ， 因为 它们 有 更 好 的 性 质 . 


要 熟悉 底 函 数 和 顶 函 数 ， 最 好 是 了 解 它们 的 图 形 ， 其 图 形 在 直线 f(7?) = 了 的 上 方 和 下 方形 成 阶梯 状 的 模 
式 . 例如 ， 我 们 从 图 中 看 到 


加 


mm 


仔 旨 0 我 们 可 以 观察 到 关于 底 和 顶 的 儿 个 事实 .首先 ， 由 于 底 画 数 六 于 对 角 线 fl7) = 工 上 或 
省 其 所 以 我 们 有 Lz 7; 类似 地 ， 有 [T+ ， (当然 ， 从 定义 来 看 这 文 是 很 显然 的 . ) 这 两 个 函数 在 
整数 | 点 的 入 正好 相符 
此 由 各 及 二 于 是 整数 今 [z| = 
(我 们 用 记号 车 表示 “ 当 且 仅 当 ”.) 此 外 ， 当 它们 不 相等 时 ， 顶 函数 恰好 比 底 函 数 大 1: 
一 El * 
[x|-|x|= [x 不 是 整数 |]. (3.2) 
聪明 . 根据 艾 弗 森 的 括号 约定 ， 这 是 一 个 完整 的 等 式 . 
如 果 我 们 将 对 角 线 向 下 移动 一 个 单位 ， 它 就 完全 位 于 底 画 数 的 下 方 ， 所 以 z 一 1< [| ;类似 地 ， 有 
z+1> [z| ， 把 这 些 结果 组 合 起 来 就 给 出 
T 一 1 < Lz] <r<|[r|<r+l (3.3) 
最 后 ， 这 些 函 数 关 于 两 个 坐标 轴 互 为 反射 : 
|-z| = [z|:; [=z| = [z| . (3.4) 
从 而 每 一 个 记号 都 容易 用 另 一 个 记号 来 表示 . 这 一 事实 有 助 于 解释 为 什么 顶 范 数 一 度 没 有 它 自己 的 记号 . 
但 是 我 们 看 到 ， 顶 函数 常常 足以 证 明 应 该 给 它们 特殊 的 符号 ， 恰 如 我 们 既 对 上 升 究 也 对 下 降 害 采用 特殊 记 
号 一 样 。 长 久 以 来 ， 数 学 家 们 一 直 有 正弦 和 余弦、 正切 和 余 切 、 正 割 和 余 割 、 最 大 和 最 小 这 样 的 对 象 ， 现 
在 我 们 又 有 了 两 个 : 底 和 顶 . 
下 星期 我 们 要 给 房子 添上 墙壁 了 . 
为 了 实 实在 在 地 证 明 底 函数 和 顶 函 数 的 性 质 ， 而 不 只 是 从 图 形 上 来 观察 这 样 的 事实 ， 运 用 下 面 这 四 条 法 则 
会 特别 有 用 : 
Iz|=n 人 Ongsr<n+t+l, (a) 
Iz|=n 人 OI-l1<ngz, (b) 3.5) 
[Tz|=7n 人 On-l1<rgn, (co) 人 
[z] 一 风 会 工 所 有 <T 二 1 (d) 
(在 这 四 种 情形 中 ， 我 们 假设 n 是 整数 ， 而 z 是 实数 . ) 法 则 (a) 和 (c) 是 式 (3.1) 的 直接 结果 ; 法 则 
(b) 和 (qd) 是 一 样 的 ， 只 是 重 排 不 等 式 ， 使 得 n 位 于 中 间 . 
有 可 能 将 一 个 整数 项 移 进 或 者 移出 底 (或 者 顶 ) : 
x+n|=|x|+n，n 为 整数 . G0) 

(因为 法 则 (3.5a) 是 说 这 一 论断 等 价 于 不 等 式 |z7| +7 入 +7m< [z+n+1.) 但 是 类 似 的 运算 ， 像 将 一 
个 常数 因子 移出 去 ， 一 般 是 不 能 做 的 . 例如 ， 当 nm = 2 且 z=1/2 时 ， 我 们 有 La 夫 [7| ， 这 就 意味 着 底 括 
号 和 顶 括号 比较 死板 .如 果 能 避 开 它们 ， 或 者 在 它们 存在 时 能 证 明 出 任何 结论 ， 通 常 就 很 幸运 了 . 
事实 已 经 表明 ， 底 括号 和 顶 括号 在 许多 情况 下 是 多 余 的 ， 因 而 我 们 能 随意 插入 或 者 去 掉 它们 . 例如， 实数 
与 整数 之 间 的 任何 不 等 式 都 等 价 于 整数 之 间 的 一 个 关于 底 或 者 顶 的 不 等 式 : 

rT<n$ [7|<n, (a) 
n<r 人 On<[r|, (中 (3.7) 


rn [rz| <n, 
nr 人 nsgl|r|. 


很 容易 证 明 例如 ， 如 果 z < 站 ， 那 么 肯定 有 lz| < ， 因 为 |?| 7， 反 过 来 ， 如果 z < ， 那 么 
必定 ， 因 为 Z< [了 十 1 [Iz|+1l<gn. 


如 果 记 住 (3. 中 的 四 个 法 则 与 记 住 它们 的 证 明 同 样 容易 ， 就 好 了 .每 一 个 不 带 底 或 顶 的 不 等 式 都 与 带 
底 或 项 的 同样 不 等 式 相 对 应 ， 不 过 在 决定 二 者 之 中 哪个 更 合适 之 前 ， 我 们 还 需要 反复 思考 


z 和 Lz 之 间 的 差 称 为 z 的 分 数 部 分 (fractional part) ， 它 在 应 用 中 经 常 出 现 ， 所 以 值得 拥有 自己 的 记 
{z} = 一 |z| . (3.8) 


| 


dl 


嗯 ， 当 它 可 能 与 仅 包含 一 个 元 素 z 的 集合 混淆 时 ， 我 们 最 好 不 要 用 {了 |} 来 表示 分 数 部 分 


我 们 有 时 称 .| 是 z 的 整数 部 分 (integer part) ， 因 为 z = [zj + {7} ， 如 果实 数 z 可 以 写成 -=n+9， 其 中 n 
是 整数 ， 且 0 < 9 < 1 ， 那 么 根据 (3.5a) 就 能 断定 有 n = [zj 以 及 9 二 {2} . 


如 果 n 是 任意 的 实数 ， 那 么 恒等式 (3.6) 并 不 成 立 ， 但 是 我 们 可 以 推出 ， 对 于 lz+ 世 ， 一 般 来 说 只 有 两 
时 如 果 我 们 让 人 居于 区 二 人， 那 训 有 区 加 二 轩 [ 人 地 ， 又 二 于 
0< { 可 + { 雪 <2 ， 我 们 发 现 z+ 旨 有 时 等 于 lz| + Wj， 否 则 它 就 等 于 z+ Wj +1. 


二 种 情形 当 且 仅 当 将 分 数 部 分 {T} 和 {y} 相 加 ， 在 小 数 点 的 位 置 上 出 现 一 个 “进位 "时 才 会 出 现 . 


3.2 ” 底 和 顶 的 应 用 FLOOR/CEILING APPLICATIONS 


我 们 已 经 见识 了 处 理 底 和 顶 的 基本 工具 ， 现 在 来 将 它们 付 诸 应 用 0 | hd 
么 ? (根据 Edward M. Reingold 的 建议 ， 我 们 用 1g 表示 以 2 为 放 的 对 数 ，) 那么 ， 由 于 2 < 35 < 25 ， 我 们 可 


发 


以 取 对 数 得 到 5 < lg35 < 6 ， 所 以 由 关系 式 (3.5c) 知 ]35| =6 . 

注意 ， 数 35 写 成 二 进 制 时 有 6 位 ，35 = (100011)> .lg 7| 是 n 写成 二 进 制 时 的 长 度 ， 这 是 否 总 正确 ? 并 不 见 
得 ， 我 们 也 需要 6 位 来 表示 32 = (100000)* ， 所 以 对 此 问题 ,llg ?| 是 一 个 错误 的 答案 . ”( 它 仅 当 n 是 2 的 寡 时 
才 失 效 ， 但 是 这 会 有 无 穷 多 次 的 失效 . ) 意识 到 写 出 每 一 个 满足 2”! < n < 2” 的 数 n 要 用 m 位 ， 由 此 我 们 
可 以 求 得 一 个 正确 的 答案 ， 从 而 由 (3.5a) 知 , 到 一 1= gz， 所 以 于 = go 二 1. 那 就 是 说 ， 对 所 有 

n > 0 ， 我 们 需要 lg + 1 位 来 将 ”表示 成 二 进 制 数 ， 或 者 换 一 种 方式 ， 类 似 的 推导 得 到 答案 lg(n + |. 

如 果 我 们 愿意 说 成 将 n = 0 写成 二 进 制 时 需要 零 位 ， 那么 这 个 公式 对 n = 0 也 成 立 . 


接 下 来 我 们 研究 用 多 个 底 或 者 顶 的 表达 式 . [Lz 是 什么 ? 这 很 容易 ， 因 为 | 中 是 整数 ， 所 以 [Lj| 就 是 |]. 
对 于 最 内 层 是 [zj 而 外 面包 围 有 任意 多 个 底 或 者 顶 的 任何 其 他 表达 式 也 有 同样 结论 


下 面 是 一 个 更 难 的 问题 ， 证 明 或 推翻 断言 
| x] =| Vx | ， 实 数 x 宇 0 


当 z 为 整数 时 等 号 显然 成 立 ， 因 为 z = [zj ， 等 式 在 + = 3.141 59…，e = 2.718 28.… 以 及 
$= (1+V5)/2= 1.618 03.… 这些 特殊 情形 下 成 立 ， 因为 我 们 得 到 1 = =1. 我 们 未 能 发 现 一 个 反例 | 这 表明 在 
般 情 形 下 等 式 成 立 ， 故 而 我 们 来 党 试 证 明 它 . 


(T、e 和 显然 是 进行 尝试 的 首 批 实数 ， 不 是 吗 ? ) 


(3.9) 


i 


附带 指出 ， 当 ed 候 ， 通 常 移 党 试用 一 个 反例 来 推翻 它 更 好 一 些 ， 这 有 两 个 原因 : 否定 
可 能 更 容易 一 些 (我 们 只 需要 一 个 反例 ) ; 挑 毛病 会 激发 我 们 的 创造 精神 . 即便 给 定 的 结论 为 真 ， 如 果 我 
们 能 看 出 为 什么 不 可 能 存在 反例 | 搜寻 反例 也 往往 能 把 我 们 引 向 证 明 ， 此 外 ， 持 怀疑 态度 是 有 益 的 . 


有 限 程度 的 怀疑 是 有 益 的 . 对 于 证 明和 程序 持 怀 疑 态度 (尤其 是 对 你 自己 的 东西 )， 可 以 保持 你 的 水 平 ， 并 使 你 的 工作 比较 稳定 . 但 
是 ， 过 分 怀疑 就 可 能 使 自己 一 直 闭 门 工 作 ， 得 不 到 出 去 锻炼 和 放松 的 机 会 . 怀疑 态度 太 浓 ， 就 是 在 走向 僵化 ， 在 这 种 状态 下 ， 你 会 对 


E 确 和 严谨 极度 担心 ， 以 至 了 
论 者 


你 做 但 


E 何 事 都 永远 无 法 完成 . 


是 和 否 


一 位 怀疑 


及 


先 将 z 分 解 成 整数 部 分 和 分 数 部 分 [1 十 


+n-12 209/2 — n-3/2 Ea /8 十 … .但 是 ， 这 


vl 


展开 :人 (mm 十 9)2 3 


{z} =n+0 
做 法 相当 环 


明 
“ 方 根 


如 果 我 们 借助 微 积分 来 证 


利用 二 项 式 定 理 将 3 


手 . 
利用 我 们 开发 出 来 的 工具 要 容易 得 多 ， 有 一 
然后 去 掉 内 层 的 底 ， 接 着 再 将 外 层 的 符号 加 回 
到 m < VLz] < m+1， 这 就 去 掉 了 外 层 的 底 括号 ， 
的 ， 将 它们 平方， 就 得 到 m < |r| < m + 1 。 这 就 各 免 了 平方 根 接 下 来 去 掉 底 ， 对 左边 的 不 等 式 利用 
(3.7d) ， 对 右边 的 不 等 式 利用 (3.7a) : m2 <z<(m+1)?， 现在， 回溯 步骤 就 简单 了 ， 取 平方 根 得 到 


ms Vr< 利用 (3.5a 得 到 m= |vV5| 从 则 V 回 | -= LVE| 站 类 似 地 ， 我 们 可 以 
证 明 


UL 


VE 外 层 的 底 和 平方 根 , 
[Ve 并 利用 (asa) 得 


三 个 表达 式 都 是 非 负 


可 能 的 做 法 种 方法 去 挤 


ee 我 们 设 ” 一 
未 失去 任何 信息 . 由 于 所 有 


征 : 


目 


站 


7 十 1 


结论 为 


VvH| = |vz| 实数 z> 0 . 


平方 根 的 性 质 ， 更 仔细 的 观察 表明 ， 我 们 可 以 推 ) 
& 有 如 下 性 质 且 在 一 个 实数 区 间 连 续 的 单调 递增 函数 


f(x )= 整 数 ” 全 x= 整数 
Lj) 和 fl?1) 都 有 定义 ， 我 们 就 有 
[f(Tz])], 


想法 


这 


我 们 刚才 所 找到 
证 明 更 多 的 东 


的 证 明 没有 广 重 依赖 ] 


县 


: 设 f(7) 是 任 


/ 忆 \ 


4 
三 | 


于 是 ， 只 


和 


要 f(z) 、f 
= [LA 和 [Fe = 


的 R. JMcEliece 得 到 的 . ) 


”表示 “ 列 涵 ”) ， 
[f(z)]| 


时 还 是 大 学 


(3.10) 


= 其 三 | 
XE 


入 ， 如 果 z = |z| 
从 而 就 有 
7 < < [zl 以 及 


日 


我 们 来 对 顶 证 
， 就 没什么 要 i 
[F(z)| < [f(z 


这 个 一 般 的 性 质 ，2 
E 明 的 了 ， 如若 不 然 ， 
)| ， 因 为 | 非 减 ， 如 细 


先前 我 们 对 底 做 了 证 明 ， 而 且 对 底 的 证 
pa 于 是 有 f(7) < f([z1),， 
[f(z)| < [fF ([z1)], 那么 就 必定 存在 一 个 


1 站 


US 


f(y) = [f(z)], 


玉 为 了 是 连续 的 


鉴于 f 的 特殊 性 质 ， 这 个 y 是 一 个 整数 .但 


Lz 与 7| 之 间 . 
这 个 定理 


公 


的 一 个 重要 特例 值 


这 个 蔬 盾 就 说 明 我 们 必定 有 [f(z)| = TFTzD1 
得 提出 来 加 以 注意 如果 m 和 n 是 整数 且 


和 


分 母 


工 十 77 rm 


n n 


(3.11) 


个 整数 严格 位 于 


n n 
[z/10| /10] /10| = [z/1000|. 了 10 习 


抛弃 个 位 数字 ， 与 月 


有 


E 除 并 


三 次 


0 ， 


例如 ， 


疆 四 


日 闪 征 


和 


档 


现在 ， 


它 对 z=Tr 和 zr=e 成 立 ， 但 
步 探讨 之 前 ， 


进 


我 们 尝试 证 


明 或 推 知 


[Vel] ”FM ge >0. 


i 


道 它 


对 7 = 史 不 成 立 ， 所 以 我 们 知 
二 离 题 来 讨论 在 数学 了 


般 不 为 真 


E 


中 有 可 能 出 现 的 不 同 水 乎 的 问题 . 


我 们 暂 


水 平 1 ”给 定 


由 证 


个 显 式 对 象 z 和 一 个 显 式 性 质 Plz) ， 证 明 Ptz) 为 真 ， 例 如 * 证 明 [r] =3”. 


对 所 宣称 的 某 个 


事实 寻求 一 个 证 明 . 


1000 来 除 并 去 掉 


这 里 的 问题 在 了 


个 显 式 集合 X 和 一 个 显 式 性 质 Ptz) ， 证 明了 (7) 对 所 有 ze 六 为 真 ， 例 如 “证 明 对 所 有 实数 
z 有 zj < ”问题 仍然 在 于 寻求 一 个 证 明 ， 但 是 这 一 次 证 明 必须 具有 一 般 性 . 我 们 是 在 做 代数 ， 而 不 是 


水 平 3 ”给 定 一 个 显 式 集合 X 和 一 个 显 式 性 质 PLz) ， 证 明 或 推翻 PLz) 对 所 有 为 真 ， 例 如 “证 明 或 推翻 对 所 


有 实数 z >0 和 有 VI 可 | = [V 引 。 这 里 有 个 附加 的 不 确定 性 水 平 ， 两 种 结果 民有 可 能 ， 这 更 接近 于 数学 
家 们 通常 面 对 的 真实 情形 ， 写 进 书 中 的 结论 都 倾向 于 是 正确 的 ， 但 是 新 的 事物 必须 以 挑剔 怀疑 的 眼光 来 审 
视 ， 如 果 该 命题 四 我 们 的 任务 就 是 寻找 一 个 反例 ， 如 果 该 命题 为 真 ， 我 们 就 必须 如 同 在 水 平 2 中 那样 
村: 一 个 证 


在 我 的 其 他 教科 书 中 , “证 明 或 推翻 ”在 大 约 99.44% 的 时 间 里 似乎 与 “证 明 * 同 义 ， 但 在 这 本 书 里 则 不 然 . 


六 二 
半 


水 平 4 ”给 定 一 个 显 式 集合 X 和 一 个 显 式 性 质 PLz) ， 是 为 真 的 必要 且 充 分 的 条 件 Qtz) ， 例 
如 < 求 例 z] > [z] 成 立 的 必要 充分 条 件 ”， 问 题 是 求 出 使 得 Ptz) 会 8(7) 成 立 的 9 . 当然， 总 有 一 个 平凡 的 


答案 ， 我 们 可 以 取 Q(7) = Pz) ， 但 是 问题 中 所 隐 含 的 要 求 是 寻求 一 个 尽 可 能 简单 的 条 件 ， 这 要 求 用 创造 
力 来 发 现 一 个 能 取得 成 功 的 简单 的 条 件 ， 例如， 在 此 情形 下 ，z| > [z] 汪 = 是 整数 *，) 寻求 Ofz) 所 需 
要 的 其 他 发 现 要 素 使 得 这 种 问题 更 加 困难 ， 但 这 是 数学 家 们 在 “真实 世界 "中 必须 要 做 的 更 加 典型 的 工作 
最 后 ， 当 然 必须 要 给 出 证 明 ，P(?) 为 真 当 且 仅 当 Q(?) 为 丰 


水 平 5 、 给 定 个 显 式 集合 X ， 寻 求 其 元 素 的 一 个 有 趣 的 性 质 Plz7) 我 们 现在 处 在 令 人 恶 怖 的 纯 烷 和 究 
领域 ， 学 生 们 可 能 会 认为 一 切 是 由 混沌 统治 着 ， 这 是 真实 的 数学 .教科 书 的 作者 们 很 少 敢于 提出 水 平 5 的 


结束 离 题 的 讨论 ， 我 们 把 最 后 的 那个 问题 从 水 平 3 变 成 水 平 4， 使 得 VE | = [vV 习 成 立 的 必要 且 充分 条 件 
是 什么 ? 我 们 已 经 观察 到 ， 当 5 31 和 2 时 等 式 成 立 ， 而 当 z < 1.618 时 则 不 然 ， 进 一 步 的 实验 光明 妆 - 介 于 
9 和 10 之 间 时 等 式 也 不 成 立 . 哦 哗 ， 是 的 ， 我 们 看 到 每 当 m? < z < m2 + 1 时 坏 的 情形 就 出 现 ， 因 为 此 时 左 
边 给 出 m ， 而 右边 则 给 出 m + 1 ， 在 所 有 定义 了 Vz 的 其 他 情形 下 ， 即 当 z = 0 或 者 m*+1<z < (m+ 的 
情形 ， 我 们 都 能 得 到 等 式 ， 这 样 一 来 ， 下 面 的 命题 就 是 等 式 成 立 的 必要 且 充 分 条 件 ， 或 者 * 是 整数 ， 或 者 
VLz| 不 是 整数 . 


Toledo Mudhens 棒 球 队 的 家 园 . 1 


| 1“ 哦 嘛 ?的 英文 Oho 与 美国 Ohio 州 的 州 名 发 音 相 近 . Toledo 是 该 州 一 个 小 城市 的 城市 名 ， 而 Toledo Mudhens 则 是 这 个 小 城市 的 棒球 队 队 名 . 


为 了 讨论 下 一 个 问题 ， 我 们 来 考虑 一 个 表示 实 直线 上 区 间 的 简便 的 新 记号 ， 这 个 记号 是 C. A. R. Hoare 和 
Lyle Ramshaw 建 议 使 用 的 ; le. 喇 表示 满足 szs 5 的 实数 z 的 集合 .这 个 集合 称 为 闭 区 间 (closed 

interval) ， 因 为 它 包含 两 个 端点 a 和 5 .不 包含 两 个 端点 的 区 间 记 为 (Q…5) ， 它 由 所 有 满足 * < + < 的 zx 
组 成 ， 这 称 为 开 区 间 人 ， 区 间 |e…3) 和 区 间 (Q… 且 (它们 都 只 包含 一 个 端点 ) 定义 类 似 ， 它 
们 称 为 半 开 (half-open) 区 间 . 


(或 者 ， 按 照 翡 观 主义 者 的 说 法 ， 它 们 是 半 闭 的 . ) 


有 多 少 整数 包含 在 这 样 的 区 间 中 ? 半 开 区 间 要 更 容易 政 而 我 们 从 它们 开始 . 事实 上 ， 半 开 区 间 几 平 
总 是 比 开 区 间或 闭 区 间 好 一 些 . 例如 ， 它 们 是 可 的 以 将 半 开 区 间 [e…5) 和 半 开 区 间 [5..) 组 合 
ee 或 六 F 区 间 le…7) ， 这 对 开 区 间 行 不 通 ， 因 为 点 5 被 排除 在 外 ， 对 闭 区 间 也 会 出 现 问 题 ， 因 为 5 会 被 

含 两 次 . 


回 到 我 们 的 问题 ， 如 果 a 和 2 是 整数 ， 答 案 很 容易 : 假设 < 5 ， 此 时 [0…) 包含 5 一 个 整数 
qa,a+1,… ,8 一 1 ， 类 似 地 ， 在 这 样 的 情形 下 ，(Q… 且 包含 一 a 个 整数 ， 但 是 我 们 的 问题 要 更 难 -一 些 ， 因 
为 a 和 5 是 任意 的 实数 .尽管 如 此 ， 根 据 (3.7) ， 当 n 是 整数 时 ， 由 于 


a<n<B 人 Olal <n<|d, 
a<ngpPeolal<nsg||, 


Ss Ee A A 
区 间 有 实数 端点 ) .所 以 区 间 [Q…5) 恰好 包含 [51 一 [a 个 整数 ， 而 (a… 且 则 包含 [5] 一 LQ 个 整数 .这 就 是 我 
门 实际 上 希望 引入 底 括 号 和 顶 括 号 (而 不 是 避 开 它们 ) 的 恰当 例子 . 
质 便 说 一 句 ， 在 哪 种 情形 下 使 用 底 ， 而 在 哪 种 情形 下 使 用 项 ， 这 是 有 一 种 方法 的 . 包含 左 端点 但 不 包含 右 
端点 的 半 开 区 间 (例如 0 < 9<1) 比 包含 右 端点 但 不 包含 左 端点 的 半 开 区 间 略 微 常 用 一 些 ， 底 也 比 顶 更 党 
.所 以 根据 墨 菲 定律 ， 正 确 的 法 则 与 我 们 希望 的 相反 一 项 用 于 le.…5) ， 而 底 则 用 于 te. 中 


正如 我 们 能 通过 唱歌 记得 哥伦布 航海 出 发 的 日 期 那样 : “在 1493 年 /哥伦布 向 蔚蓝 的 大 海航 行 而 去 . ” 


类 似 的 分 析 表明 ， 闭 区 间 [a.. 可 恰好 包含 15| - [al +1 个 整数 ， 而 开 区 间 (a.8) 则 包含 [站 - laj 一 1 个 整数 . 
不 这 我 们 对 后 者 髓 也 了 侨 外 限制 。 7 ， 从 而 使得 这 个 公式 不 会 由 于 下 面 的 断言 而 陷入 窜 境 ， 空 的 区 上 
(Qa) 总 共 含有 -1 个 整数 ， 总 结 起 来 ， 我 们 得 到 了 下 壕 事实 : 


区 间 包含 的 整数 限制 条 件 
[a@..B6| 18|-|al+!1 a<pB 


[ae.6) [Bl-[al a<p 
(a..B] [18|-|a| asC 
(ax.…O) PA lee a<Bp (3.12) 
现在 有 一 个 我 们 不 能 拒绝 的 问题 . 具体 数学 俱乐部 有 一 个 赌场 ( 仅 对 本 书 的 购买 者 开放 ) ， 1 有 一 个 轮 


盘 赌 轮 ， 它 有 一 千 个 投 币 口 ， 标 号 1 到 1000. 如 果 在 一 次 旋转 中 出 现 的 数 n 能 被 它 的 立方 根 的 底 整除 ， 也 


就 是 说 ， 如 玉 


pa 


[wna] \n, 


那么 它 就 是 个 赢 点 ， 庄 家 赔付 给 我 们 5 美元 ;否则 它 就 是 一 个 输 点 ， 我 们 就 需要 赔付 1 美元 ,， (记号 a 
读 作 “a 整除 ，”， 含 义 是 b 是 a 的 整 倍数 ， 第 4 章 要 仔细 研究 这 个 关系 ) 如 果 玩 这 个 游戏 ， 我 们 能 指望 赢 钱 
吗 ? 


es 


对 此 所 做 的 一 项 班级 投票 结果 表明 :28 名 学 生 认为 不 应 去 玩 ，13 名 想 去 赌 一 把 ， 余 下 的 人 则 拿 不 定 而 无 法 作答 ，) 
和 此 我 们 挥动 具体 数学 球 棒 给 了 他 们 


二 二 


一 


我 们 可 以 计算 平均 赢 率 ， 也 就 是 每 玩 一 次 我 们 将 会 赢 ( 输 ) 的 量 ， 首 先 计 算 赢 点 的 个 数 W 以 及 输 点 的 个 
数 志 = 1000 一 W .如 果 在 1000 次 游戏 中 每 个 数 都 出 现 一 次 ， 我 们 就 赢得 5W 美元 而 损失 工 美元 ， 故 而 平均 


顾 率 将 是 


5W—L 5W—(1000—W) 6W 一 1000 
1000 1000 和 1000 


如 果 有 167 个 或 者 更 多 的 赢 点 ， 我 们 就 占 优 ， 反 之 庄家 占 优 . 
在 1 到 1000 中 ， 我 们 如 何 来 计算 赢 点 的 个 数 呢 ? 不 难 想 出 一 个 模式 来 ， 从 1 一 直到 23 ~ 1 = 7 全 都 是 赢 点 ， 
天 为 对 其 中 每 一 个 数 都 有 |V 引 = 1 ， 从 数 23 一 8 一 直到 33 _ 1 二 26 中 仅 有 偶数 是 赢 点 ， 在 数 33 -27 一 直到 
和 1 二 63 中， 仅仅 那些 被 3 整除 的 数 是 赢 点 ， 如 此 等 等 . 


ee 0 统 地 
[以 分 析 


| 
3 yn] ]= Ble=|¥n | an sn<1000] 
= 5 [Sn<(k+ n= kl <n<1000] 
1 5 <km<(k+1 <k<10] 
pe le Cen ei lo 
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这 个 推导 值得 仔细 研究 ， 注 意 ， 第 6 行 用 到 了 关于 半 开 区 间 中 整数 个 数 的 公式 (3.12) .其 中 仅 有 的 “困难 
的 ”操作 是 在 第 3 行 与 第 4 行 之 间 做 出 的 将 n = 1000 作为 一 个 特殊 情形 来 处 理 的 决定 . ( 当 k = 10 、 
启 <<n<(k+1) 与 1<n< 1000 组 合 起 来 并 不 容易 ，) 一 般 来 说 ， 边 界 条 件 往往 是 处 理 二 时 最 关键 的 部 
分 : 


比 话 不 假 


最 后 一 行 是 说 W = 172 ， 因 此 每 次 游戏 的 平均 赢 率 的 公式 化 简 为 (6 x 172 一 1000)/1000 美元 ， 即 3.2 美 分 . 我 
们 可 以 指望 在 做 了 100 次 每 次 1 美元 的 赌博 之 后 能 挣 到 大 约 3.2 美 元 ， (当然 ， 庄 家 可 能 会 玩弄 花招 让 某 些 
数 比 其 他 数 出 现 得 更 加 频繁 . ) 


尔 说 这 个 赌场 在 哪儿 来 着 ? 


我 们 刚刚 解决 的 博彩 问题 是 一 个 更 为 现实 的 问题 的 变形 : “在 1 < n < 1000 中 有 多 少 个 整数 n 满足 关系 
[Yn \n? "从 数学 上 说 ， 这 个 问题 是 相同 的 . 但 是 ， 有 时 将 一 个 问题 装扮 一 番 不 失 为 一 个 好 主意 .我们 
习惯 于 使 用 更 多 的 词 《如 “ 赢 点 "和 “和 输 点 ") ， 这 些 词 有 助 于 我 们 理解 所 发 生 的 事情 . 


门 来 推广 .假设 将 1000 改 为 1 000 000， 或 者 换 成 一 个 更 大 的 数 V .， (我 们 假设 该 赌场 颇具 影响 力 ， 且 能 
搞 到 一 个 更 大 的 轮 盘 . ) 现在 有 和 多少 个 说 点 呢 ? 


同样 的 推理 方法 仍然 适用 ， 不 过 我 们 需要 更 仔细 地 处 理 k 的 最 大 值 ， 为 方便 起 见 将 它 记 为 KK : 


KS= [| 


(上 一 次 的 K 是 10，) 对 一 般 的 N ， 赢 点 的 总 数 是 
W= 》 (3k+ 和 +>》 [Kg Kmg NI] 


kek m 
(T+3K +D)(K-1)+) Ime [KN/K) 


m 


i A 
站 区 DY lm € [KR?..N/H]] . 


mm 


我 们 知道 ， 剩 下 的 那个 和 式 是 LV - [ER +1= LN/ 一刀 二 1， 故 而 公式 


LN， ， 
W= [NK|+=K?+ = 天 3, K= WA (3.13) 


给 出 了 轮 盘 大 小 为 w 的 一 般 答案 . 


rn 1 3 
r2/3 ， 二 nr2/3 _ 2 v2/3 
N 和 = 


这 个 公式 的 前 两 项 近似 等 于 2 ， 当 很 大 时 ， 其 他 的 项 相 比 要 小 得 多 . 在 第 9 章 里 ， 我 
们 将 要 学 习 导 出 


3 
W =5N + ONYS) 


这 样 的 表达 式 ， 其 中 OLN”) 代表 一 个 不 超过 N 的 常数 信 的 量 ， 无 论 这 个 常数 是 什么 ， 我 们 知道 它 与 N 
二 3 
2 


无 关 ， 所 以 对 于 很 大 的 NV ，O 项 对 W 的 贡献 与 7”” 相 比 非常 小 ， 例如， 下 表 说 明了 
近 ， 这 是 相当 好 的 近似 . 


2/ 


7 与 W 是 何等 接 


3 2/3 
N 2 W % 误 差 
1 000 150.0 172 12.791 
10 000 696.2 746 6.670 
100 000 3231:7 3343 3.331 
1 000 000 15000.0 15247 1.620 
10 000 000 69623.8 70158 0.761 
100 000000 ”323165.2 324322 0.357 
1 000 000 000 1500000.0 1502497 0.166 


近似 公式 是 有 用 的 ， 因 为 它们 比 带 有 底 和 项 的 公式 更 加 简单 . 然而 ， 精 确 的 真 值 常 常 也 是 很 重要 的 ， 符 别 
是 对 于 在 实际 情形 中 容易 出 现 的 的 更 小 的 值 (精确 的 真 值 就 更 为 重要 ) 例如 ， 赌 场 的 主人 有 可 能 会 错 


误 地 假设 当 N = 1000 Wy 130 个 赢 点 (此 情形 对 庄家 会 有 10 美 分 的 好 处 ) . 
这 一 节 里 的 最 后 一 个 应 用 是 研究 所 谓 的 谱 ， 我 们 定义 ， 一 个 实数 w 的 谱 (spectrum) 是 整数 组 成 的 一 个 无 


Spec(la) = {la|, [2a| ,13a|] ,: 小. 
(个 多 征集 全 可、 个 集合 相似 ， 不 过 它 可 以 有 重复 的 元 素 . ) 例如 ，1/2 的 谱 的 开头 部 分 是 


容易 证 明 ， 没 有 两 个 谱 是 相等 的 ， 也 就 是 说 ,a 关 5 束 意 味 着 SpeclQ) 关 Spec(5) .不 失 一 般 性 ,假设 % < 5 
， 就 存在 一 个 正 整 数 m 使 得 m(5 一 aq) >1. (事实 上 ， 任 何 一 个 m11/(5 一 %)| 都 行 , 但 后 开 们 无 当天 
有 关 底 和 顶 的 知识 .) 从 而 m3 一 ma 之 1， Im8] > tmaj ， 于 是 谱 Spec(p) 有 少 于 中 个 元 素 < Lmia|， 
Specla) 至 少 有 m 个 这 样 的 元 素 . 


eA 没有 太 多 (without lots of...) 一 般 性 .….…. 


Wy 


谱 有 许多 美妙 的 性 质 . 例如 ， 考 虑 两 个 多 重 集合 


只 


Spec(V2) = {1,2,4,5,7,8,9,11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22,24,.…-} ， 
Spec(2 + V2) = {3, 6, 10, 13,17, 20, 23, 27, 30, 34, 37, 40, 44, 47, 51,.. -} 


“如 果 x 是 一 个 小 于 1 的 无 理 数 ， 量 H/T 和 m1 一 了) 的 级 数 之 中 (其 中 mm 是 整数 ) 有 一 个 可 能 被 发 现 介 于 任何 给 定 的 相 邻 整数 之 
间 ， 而 且 只 能 找到 一 个 这 样 的 量 . ” 
一 一 瑞 利 B04 


容易 用 袖珍 计算 器 计算 Spec(V2) ， 而 根据 (3.6) ，Spec(2+ V2) 的 第 n 个 元 素 恰好 比 Spec(V2) 的 第 n 个 元 
素 多 2n ， 再 仔细 观察 表明 ， 这 两 个 谱 还 以 更 加 惊人 的 方式 联系 在 一 起 :似乎 从 一 个 谱 中 消失 的 数 都 会 在 
另 一 个 谱 中 出 现 ， 但 是 没有 任何 一 个 数 在 两 个 谱 中 都 出 现 ! 这 是 真 的 ， 正 整数 是 Spec(V2) 和 Spec(2+ V2) 
的 不 相交 并 和 集 . 我 们 说 这 些 谱 构成 正 整 数 的 一 个 划分 (partition) . 
为 证 明 这 一 结论 ， 我 们 要 来 计算 Spec(V2) 中 有 多 少 个 元 素 是 < 的 ， 以 及 Spec(2+ V2) 中 有 多 少 个 元 素 是 
<n 的. 如 果 对 每 个 nx ， 这 样 的 数 的 总 和 是 mn ， 这 两 个 谱 就 的 确 给 出 整数 的 划分 . 
正确 ， 因 为 当 n 增加 1 时 ， 计 数 中 恰 有 一 个 必定 增加 . 
设 a 为 正 数 . Specla) 中 < n 的 元 素 的 个 数 是 
Nl(a,n) = 2 [fal| nl] 
三 二 [ka| <n+t1] 
k>0 
= > ka<n+t1l (3.14) 
k>0 
一 >， 0<k< (n+t1)/al 
p 
= |[(n+1)/al—1. 
这 一 推导 过 程 有 两 处 特别 有 意义 . 首先 ， 它 用 规则 
1 入 1 全 m<nt+l1，m 和 nn 为 整数 (3.15) 
将 “所 ”改变 成 <<*"， 所 以 根据 (3.7) 就 可 以 将 底 括号 去 掉 ， 还 有 更 为 巧妙 的 ， 它 对 k > 0 求 和 ， a 
大 宇 1 求 和 ， 因 为 对 某 些 n 和 a ，(n 十 1D/a 可 能 会 小 于 1. a en (3.12) 来 确定 1.(n + 1)/a) 
中 整数 的 个 数 ， 而 不 是 确定 (0…t7 二 1)/%) 中 整数 的 个 数 ， ,经 得 到 正确 的 答案 了 .但 是 我 们 的 推导 是 
有 错误 的 ， 因 为 应 用 的 条 件 没有 满足 . 
好 的 ， 对 N(a,n) 我 们 有 一 个 公式 .现在 可 以 通过 检验 是 否 对 所 有 整数 n > 0 都 有 
N(Vn) + NG + V2,n) =n 来 检测 Spec(V 习 和 Spec(2+V 引 是 否 给 出 正 整数 的 划分 ， 利 用 (3.14) 有 : 
汐 -1 | A j= 
V2 2+V2 
n+l n+l 本 
n+l |n+l n+l n+l ee 
-第 -入 -下 )- et 
由 于 有 整齐 的 恒等式 
1 1 1 
Vi 2+Vi 
现在 一 切 都 简化 了 ， 我 们 的 条 件 就 转化 为 检测 是 否 对 所 有 n > 0 有 
有 十 1 nn 二 1 
ry 4 ree 
这 样 就 成 功 了 ， 因 为 这 是 和 等 于 整数 n+1I 的 两 个 非 整数 的 数 的 分 数 部 分 . 这 束 是 一 个 划分 


3.3” 底 和 顶 的 递归 式 FLOOR/CEILING RECURRENCES 


底 和 项 为 研究 递归 关系 增添 了 一 个 有 趣 的 新 方向 .我 们 先 来 研究 递归 式 


Ko0:= 1; 
Kn+1 = 1+min(2K|n2],3KIn/3]), n> 0. 


(3.16) 


例如 ， 到 1 就 是 1 十 min(2K0,3K0) = 3 ， 此 序列 的 开始 部 分 是 1，3，3，4，7，7，7，9,，9,，10，13，..…… 本 
书 的 作者 之 一 将 这 些 数 称 为 高 德 纳 数 . 


习题 25 要 求证 明 或 推 翻 如 下 命题 ， 对 所 有 n 0 有 Kn 之 n 刚刚 列 出 来 的 前 面 着 干 个 K 的 确 满足 这 个 不 等 
式 ， 所 以 很 有 可 能 它 在 一 般 情况 下 也 为 真 . 我 们 党 试用 归纳 法 证 明 : 基础 n+ = 0 直接 由 递归 式 的 定义 得 
出 . 对 于 归纳 部 分 , 假设 此 不 等 式 对 十 到 某 个 非 负 整数 为 止 的 所 有 值 都 成 立 ， 我 们 来 证 明天 w+l 二 7 十 1 
. 递归 式 可 知 Kn+1 = 1 十 min(2K|ny2],3Kln /31) . 而 由 归纳 假设 知 ，2Kln/2] 宇 2 Ln/2], 3Kln/3] > 31n/3|. 
然而 ，21m/2j| 可 以 小 到 等 于 n 一 1，31n/3] 可 以 小 到 等 于 n -2 我 们 从 归纳 假设 最 多 只 能 断定 
Knii 宇 1+(n—2) 这 与 Kn+l n+1 相 比 还 相差 其 远 . 


现在 我 们 有 理由 担心 Kn >n 的 真实 性 ， 所 以 来 党 试 推 翻 它 . 如果 能 找到 一 个 ” ， 使 得 经 Im2l < 或 者 
3AInf3] < 成 立 ， 换 句 话说， 就 是 有 


H 远 


天 ln/2 < n/2 或 者 Kln/a] < n/3 ， 


人 < 二 1 这 可 能 吗 ? 我 们 最 好 不 要 在 这 里 就 给 出 答案 ， 因 为 这 样 会 破坏 你 做 习题 25 的 兴 


含有 底 或 顶 的 递归 关系 常常 在 计算 机 科学 中 出 现 ， 因 为 以 重要 的 “分 而 治之 "技术 为 基础 的 算法 ， 会 把 一 个 
大 小 为 n 的 问题 转化 为 一 个 大 小 是 n 的 几 分 之 一 (整数) 的 类 似 问题 ,例如 ， 如 果 n > 1 ， 给 ”个 记录 排序 
的 oi 法 是 把 它们 分 成 两 个 近 平 相等 的 部 分 ， 一 部 分 的 大 小 是 [”/2|， 而 另 一 部 分 的 大 小 是 lm/2|.， ( 附 


n= |[n/2|+ |n/2|, (3.17) 


这 个 公式 常常 会 派 上 用 场 . ) 在 每 一 部 分 都 被 分 别 排序 后 (根据 同样 的 方法 ， 循 环 地 使 用 ) ， 通 过 进一步 
人 就 角 rs 成 最 后 的 排序 ， 这 样 一 来 ， 所 执行 比较 的 总 数 至 多 是 /ln) ， 其 


fl1)= 0; 


fln)= Fa/21) + FLn/2) 二 ma 一 1 ,n>1. Wy 


这 个 递归 式 的 解 在 习题 34 
第 1 章 的 约瑟夫 问题 有 一 个 类 似 的 递归 式 ， 它 可 以 表述 成 


J(1)=1: 
J(n)= =2J([n/2|)—(— 1)”, n>1. 


这 是 第 一 页 没有 涂鸦 的 吧 ? 


我 们 已 经 有 了 比 第 1 章 更 多 的 工具 ， 所 以 可 以 考虑 一 个 更 真确 的 约瑟夫 问题 ， 其 中 每 隔 两 个 人 就 淘汰 一 个 
和 人， 而 不 是 每 隧 一 个 人 海 深 一个 人 、 如 果 将 第 1 章 里 有 成 效 的 方法 应 用 到 这 个 更 困难 的 问题 上 ， 我 们 最 终 
会 得 到 递归 


3 2 ] 
JB(n) = (| (| 天 |) + dan | mod ") 十 1， 


+ 中 mod 是 我 们 即将 探讨 的 一 个 画 数 ， 且 根据 x mod 3 = 0 1 或 者 2 来 决定 an = -2 ，+ 或 者 -3 .但 是 这 个 
递归 式 太 可 怕 ， 无 法 进一步 继续 做 下 去 . 


有 另 一 种 探讨 约瑟夫 问题 的 方式 能 给 出 好 得 多 的 构造 . 只 要 有 一 个 人 被 处 死 ， 我 们 就 指定 一 个 新 的 号 码 . 
这 样 一 来 ，1 号 和 2 号 就 变 成 % +1 和 n +2， 然后 3 号 被 处 死 ， 4 号 和 5 号 就 变 成 n 十 > 十 4 ， 接 下 来 6 号 被 
处 死 .…...3k 十 1 和 3 十 2 就 变 成 ?十 次 十 1 和 7 十 居士 2 ， 接 下 来 3k 二 3 被 处 死 .….. 然 后 是 3n 被 处 死 (或 者 
笠 存 下 来 ) .例如 ， 当 n= 10 时 号 码 是 


I 299030 S720. 77008 0 


11 12 13 14 lS 16 17 
18 19 20 刘 22 
23 24 25 
26 27 
28 
29 
30 


< 


征地 


革 个 被 除 控 人 的 最 终 号 码 是 3k ， 所 以 ， 如 果 我 们 能 算出 标号 为 3" 的 人 的 原来 号 码 ， 就 可 以 算出 认 
存 者 . 


如 果 N > n ， 标 号 为 N en 我 们 可 以 这 样 将 它 求 出 来 : i ! 十 2 十 1 或 
者 =7+2F+T2， 于 是 &= [LN 一 n 一 1)/2|]， 前 面 的 号 码 分 别 是 3k +1 或 者 3 二 2 ， 那 就 是 说 ， 它 是 
3K+(N 一 nm 一 26) 一 十 和 一 者 的 号 码 .at 如 下 : 


N := 3n; 
; Cc N—n—l1 
while N>ndoN:= | 守 | +N—an; 
J3tn) := N. 
这 不 是 .tm 的 封闭 形式 ， 甚 至 不 是 一 个 递归 式 . 但 它 至 少 告诉 我 们 ， 如 果 n 很 大 ， 怎 样 用 合理 的 速度 计算 
出 答案 . 


“不 太 慢 ， 也 不 太 快 .” 
一 路易斯. 阿姆斯特朗 


幸运 的 是 ， 如 果 我 们 用 变量 D = 22+1- N 来 替换 N ， 就 有 一 种 办 法 来 简化 这 个 算法 ， (记号 的 这 种 改变 
对 应 于 标号 从 3n 下 降 到 1， 而 不 是 从 1 上 升 到 3n ， 它 像 倒 计 数 ，) 此 时 对 的 复杂 赋值 就 变 成 


(372 十 1 一 万) 一 如 一 1 
D:=3n++1l1— oO |+(l3n+l1—D)—n 


权 


-0 下-o- 轩 -1 几 - 导 | 


我 们 可 以 将 算法 重新 改写 成 


pk 


3 
while D < 2n doD:= [372| . 


J3(n) := 3n+1—D. 


啊 哈 ! 这 看 起 来 要 好 得 多 了 ， 因 为 n 以 一 sp 1， 事实 上 ， 我 们 可 以 用 同样 的 推 
理 证 明 : 当 每 隔 4 一 1 个 人 就 除 掉 一 个 人 时 ， 幸 存 者 tn 可 以 计算 如 下 : 


ls 


while D < (g— 1)n do D:= | 2 io| (3.19) 
好 一 


(n):= gn+1l1—D. 


在 我 们 了 解 得 非常 清楚 的 4 = 2 的 情形 下 ， 当 n= 2 +1 时 ， 这 使 得 D 增加 到 2™+! ， 所 以 
ln) =2(2™+0)+1—2™1 =21+1. 和 


(3.19) 中 的 方法 计算 的 是 可 以 用 下 述 递 归 式 定义 的 整数 序列 ; 


和 (0) (3.20) 
DY = 一 py, ,n> 0. 


除了 4 = ?之 外 ， 这 些 数 看 不 出 与 任何 熟悉 的 函数 有 简单 关联 方式 ， 故 而 它们 可 能 并 没有 好 的 封闭 形式 . 
但 是 ， 如 果 我 们 愿意 将 序列 Dm 看 作 是 “已 知 的 ">， 那 就 容易 描绘 出 一 般 的 约瑟夫 问题 的 解 ， 幸 存 考 19(") 是 
qn+1 一 DE， 其 中 k 是 使 得 Dx > (9 一 Dn 成立 的 尽 可 能 小 的 数 . 
比方 说 ， 调 和 数 这 样 “ 已 知 的 "东西. 
A. M. Odlyzko 和 H. S. Wilf 已 经 证 明了 [283] : 


3 n 
D3 = G) Cr 
和 2 ， 其 中 Cs 1.622 270 503 . 


3.4 mod: 二 元 运算 ‘MOD’: THE BINARY OPERATION 


当 m 和 n 是 正 整 数 时 ，n 被 m 除 的 商 是 Lm ， 这 个 除法 的 余数 也 有 一 个 简单 的 记号 ， 很 方便 ， 我 们 称 它 
是 “n mod m”， 基 本 公式 


n = m| n/m | + nmodm 
i 余数 


DD 


2 可 以 将 n mod m 表示 成 "一 mn/m] .我 们 可 以 将 它 推广 到 负 整数 ， 实 际 上 可 以 推广 到 任意 人 


Tmody=7—Yy|rz/y), yA 0. (3.21) 


为 什么 把 它 称 为 mod: 二 元 运算 ? 等 待 在 激动 人 心 的 下 一 章 去 发 现 吧 ! 


这 就 将 mod 定义 成 为 一 个 二 元 运算 ， 正 像 加 法 和 减法 是 二 元 运算 一 样 .很 长 一 段 时 间 里 ， 数 学 家 们 就 是 这 
样 韭 正式 地 使 用 mod 来 取 各 种 各 样 的 量 的 ， 如 mod10 和 mod27 等 ， 仪 仅 是 在 最 近 二 十 年 才 趋 于 正式 使 用 . 
老 概念 ， 新 记号 

我 们 可 以 很 容易 就 理解 zmody 的 直观 当 z 和 y 是 正 实数 时 ， 想 象 一 个 周 长 为 y 的 圆 ， 它 的 点 被 赋予 


册 意 义 : 
区 间 [0- 中 的 实数 .如 果 我 们 从 0 出 发 ， 绕 
到 0 的 次 数 是 [7/y| ，) 


当 z 或 者 y 是 负数 时 ， 我 们 需要 仔细 观察 定义 ， 以 便 确切 看 出 它 的 含义 . 这 里 是 一 些 整 值 运算 的 例子 : 


要 注意 计算 机 语言 ， 它 用 的 是 男 一 种 定义 . 


绕 着 圆 行走 距离 z ， 我 们 就 停止 在 z mody ， (而 在 我 们 行走 时 遇 


5mod3 一 5 一 315/3|] 2 
5mod —3 =5—(—3)|5/(—3)| = C—1l 
—5mod3 =—5—3|—5/3| =1: 
5 mod —3=—5—(—3) |—5/(—3)| ey 
wmod 后 面 的 数 称 为 模 (modulus) ， 至今 还 没有 人 给 mod 前 面 的 数 取 名 ， 在 应 用 中 ， 覆 通常 是 下 的 ， 但 是 


当 模 是 负数 时 ， 这 个 定义 也 完全 有 意义 .在 这 两 种 情形 下 ，z mod y 的 值 都 介 于 0 和 模 之 间 : 


把 另 一 


个 数 称 为 modumor 怎 么 样 ? 


0<rmody<y, y>0. 
0 rmody>y, y=0. 
y= 二 0 昵 ?定义 (3.21) 对 此 情形 没有 给 出 定义 ， 为 了 避免 用 零 作 除数 ， 也 为 了 完整 起 见 ， 我 们 可 以 定义 
rmod0=7. (3.22) 
: 个 全 定 保持 这 样 的 性 原 ， Tmody 与 x 永远 相差 y 的 一 个 倍数 . (更 自然 的 似乎 是 ， 通 过 定义 
“来 使 得 这 个 画 数 在 0 处 连续 .但 是 我 们 将 在 第 4 章 里 看 到 这 很 少 有 用 .连续 性 对 模 
运算 并 不 重要 . ) 
当 我 ] 将 z 用 它 的 整数 部 分 和 分 数 部 分 表示 时 ， 即 7 = [zj + {7} ， 就 看 到 了 mod 经 改头换面 后 的 一 个 特殊 
情形 . 分 数 部 分 也 可 以 写成 z mod 1 ， 因 为 我 们 有 
r= |7|+z mod1. 
注意 ， 这 个 公式 中 不 需要 括号 ， 因 为 我 们 约定 mod 比 加 法 或 者 减法 的 优先 级 高 ， 底 函数 用 来 定义 mod ， 而 
顶 函 数 尚 不 可 .我们 似乎 可 以 用 顶 函 数 来 定义 一 个 像 
rmumbley =y |[z/y| 一 z, yA#0 

这 样 了 mod 类 似 的 东西 . 在 用 圆 类 比 的 结构 中 ， 这 表示 旅行 者 在 走 了 一 段 距 离 z 之 后 ， 要 回 到 起 点 0 还 需 
要 继续 走 的 距离 ， 不 过 ， 我 们 当然 需要 一 个 比 mumble (含糊 说 话 ) 更 好 的 名 字 . 如 有 足够 多 的 应 j 随 
之 而 来 ， 有 可 能 它 本 身 就 会 给 出 一 个 合适 的 名 字 . 

在 20 世 纪 70 年 代 ，mod 成 了 时 尚 . 新 的 mumble 函 数 可 能 应 该 称 为 punk (无 用 的 东西 ) ? 不 ， 我 喜欢 mumble. 注意 ， 

rmumble y= (—7)mod y 
分 配 律 是 mod 最 重要 的 代数 性 质 . 对 所 有 实数 c、z 和 y ， 我 们 有 

ctT mod y) = (cr) mod (cy). (3.23) 

(那些 希望 mod 的 优先 级 比 乘法 低 的 人 也 可 以 去 掉 这 里 右边 的 括号 ，) 容易 从 定义 (3.21) 证 明 这 个 法 

则 ， 因 为 如 果 cy 才 0 ， 则 有 
c(tr mody)= clz—ylrz/y|)= cr—eylcr/cy| = cr mod cy, 

且 模 为 零 的 情形 显然 为 真 . 我 们 的 四 个 例子 用 土 5 和 +3 两 次 给 出 了 这 个 法 则 的 例证 ( 取 c = -1) . 像 

(3.23) 这 样 的 恒等式 是 鼓舞 人 心 的 ， 因 为 它 使 我 们 有 理由 相信 mod 的 定义 是 恰当 的 
在 这 一 节 的 余下 部 分 ， 我 们 要 考虑 一 个 应 用 ， 在 其 中 能 够 表明 mod 是 有 助 益 的 ， 尽 管 它 并 不 起 核心 作用 . 
这 一 问题 在 多 种 情形 下 频繁 地 出 现 : 我 们 想 归 将 ， 件 物品 尽 可 能 相等 地 分 成 m 组 . 


余数 ， 呢 ? 


例如 ， 假 设 我 们 


短 短 的 n 行文 本 ， 和 希望 


的 次 序 (实际 上 是 不 增 的 次 序 


成 5 列 ， 我 们 就 会 


项 向 于 


右边 


) ， 而 
的 安排 : 


它们 排 成 mm 列 ， 为 了 有 半 


3 哪 


ij 列 相差 多 于 行 . 


医 感 ， 我 们 希望 将 这 些 列 排 成 行 数 递减 
如 果 37 行 文本 被 分 


8 8 8 8 5 8 8 7 学 这 
第 1 行 第 9 行 第 17 行 ”第 25 行 ”第 33 行 第 1 行 第 % 行 ”第 17 行 ”第 24 行 ”第 31 行 
第 2 行 ”第 10 行 ”第 18 行 ”第 26 行 ”第 34 行 第 2 行 ”第 10 行 ”第 18 行 ”第 25 行 ”第 32 行 
第 3 行 ”第 l1 行 ”第 19 行 ”第 27 行 ”第 35 行 第 3 行 ”第 l1 行 ”第 19 行 ”第 26 行 ”第 33 行 
第 4 行 ”第 12 行 ”第 20 行 ”第 28 行 ”第 36 行 第 4 行 ”第 12 行 ”第 20 行 ”第 27 行 ”第 34 行 
第 5 行 ”第 13 行 ”第 21 行 ”第 29 行 ”第 37 行 第 5 行 ”第 13 行 ”第 21 行 ”第 28 行 ”第 35 行 
第 6 行 第 14 行 ”第 22 行 ”第 30 行 第 6 行 ”第 14 行 ”第 22 行 ”第 29 行 ”第 36 行 
第 7 行 ”第 15 行 ”第 23 行 ”第 31 行 第 7 行 ”第 15 行 ”第 23 行 ”第 30 行 ”第 37 行 
第 8 行 ”第 16 行 ”第 24 行 ”第 32 行 第 8 行 ”第 16 行 
此 外 ， 我 们 想 将 各 行文 本 按照 列 来 分 配 ， 首 先 确定 有 多 少 行 归 入 第 一 列 ， 然 后 转 到 第 二 列 ， 第 三 列 ， 等 
等 ， 因 为 这 是 人 们 阅读 的 方式 . 逐 行 配 置 会 给 出 每 一 列 中 正确 的 行 数 ， 但 是 排序 会 是 错 的 .我们 会 得 到 
右边 这 样 的 安排 ， 但 是 第 一 列 里 将 会 包含 第 1、 6、11、...、36 行 ， 而 不 是 所 想 要 的 第 1 、2、3、...、8 
行 . 
不 能 用 逐 行 分 配 的 策略 ， 但 是 它 的 确 告诉 了 我 们 在 每 一 列 里 放 多 少 行 ， 如 果 不 是 m 的 倍数 ， 逐 行 配置 的 
过 程 清楚 地 表明 ， 长 的 列 应 该 每 列 包含 fn/ m| 行 ， 而 短 的 列 应 该 每 列 包 合 n/m] 行 .这 就 恰好 有 nmodm 个 
长 的 列 . (同样 明显 的 是 ， 恰 好 有 nmumblem 个 短 的 列 ，) 
我 们 来 推广 这 些 术 语 ， 讨 论 “ 物 品 * 和 “组 *"， 而 非 “ 行 >? 和 “ 列 *， 我 们 刚才 确定 了 ， 第 一 组 应 该 包含 Im/m| 件 物 
品 ， 于 是 这 样 的 顺序 分 配方 案 应 该 有 效 : 将 n 件 物品 分 成 m 组 ， 当 m > 0 时 ， 将 [n/m|] 件 物品 放 进 第 一 组 ， 
然后 循环 利用 同样 的 程序 将 剩 下 的 w = 7 一 n/m] 件 物品 分 成 m =m 一 1 个 另外 的 组 . 
例如 ， 如 果 n = 314 且 m = 6 ， 则 分 配 就 如 
剩 下 的 物品 。 剩 下 的 组 [物品 /组 ] 
314 6 93 
201 S 93 
208 4 $2 
156 3 $2 
104 六 $52 
$52 1 $52 
成 功 了 . 我 们 得 到 大 小 近似 相等 的 组 ， 尽 管 除数 一 直 在 变化 . 
为 什么 它 会 成 功 呢 ? 一 般 来 说 ， 我 们 可 以 假设 2 = 4 二 7 ， 其 中 4 [n/m| Br=nmodm. 如 果 r =0 ， 这 
个 过 程 很 简单 : 我 把 nfm| = 和 件 物品 放 入 第 一 组 ， 并 用 ww = 一 4g 替换 n ， 而 让 w= gm 件 物品 放 进 剩 下 
的 m/=m 一 1 组 如 果 r > 0 ， 我 们 就 把 ?wm| =g+1 件 物品 放 进 第 一 一 组 ， 并 用 ww = 7 一 4 一 1 替换 n ， 而 
把 n= gm 十 7 _1 件 品 留 给 后 面 的 组 .新 的 余数 是 "=7 一 1， 但 4 仍然 相同 . 由 此 得 出 ， 有 7 个 组 各 有 
4 十 1 件 物品 ， 接 下 来 有 m 一 + 组 各 有 4 件 物品 . 
在 第 组 中 有 多 少 件 物品 呢 ? 我 们 希望 有 个 公式 ， 它 在 当 k < n mod m 时 给 出 [mm|， 而 在 相反 的 情形 则 给 
出 [my/ 2 不 难 验证 ， 
| 
就 有 所 要 的 性 质 ， 因 为 如 果 在 上 一 段 里 记 7 = 4m +7~ ， 此 式 就 化 简 成 4 十 [7 一 六 二 1)/m|， 这 里 9 = n/m. 
如 果 1 < < m 有 目 0 7 <m， 我们 就 有 |(" 一 十 D/m| = <7]. 这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 写 出 一 个 恒等式 
它 表 示 出 将 n 分 成 m 个 按照 非 增 次 序 排列 且 尽 可 能 相等 的 部 分 的 划分 : 


个 恒等式 对 所 有 了 


FE 整数 mm 


7 ] 
中 一 | 一 
mm 


1 一 | 
m 


| 


1 一 7 十 1 
m 


是 对 所 有 


到 过 m = 2 的 情形 ， 


xs 


过 


(3.4 


虽然 那 时 将 它 


[0 果 我 们 曾经 希望 各 个 部 分 ] 
下 去 ， 不 过 要 将 wm| 件 物品 


) 或 者 习题 12 的 恒等式 ， 


整数 n 


不 论 是 正 


的 、 


写成 了 条 


按照 非 减 的 次 序 提 


二 放 在 第 一 台 


n nn 十 1 
n= | 一 | 十 十 
17 m 


现在 如 果 在 (3.25) 中 


都 成 立 的 恒等式 : 


mz]| 链 换 nn ，3 


人 宣称 : 


蔡 换 任 


mI 


规则 


NS 


东西 都 是 异常 危险 的 . 


这 有 点 令 人 吃惊 ， 因 》 


我 们 假设 站 平均 大 致 是 


[人 


的 ! 


3.5 


| 1 
二 ph 
m 2 


底 和 顶 的 和 式 ”FLOOR/CEILING SUMS 
方程 (3.26) 表明 ， 对 至 少 一 类 包含 | 的 和 式 有 可 能 得 到 封闭 形式 ， 


有 


肖 微 不 同 的 


FE 列 ， 将 小 的 组 放 在 大 
日 ， 这样 我 们 就 会 得 


攻 式 = [7n/2 


到 相应 的 恒等式 


n+m—1 
四 m 


有 可 能 在 (3.25) 和 “(3.24) 之 间 进 行 转换 . 


(3.11) 去 掉 底 内 部 的 底 ， 


的 组 的 前 面 ， 


(3.24) 


(3.25) 


我 们 就 得 


(3.26) 


我 们 就 会 


er 


负 的 还 是 零 ) 都 成 立 . 我 们 在 (3.17) 中 已 经 


+ Ln/2|. 


同样 的 方式 做 


到 一 个 对 所 有 实数 zx 


而 右边 大 致 等 于 


| 


下 ， 行 之 有 


有 效 的 技巧 常常 是 通过 


引入 


例如 ， 我 1 


J] 来 


给 出 封闭 形式 . 一 种 想 } 
题 : 


个 新 的 变量 来 规避 底 或 


者 顶 . 


更 


0<k<n 


= [VE| 我 们 可 以 


日 是 左边 的 单个 近似 值 等 


1 
?2 ， 事 实 表明 所 有 这 些 粗 略 近 似 值 


还 有 其 他 的 吗 ? 是 的 ， 在 j 


石 边 


组 数 的 和 .如 果 


在 轮 盘 赌 问题 
一 > mlk<n [m= [ve|| 
k,m2=0 
一 mlk<nlm vk<m+l1l 
k,m2=0 
= > 了 mlk<n [Im? kk<(m+ 1)”] 
k,m2=0 
一 > mm? <k<(m+ 1)? 过 n| 
k,m2>0 


十 > mlm? <k<n<(mt+ 1)3. 


k,m20 


的 做 法 < 


的 和 竟 是 精确 


NS 


机 械 地 ” 解 这 个 问 


边界 条 件 再 次 有 一 点 微妙 .我 们 首先 假设 n = 吧 是 一 个 完全 平方 ， 这 样 ， 第 二 个 和 式 束 是 去 ， 而 第 一 个 和 
式 可 以 用 惯常 的 办 法 计算 : 


> mlm? 所 大 二 (772 十 1 < oa2] 


k,m2>0 


= >》 m((m+ 1 —m’) [m+1l<gal 


m2z0 


一 > ml(l2m+ 1)lm <al 


m=z0 


一 > (2mz2 十 3md) Im <al 
m2z0 
a i . Ny 
一 > (2ms + 3772=)0772 
7 


2 、 3 , 1 
= -ala— 1)(a 2) + =ala 1)= (+ Yala — 1). 


下 降 过 使 得 这 个 和 式 翻 着 眼 斗 落下 来 ， 


在 一 般 情 形 下 ， 我 们 可 以 设 * = Lv 中 |， 这 样 就 只 需要 再 加 上 满足 < 上 < 的 项 ， 这 些 项 全 都 等 于 a ， 故 
它们 的 和 等 于 (n 一 o)a ， 这 就 给 出 了 所 要 的 封闭 形式 


>》， [va| 一 Ta 一 3 一 3 一 se & = [vn| . (3.27) 


0<k<n 


求 这 个 和 式 的 加 个 方法 是 用 22j < 7< 习 代替 形 如 | 的 表达 式 ， 只 要 z > 0 ， 这 就 是 合理 的 ， 如 果 为 方 
便 起 见 ， 我 们 假设 4 二 2 ， 那 么 此 方法 在 形 如 的 和 式 中 有 效 ， 其 原因 是 : 


2 [ve|= Dh <i< vA str< a 


0s<k<n 


还 有 另 一 个 例子 ， 在 其 中 做 变量 替换 就 会 导出 一 个 变形 的 和 式 ， 在 1909 年 的 入 约 同一 时 间 ， 三 位 数学 家 
BohlB34 、Sierpiriskil326] 以 及 Weyll368] 分 别 独立 发 现 了 这 个 著名 的 定理 ， 如 果 a 是 无 理 数 ， 那 么 分 数 部 分 
{fnQ} 当 n 一 cc 时 在 0O 和 1 之 间 是 非常 一 致 分 布 的 .叙述 这 一 点 的 一 种 方式 是 ， 对 所 有 无 理 数 a 以 及 所 有 几乎 
处 处 连续 的 有 界 函 数 上 有 


1 
lim 一 Sy f ({ka}) = / flz)dz. (3.28) 
JJ 0 


no0 也 
0<k<n 


本 


也 是 令 


例如 ， 令 f(7) =7 ， 可 以 求 得 {m9} 的 平均 值 ， 我 们 得 到 3 (这 正 是 我 们 期 待 的 ， 知 道 下 面 的 结 

人 愉快 的 ， 不 论 a 是 什么 样 的 无 理 数 ， 这 个 结果 都 确实 可 以 证 明 是 正确 的 ，) 

Bohl、Sierpiiiski 以 及 Weyl 的 这 个 定理 是 用 “阶梯 函数 ”从 上 方 以 及 下 方 逼近 f(z) 的 方法 证 明 的 ， 阶 梯 画 数 是 

当 0 < v < 1 时 简单 钞 数 
提醒 : 这 部 分 内 容 比 较 高 深 . 初次 阅读 时 最 好 略 冯 两 页 ， 它 们 并 非 至 关 重 
一 一 友好 的 助教 


fulz) 一 [0 < 至 二 ul 


的 在 这 里 ， 我 们 的 目的 不 是 证 明 这 个 定理 ， 那 是 微 积分 教程 的 任务 . 我 们 想 要 通过 观察 在 特殊 
iat pe 来 指出 它 成 立 的 根本 原因 . 换 句 话说 ， 党 试 研 究 当 n 很 大 且 a 是 
无 理 数 时 ， 和 


| 从 此 处 开始 略 过 . 


与 “理想 的 ” 值 nv 有 多 么 接近 
为 此 目的 ， 我 们 定义 偏差 (discrepancy) Dla,n) 是 和 式 
s(an,o) = > ({ka} < 可 一 中 (3.29) 


0<k<n 


在 0<v < 1 上 的 最 大 绝对 值 .我 们 的 目的 是 通过 证 明 当 a 是 无 理 数 时 |s(Q,7, 总 是 适当 地 小 ， 从 而 证 明 
D(asn) 与 n 相 比 “ 不 太 大 ”， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 0 < a <1. 


首先 可 以 将 stla,n,v) 改 写成 更 为 简单 的 形式 ， 然 后 引入 一 个 新 的 指标 变量 j : 
> ({ka} < 可 -= > ， (ltaj ~ Lka 一 可 一 可 


0s<k<n 0<k<n 


二 一 nv 十 > > [ka —v< i < kal 


0s<k<n j 


二 一 nv 十 > > I Da -lgk < (j+v)a dl. 


0<J<[nal k<n 


如 果 运 气 好 ， 我 们 就 能 求 出 关于 k 的 和 式 . 但 是 ， 我 们 应 该 引入 一 些 新 的 变量 ， 使 这 个 公式 不 至 于 如 此 次 
乱 ， 我 们 记 

正确 ， 命 名 并 求解 ， 从 大 到 7 的 变量 变换 是 要 点 . 

一 一 友好 的 助教 


D> ka} < 


0s<k<n 


于 是 % = {0} 是 a-1! 的 分 数 部 分 ， 而 w 则 是 va-l 的 mumble 分 数 部 分 . 


边界 条 件 是 我 们 仅 有 的 苦难 之 源 . 让 我 们 暂时 忘掉 限制 上 E< n ， 并 在 去 掉 限制 条 件 后 计算 关于 的 
日 工 


2 E [ja-1 (j++ va 1)] = [Gj+v)(at+a)| [ilat+ad))| 
=b+ [ja mm [jad. 
好 的 ， 这 太 简 单 了 ， 我 们 将 它 代入 并 努力 做 下 去 : 


s(a,n,v) = —nvt+[nal| b+ >》 ([ja’—v -Ta 0) 一 5， (3.30) 


0<j<[nal 


中 是 对 我 们 未 能 排除 的 F > n 情形 所 做 的 修正 ， 量 jo 仅 当 j= 0 时 是 整数 ， 由 于 a (从 而 er ) 是 无 
数 ， 而 ja 一 对 至 多 一 个 j 的 值 是 整数 ， 所以， 我 们 可 以 将 含有 项 的 项 改变 成 含有 底 的 项 : 


[ea 
性 


S(Q,n,v) = —nv+ 


[Ingle- > (Ljea’ |-|je -vyv'|)-S+ {0 或 者 1}， 


0<j<[nal] 
(公式 {0 或 者 1} 表 示 其 值 是 0 或 者 1 的 某 个 东西 .我们 无 需 现 在 决定 它 的 值 ， 因 为 细节 并 不 重要 . ) 

这 很 有 意思 . 我们 得 到 的 不 是 封闭 形式 ， 而 是 看 起 来 像 s(a,n,v) 却 带 有 不 同 参 数 的 东西 ，a' 代替 了 ao ， 
[nal 代 蔡 了 n ， 而 wv 则 代替 了 wu ， 所 以 我 们 就 有 一 个 关于 sta;mu) 的 递归 式 ， (希望 ) 它 能 引导 出 偏差 
Dia' 7 的 递归 式 . 这 就 是 说 ， 我 们 想 将 

s(a, [nal,v) = (lja| = [ja’ —v ||) 

0<sJ<[nal 
代入 到 
S(Q,n,v) = 一 1 十 | zw]2 = 一 S+ {0 或 者 1} 
可 忆 一 下 b -vw = va-!， 我 们 看 到 ， 如 果 用 mab 一 J =nv 代替 [nal| (5 一 可 ， 一 切 都 会 漂亮 地 得 以 简 
Ss(Q,n,y) = -s(@,| na |,v') 一 S+E+ {0 或 者 1}. 

这 里 = 是 小 于 va-! 的 正 误差 习题 18 证 明了 类似 地 ，s 介 于 0 和 |*a ”| 之 间 . 对 于 7 = [nal -1= lnad ， 
我 们 可 以 从 和 式 中 去 掉 这 一 项 ， 因 为 它 的 贡献 是 vw 或 者 vw 一 1， 因此， 如 果 关 于 所 有 的 v 取 绝 对 值 的 最 大 
值 ， 我 们 就 得 到 

Dla,n) < Dla,, [an|)+a-!+2. (3.31) 
接 下 来 几 章 里 学 习 的 方法 将 使 我 们 从 这 个 递归 式 得 出 结论 : 当 n 充分 大 时 ，Dla,n) 总 是 比 n 要 小 得 多 . 故 


而 定理 (3.28) 为 


略 去 阅读 部 分 到 此 
| 结束 . 


真 ， 然 而 ， 


已 收 化 于 极限 


不 一 定 很 快 ， ( 见 


习题 9. ee s 衣 


) 


哇 ， 这 真是 一 个 处 理 和 式 、 底 以 及 顶 的 出 色 练 习 了 . 不 习惯 于 “证 明 误 差 很 小 ”的 读者 或 许 会 发 现 ， 很 难 相 
信 还 有 人 在 面 对 这 样 看 似 古怪 的 和 式 时 有 继续 前 进 的 勇气 . 但 实际 上 ， A 在 整个 计算 过 
程 中 贯穿 着 一 条 简单 的 动机 主线 ， 其 主要 思想 是 ， 一 种 n 项 的 和 式 s(a,n,v) 可 以 化 简 为 至 多 有 |a7| 项 的 一 
个 类 似 的 和 式 . 除了 只 留 下 一 小 音 分 接近 边界 的 项 上 外 ， 其 他 的 项 都 被 抵消 了 . 
我 们 稍 作 停 顿 ， 故 一 个 和 式 ， 它 不 是 平凡 的 ， 但 (与 我 们 刚刚 做 的 相 比 较 ) 有 很 大 的 好 处 : 它 的 结果 
是 一 个 封闭 形式 ， 这 使 得 我 们 可 以 很 容易 验证 答案 . 现在 ， 我 们 的 目的 是 找到 下 面 和 式 的 一 个 表达 式 : 
这 是 底 的 更 难 的 和 式 ， 还 是 更 难 的 底 的 和 式 呢 ? 
nk+x 
| 整数 >0 且 为 整数 ， 
0<k<m m 
以 此 来 推广 (3.26) 中 的 和 式 ， 对 这 个 和 式 求 一 个 封闭 形式 要 比 到 目前 为 止 我 们 做 过 的 更 困难 一 些 (除了 
我 们 刚才 观察 的 偏差 问题 之 外 ) . 但 这 是 有 益 的 ， 所 以 本 章 的 余下 部 分 就 来 解决 这 个 问题 . 
事先 提醒 ， 这 里 开始 出 现 一 种 新 模式 ， 按 照 这 种 模式 ， 每 章 的 最 后 部 分 会 解答 某 些 长 而 困难 的 问题 ， 这 需要 一 些 思想 的 火花 ， 而 不 是 


好 奇 心 . 


人 


上 是 对 于 环 手 的 问题 ， 


lt 
过 向 下 推广 到 n 0 


:了 


I 
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在 其 


1 的 特殊 情形 就 是 〈3.26) ， 


我 们 首先 观察 小 的 情 


形 . 


n 


的 情 


+| 


ep 
感 兴 


I 
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局 


更 多 信息 


I 


mm 


=m| 三 |. 


言 之 有 理 . 但 是 ， 


亲爱 的 孩子 们 ， 在 你 们 对 某 个 东 


感 兴趣 之 前 ， 


| 


是 否 总 Ey ,是 需要 有 人 告 


诉 你 们 相关 应 用 ? 例如 ， 这 个 和 式 是 在 讨论 随 


机 数 的 生成 和 检验 时 出 现 的 ， 但 是 数学 家 们 在 计 
号 的 ”等 差 级 数 求 和 . 


# 导 老 衣 


我 们 的 问题 有 两 个 参数 m 和 n ， 
的 值 为 Lz] ， 当 mm =2 有 时， 这 


之 间 的 相互 作用 ， 但 是 要 这 样 做 我 们 
个 整数 ， 所 以 能 从 底 中 将 它 去 掉 : 


6 


(nC—1), 


如 采 /2 就 是 一 个 整数 ， 


长 了 2 是 奇数 ， 


个 和 式 是 [7/2] + Lz+m) 
里 数 的 n 和 奇数 的 n 分 


d 
OD 


和 机 出 现 前 很 早 就 


土 忌 巧 本. 


对 “被 加 了 底 括 


们 发 现 了 就 自然 会 问 是 否 有 一 种 方法 


我 们 来 观察 m 较 小 时 的 一 些 情形 . 


当 m = 1 时 ， 和 式 中 恰好 只 有 一 项 且 它 


必须 将 个 


故而 得 到 


通过 在 底 函 数 的 内 部 去 掉 m ， 


我 们 可 以 去 掉 z 和 7 
如 果 是 偶数 ，z2/2 就 是 一 


开 来 考虑 . 


由 
可 LU 


全 
一步 


( 取 m =2) 
偶数 和 奇数 ” 的 这 些 公式 有 点 像 n 


(3.26) 


0 和 ln 


续 研究 一 些小 的 情形 . 对 m = 3 ， 


蕊 一 
ML， 


对 我 们 考 它 是 3 的 倍数 ， 


情形 : 
或 者 2. 如 果 


Rn mod 3=0,， 


日 
人 


那么 (n 


nmod3=1, 


TI 二 1 


这 个 和 式 是 


1)/3 和 (27 一 2)/ 


1 的 那些 公式 ,但 是 还 


没 


有 出 现 清晰 的 模式 ， 故 而 我 们 最 好 继 


器 


它 比 3 的 倍数 大 1， 


) + 人 (| 


3 
3 是 整数 ， 


n 
十 一 
3 


|+ 


n—1 


倍数 ， 或 者 它 比 3 的 倍数 大 2. 也 就 是 说 ， 
那么 z/3 和 2n/3 是 整数 ， 故 而 和 式 为 


所 以 有 


nmod3=0.1 


2n 


2 


3 


3 


次 由 (3.26 二 侈 


|+ 
|+ 


我 们 大 脑 的 左 半 球 完成 了 m = 3 的 情形 ， 


) (| 


3 


co 


一 2 


取 m =3. 最 后 ， 如 


之 十 1 


我 一 


， 那 么 


nmod3 


2n—1 


3 3 


) 人 


但 是 右 


| 


y 


“创造 性 的 天 才 需 要 先进 行 愉悦 
接近 于 真理 .现代 发 明 的 发 展 建立 在 科学 发 现 的 


的 脑力 活动 才能 进入 激烈 ， 


思辨 的 状态 . 


基础 之 上 ， 


球 仍然 未 能 


“需求 是 发 明之 母 
而 科学 几乎 就 是 愉悦 的 求知 欲 的 结果 . ” 


a 


辨认 出 其 模式 ， 所 以 还 要 继续 做 m = 4: 
托 词 之 母 ， 


3 


:是 缺乏 常识 的 俗话 .而 “需求 是 无 


一 一 怀特 海 B7 


[| 县? | EE | 
前 为 止 ， 我 们 至 少 已 经 了 解 要 基于 mn mod m 来 考虑 相应 的 情形 .如果 n mod 4 =0， 那 么 
人 
果 mnmod4=1， 就 有 


EARTH 


到 


= 


4 
车 


表明 ，n mod 4 = 3 的 情形 给 出 了 同样 的 答案 . 最 后 ， 在 n mod 4 = 2 的 情形 ， 我 们 得 到 稍微 不 同 的 结 
这 是 发 掘 其 一 般 情形 下 性 状 的 一 条 重要 线索 : 


EN ee (ea 


最 后 一 步 对 形 如 lw 下 + Loy+ IJ/ 3 的 式 子 做 了 简化 ， 它 仍然 是 (3.26) 的 一 个 特殊 情形 . 
总 结 一 下 ， 表 是 m 较 小 时 和 式 的 值 . 


m |nmodm=0 nmodm= 1 nmodm = 2 nmodm=3 


3 al [x|+n-1 [x|+n-1 
3 
4 4 让: 尝 Lj+ 字 - 3 2 要 -1 [rdj+ 字 -3 


看 起 来 ， 我 们 好 像 得 到 了 形 如 


a =| 二 bn+ec 


的 结果 ， 其 中 a、b 和 c 以 某 种 方式 依赖 于 m 和 n ， 即便 是 缺乏 辨别 力 的 人 也 能 看 出 ,5 大 概 是 (一 112 . 
济 识 出 的 天 过 为 困难 ， 但 是 n mod 4 = 2 的 情形 给 了 我 们 上 暗示: a 大 概 是 m 和 n 的 最 大 公 因 子 gcdlm 7 
， 这 很 有 总 因为 gcdlm,n) 是 将 分 数 n/m 化 为 最 简 分 数 时 从 m 和 n 中 去 掉 的 因子 ， 而 和 式 包 含 分 数 ?/™ 

的 人 看 来 各 神 和 但 是 可 能 会 从 对 于 a 和 的 证 明 中 自动 显现 出 


在 对 小 的 m 计算 和 式 时 ， 我 们 将 这 个 和 式 的 每 一 项 有 效 地 改写 为 


T+ kn T+knmodm kn knmodm 
m - m _m m a 


为 为 (im 一 kn mod mj/m 是 一 个 可 以 从 底 括号 内 部 去 掉 的 整数 ， 因 此 原来 的 和 式 可 以 展 


于 成 如 下 场景 


I 


[| 
r+2nmodm 


T+nmodm 
人 |; 


m 
n 
m m 
2n 


mm 


(m— 1)nmodm 


mm 772 


(m— 1)n 


0 mod m 


m 
n mod m 


m 


2n mod m 


mm 


(mo— 1)n modm 
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当 我们 用 小 的 mm 值 来 计算 时 ， 这 三 列 分 别 得 出 4 Lz/Q]、pn 以 及 ec . 
Te 第 二 列 是 一 个 等 差 级 数 ， 它 的 和 是 第 一 项 和 最 后 一 项 的 平均 乘 以 
项 数 : 
2 @o+ (m a ) ee (m = Dn 

故而 ， 我 们 猜测 5 = (mr 一 1 /2 就 得 到 了 验证 . 
第 一 列 和 第 三 列 看 起 来 更 困难 一 些 ， 要 确定 a 和 c ， 必 须 更 仔细 地 观察 数列 

0 mod mn mod m.2n mod 7 …… ,(m — 1)n mod m. 
例如 ,假设 m = 12 ，n = 5 .如 果 我 们 把 这 个 a (我 们 把 12 点 
钟 视 为 0 点 钟 ) ， 然 后 是 5 点 钟 、10 点 钟 、3 点 钟 (= 15 点 点 钟 ， 是 ,我们 恰好 每 小 时 敲 一 
次 ] 
现在 假设 m = 12 ，n = 8 . 这些 数 就 是 0 点 钟 、8 点 钟 、4 点 钟 (= 16 点 钟 ) ， 此 后 0、8 和 4 再 次 重复 . 由 于 
0 又 因为 这 些 数 以 0 为 起 点 ( 它 也 是 4 的 倍数 ) ， 故 而 无 法 跳出 这 一 模式 一 它们 必须 者 
是 4 的 倍数 . 
在 这 两 种 情形 下 ， 我 们 有 gcd(12,5) = 1 ，gcd(12,8) = 4 .下 一 章 将 要 证 明 的 一 般 法 则 说 明 ， 如 果 
d= gcd(m,n) ， 则 得 到 按照 某 种 次 序 排列 的 数 0,d,2d,…m 一 d ， 接 下 来 是 同一 数列 的 另外 d 一 1 次 复制 ， 例 
如 ， 对 m = 12 以 及 n = 8 ， 模 式 0, 8, 4 出 现 4 次 ， 
和 式 的 第 一 列 现在 有 了 完整 的 意义 . 它 包 含 项 (按照 某 种 次 序 ) [zm ;Lz 二 由 /7 ，… ,Lz 二 + 台 一 了 /mj 的 
d 份 复制 ， 所 以 它 的 和 是 

TT rt+d ee rT™+m—d 

le | |) 
rid zlj/d 十 1 zljfd+7mmjad 一 1 

( Ex 和 | m/d | | 四 | mj/d |) 

bk 
这 最 后 一 步 也 是 (3.26) 的 另 一 个 应 用 . 我们 对 a 的 猜测 就 得 到 了 验证 : 


a= d= gcd(m,n). 


如 我 们 所 猜测 的 ， 现 在 也 能 计算 c 了 ， 因 为 第 三 列 已 经 变 得 易于 理解 . 它 包 含 等 差 级 数 
Of/m,d/m,2d/m, (一动 /mm Ma 份 复制 ， 所 以 它 的 和 是 
1 m—d m m—d 
a(3(o+ m )x3) 最 


第 三 列 实际 上 是 被 减 去 而 不 是 被 加 上 的 ， 所 以 有 


谜 题 结束 了 ， 探 求 也 完成 了 . 所 要 求 的 封闭 形式 就 是 
nk 十 工 7 m—1 d—m 
一 巡 | 一 nn 十 了 
| m I [本 + 2 
中 qd = gcdtm,n) ， 检 验 一 下 ， 我 们 可 以 确信 它 在 特殊 情形 ” = 0 和 n = 1 成 立 ， 这 是 我 们 以 前 束 知 道 的 . 
当 n 一 0 时 ， 我 们 得 到 d = ged(m,0) = m ， 此 公式 的 最 后 两 项 是 零 ， 所 以 正确 得 出 严 Lz/m] ;而 当 n 二 1 时 ， 
我 们 得 到 d = gcdlm,1) = 1 ， 最 后 两 项 正好 抵消 ， 故而 和 正好 是 lz | ,对 封闭 y 式 稍 做 处 理 ， 实际 上 可 以 使 
得 它 关 于 m 和 n 对 称 : 
b> | 全 ?| yp | 引 | 和 1 
I (7 一 1 一 1) ml dm 
-al 2 NE 
-dls| + (3.32) 

这 令 人 吃惊 ， 因 为 从 代数 角度 没有 理由 来 推测 这 样 一 个 和 式 会 是 对 称 的 . 我 们 已 经 证 明了 “ 互 反 律 ” 

是 的 ， 我 很 惊奇 (floored) . 

KK 十 K++ 
> | |- > || 整数 m,n >0. 
0<k<m m 0<k<n n 

eR =41 且 = 127 ， 则 左边 的 和 式 有 41 项 ， 而 右边 的 和 式 有 127 项 ， 但 是 对 所 有 实数 rz ， 它 们 仍 
然 相 等 . 

习题 

热身 题 

1 我 们 在 第 1 章 分 析 约 瑟 夫 问题 时 ， 将 任意 一 个 正 整 数 n" 表示 成 了 n = 2™ +1 的 形式 ， 其 中 0 入 1 < 2"”. 请 
利用 底 括号 或 者 顶 插 号， 给 出 将 [和 m 表示 成 为 ”的 函数 的 显 式 公 式 . 
2 与 一 个 给 定 实数 z 距离 最 近 的 整数 的 公式 是 什么 ? 在 对 等 的 情形 下 ，z 恰好 在 两 个 整数 的 中 间 位 置 ， 
请 给 出 一 个 表达 式 ， 它 (a) 往 上 舍 入 成 整数 ， 即 成 为 [7|;。(b) 向 下 合 入 成 整数 即 成 为 | 了] . 
3 ” 当 m 和 是 正 整数 ， a 是 大 于 n 的 无 理 数 时 ， 计 算 |lmaj yaj . 
4 正文 里 描述 了 从 水 平 1 到 水 平 5 的 问题 . 水 平 0 是 什么 问题 呢 ? (顺便 说 一 句 ， 这 道 题 不 是 水 平 0 的 问 
题 . 
5 ” 当 n 是 正 整数 时 ， 求 使 得 [xzj] = 717zj 成 立 的 必要 充分 条 件 . (你 的 条 件 应 该 包含 {7} ，) 
6 ” 当 f(7) 是 仅 当 z 为 整数 时 才 取 整数 值 的 连续 单调 递减 函数 时 ， 关 于 [fl7) 有 什么 可 谈 的 吗 ? 
7 解 递 归 式 


Xn = Nn, 


Xn Xn_m 于 


0<n<m: 


7 之 770. 


8 ”证 明 狄 利克 雷 抽 展 原理 : 如 果 n 个 物体 放 进 m 个 盒 了 
昌 有 某 个 盒子 中 必定 含有 < [2 由 个 物体 . 


你 知道 的 ， 大 学 课本 里 没有 告诉 你 如 何 正确 读 出 Dirichlet. 


9 ”埃及 数学 家 在 公元 前 1800 年 就 把 0 与 1 之 癌 的 有 理 数 表示 成 了 和 


， 那 么 某 个 盒子 


必定 含有 > [n/m 个 物体 ， 


是 不 同 的 正 整数 ， 例 如 ， 他 们 将 5 写成 3* 五 ， 
0<m/n<1， 那么 


上 1 1 


4 


m 
n 


nn 9 


(这 是 斐 波 那 契 算法 ， 它 归功 于 斐 波 那 契 ， 公 元 1202 年 . 


基础 题 
10 ”证 明 ， 表 达 式 


LE 位 分 数 之 和 1/71 十 … 


证 明 ， 总 可 以 | 


于 | 3 的 表示 | ?9 dq 


总 是 等 于 [或 者 [7|， 每 一 种 情形 在 何 时 会 出 现 ? 
11 给 出 正文 中 提 及 的 证 明细 节 : 当 a<3 时 ， 开 
确 ， 为 什么 a = 的 情形 必须 排除 在 外 ? 

12 证明， 对 所 有 整数 nm 和 所 有 正 整数 mm 有 


[Tn | 
772 


n+m—1 
加 m 


+ 1/7k 


系统 化 方法 来 这 样 做 : 如 果 


区 间 (o.9) 恰好 包含 191 一 Lo] 一 1 个 整数 为 使 证 明了 


其 中 诸 z 


| 


(这 个 恒等式 给 出 了 另 一 种 将 顶 与 底 相互 转化 的 方法 ， 它 用 不 到 反射 律 (3.4) . ) 
13， 设 w 和 6 是 正 实数 .证 明 ，Spee(o) 和 Spee(9) 给 出 了 正 整数 的 划分 ， 当 上 且 仅 当 a 和 5 是 无 理 数 
/a+1/6= 
14 ”证 明 或 推翻 
(z mod ny) mody =7 mody ，n 为 整数 ， 
15 ”存在 与 (3.26) 类 似 的 用 项 蔡 代 底 的 恒等式 吗 ? 
16 ”证 明 n mod 2 = (1 一 (-D")/2 .对 nmod3 求 出 并 证 明 类 似 的 形 如 o + bw" + cw” 的 表达 式 ， 其 中 必 是 复 


上 人 


数 (-1+iV3)/2 . 提示: =1 


17 在 z 宇 0 的 情形 下 ， 通 过 
2_occmL*+h/m | 你 的 答案 与 (3.26) 吻合 吗 ? 


明 ， 
作业 题 
求 出 


18 证 


| 


19 关于 实数 b > 1 的 一 个 必要 充分 条 件 ， 使 得 


(3.30) 中 边界 值 的 误差 项 s 至 多 是 | "| ， 提 示 : 


证 明 小 的 j 值 不 涉及 其 中 . 


2 和 了 二 村 站 替换 +/m] 并 首先 对 k 求 和 ， 来 计算 和 式 


对 所 有 实数 z > 1 都 成 立 . 


20 


21 


22 


23 


当 z > 0 时 ， 求 闭 区 间 le. 相 中 x 的 所 有 倍数 之 和 
对 0 < m < MM ， 有 多 少 个 数 2 的 十 进 制 表示 中 ， 其 首位 数字 为 19 


1 | 
Sn = n/2 十 | Th = 2 | 二 i| 
计算 和 式 PS 


证 明 序列 


1 
V27 十 二 


的 第 n | 3 . (这 个 序列 恰好 包 舍 m 个 m .， ) 


24 


Specla/la 一 1)) 之 间 建 立 起 有 趣 的 关系 ， 当 a 是 任何 一 个 正 实数 时 ， 找 
Spec(a) 和 Spec (a/la + 1)) 之 间 的 有 趣 的 关系 . 


25 


26 


27 


28 


29 


(并 且 证 明 ) 


ma 


正明 或 推翻 :对 所 有 非 负 的 n ， (3.16) 所 定义 的 高 德 纳 数 满足 Kn > . 
证 明 : 辅助 的 约瑟夫 数 (3.20) 满足 


< 


证 明 : (3.20) 定义 的 数 Di 中 有 无 穷 多 个 是 偶数 ， 有 无 穷 多 个 是 奇数 . 
求解 递归 式 


an 一 1: 


作为 对 (3.31) 的 补充 ， 证 明 有 


这 个 公式 与 (3.31) 之 间 有 偏差 . 


30 


31 


32 


Dla,n) > D(a', |an|)— a!l!—2. 


证 明 : 如 果 m 是 一 个 大 于 2 的 整数 ， 其 中 a +a ! =m 且 a > 1， 那 么 递归 式 


X0 = m, 
- -2 : i 
.fe i 1 


2m 


有 解 X+ = | ”| ， 例 如， 如 果 m = 3 ， 则 解 为 


- Dm 十 1 1 十 V5 了 
p48 一 19 ， 由 一 ， Qa=9. 


证 明 或 推翻 : |zj + [Wj + [z+yj < 12z| + [2y|. 
设 |z|| = mintz 一 7] ,|z| 一 7) 表示 z 到 离 它 最 近 的 整数 之 距离 . 


当 a 是 任何 一 个 > 1 的 无 理 数 时 ， 因 为 /a + (a 一 了 )/a =1， 习 题 13 在 两 个 多 重 集合 Spec(a) 和 


让 


个 多 重 


2 


中 ||z/2 | 


天 


的 值 是 什么 ? (注意 ， 这 个 和 式 可 能 是 双向 无 限 的 ， 例 如 ， 当 z = 1/3 时 ， 其 中 的 项 当 k -oo 时 是 非 零 
的 ， 且 当 k -+oc 时 亦 然 ，) 


考试 题 


33 个 直径 为 2n 一 1 个 单位 长 的 圆 对 称 地 画 在 一 个 2n x 2n 模 盘 上 ， 图 中 画 出 的 是 ”= 3 的 情 


NS 


作 SS A 
图 徊 本 本 瘦 男 


a 棋盘 上 有 多 少 个 格子 包含 这 个 圆 的 一 段 ? 


n—l1 
i \ a 7 大)} Se 
b 求 一 个 画 数 /ln, 上 ) ， 使 得 棋盘 上 恰 有 2 fn 有 个 格子 完全 在 这 个 贺 的 内 部 


n 


34 设 1[(") 一 2s 


LE 


n> 1 时 ， 求 1(n) 的 封闭 形式 ， 
b 证 明 : 对 所 有 n 兰 1 有 jz) = 于 一 1 十 所 [272) + 3) 


NS 


a 


35 化 简 公 式 [(7 一 1)2mle| Imod n . 


化 简 它 ， 但 是 不 要 改变 它 的 值 . 


36 ”假设 n 是 一 个 非 负 整数 ， 对 和 式 


~ ,2llgk) 4llslgk] 


求 封闭 形 式 . 
37 ”对 所 有 正 整 数 m 和 n 证 明 恒 等 式 


772 十 大 E m2? min(m mod n, {(—m) mod n): 
n n | mn n 


对 所 有 正 整 


-证 提 朋 


: 对 每 


(b—1 llogia | 十 1 十 |: 


数 m 都 成 立 的 实数 . 


汪汪 > 1 以 及 每 
| 一 1 


证 明 


a UL 


证 明 : 如 果 ™= [V7]， 


再 求 


Sk ， 


b 反 过 来 证 明 : 我 们 可 以 通过 


n= (2k)2 土 (2k+ zr(n) + y(n)), 


的 公式 从 ol 确定 出 n . 


个 与 外 路 类似 的 公 


Er, NE. 


所 示 的 螺旋 函数 0(n) 于 
+ 成 有 序 对 (1, 2) . 


半球 的 人 


不 同 的 螺旋 线 . 


nn 


与 z1,… 


个 整数 b > 


一 个 非 负 整数 ”映射 成 


[zzk| = -| 
k=1 


,5 有关 


bp 


lsksn 


a 


的 某 种 有 


意思 的 结 


Ea ,了 KR /pk+1 
1 ， 双 重 和 式 2oce qo >_ocics [ 代 十 记 人 ”等 于 


个 有 序 整 数 对 (z(n),y(n)) 


论 . 


那么 


x(n) =(-1)” C —m(m+1))x [|2va| 是 偶数 | "| ; 


附加 题 


41 


件 9g(" 三 (ftn)) +1 相 联系 (对 所 有 
“了 和? 


42 


设 f 和 9 是 冰 增 函 


是 否 存 在 实数 a 


给 出 一 个 法 则 来 


式 . 提示 : 将 此 螺旋 线 根据 | 


个 形 如 


数 ， 


ER 


， 使 得 Specla ) 


间断 何 时 符号 为 十 


>0) 


. 证 


\、Spec( 了) 和 Spec(” ) 


[Ww 


…} 和 {9(1),g(2),: 
ey n) = [ng]| 和 9(7) = 


V3 = 外 -2 


k= maxl|z(n)|, 


4k—1, 4k, 


|y(n)|) 


， 何 时 符号 为 . 


人 J 划分 . 


合 起 来 给 出 


. 例如 ， 


它 把 n =9 映 


假设 f 和 g 


19 = (1+ V5)/2 
整数 集合 的 划分 ? 


4 十 1 分 成 线段 Wi ， 


43 ”通过 展开 递归 式 (3.16) ， 寻 求 高 德 纳 数 的 一 个 有 趣 的 解释 . 


44 ”证 明 存 在 整数 w 和 dj? ， 使 得 当 Pr” 是 


Dr 1 


利用 这 一 事实 来 得 出 推广 的 约瑟夫 问题 


Jo(n) = 1 十 dg) 


的 男 一 种 形式 的 解 . 


(3.20) 的 解 时 有 


(gq) (9) 
人 DY 


6 一 


+ gln— ax 


45 ”如 采 m 是 一 个 正 整数 ， 推 广 习题 30 的 技巧 来 求 


Yo 
Yn 


的 封闭 形式 的 解 . 


三 7， 


Dr2 
一 2Y2 1 一 1 


(9)) 


, i 
十 三 2 


qd 


n> 


， n>0. 


(gq) 


(9) 
;Uk SN<ari 


0 


a6 证明， 如 果 * 一 |(V3 + V2 )m] (其 中 m 和 1 是非 负 整数 ) ， 屠 和 V2 一 [V2 + Va)m]， 


利用 这 个 非 同 寻常 的 性 质 求 递归 式 


0=Q， 整数 w>0 


L = ee BE D | ，71>0 


的 封闭 形式 的 解 . 提示 : 
47 ” 范 数 1(7) 说 成 是 多 次 复 现 的 (replicative 


wa( 引 


) ， 如 果 对 每 个 正 整数 m ， 它 都 满足 


1 mC— 1 
flmzr)= f(r)+f (e+ 二 ) 十 … "十 玫 (z + 2 
m m 


求实 数 c 所 应 满足 的 必要 且 充 分 条 件 ， 使 得 下 列 函 数 是 多 次 复 现 的 : 


af(z)=z+e. 
/9=[x+c 是 整数 ] 
c f(r) = max([z| ,co). 


/=x+clr) -3[ [x 不 是 整数 | 


48 ”证 明 恒 等 式 


r=37 [zlz||+3{z 
并 指出 当 n > 3 时 怎样 对 z 得 到 一 个 类 似 的 公 


49 ” 求 关 于 实数 0 < a < 1 以 及 50 的 必要 且 


和 他 [zj+{z —3 1] Lz Lz)] + zj 
式 ， 
充分 条 件 ， 使 得 我 们 可 以 从 取 值 为 


{lna] + Inalln> 0} 
的 无 限 多 重 集合 来 确定 a 和 6 ， 
研究 题 
50 ” 求 关 于 非 负 实 数 a 和 8 的 必要 且 充 分 条 件 ， 使 得 我 们 可 以 从 取 值 为 
{lina] 8] In >0} 


的 无 限 多 重 集合 确定 a 和 5 . 
> ed 


51 ” 设 z 是 一 个 2 的 实数 . 如 果 z 是 一 个 整数 ， 那 么 递归 式 
Z0lI) 一 工 ， 
Zi(T) = Zn 1i(z)2 一 1 n>0 


的 解 可 以 写成 Zutz) = |T(z)| ， 其 中 


Dm 


fl7) = lim ZT) 


姑 为 在 此 情形 有 Zn(7) 一 1 < f(z)”< 如.(7) ， 这 个 画 数 1(7) 还 有 其 他 什么 有 趣 的 性 质 吗 ? 
52 ”给 定 非 负 实 数 a 和 5 ， 设 


Spec(la: 8) = { |a 十 B| ; [2a +B|， [3a 二 B| 了 


是 一 个 多 重 集合 ， 它 推广 了 Speclo) Spec(a;0) 、 证 明 或 推翻 ， 如 果 m > 3 个 多 重 集合 
Speclai; 1), Specla; /有 p),…… ,Speclam; Bm) 给 出 正 整数 的 划分 ， 又 如 果 参 数 al < ao <… < am 是 有 理 数 ， 那 
么 


预计 (spec) 这 个 研究 题 很 困难 . 


2™—1 

Dk-1 
53 ” 斐 波 那 契 算法 (习题 9) 在 下 述 意 义 下 是 贪 焚 的 (greedy) : 在 每 一 步 它 选择 一 个 可 以 想象 到 的 最 小 
的 9 . 已 知 一 种 更 为 复杂 的 算法 ， 根 据 这 一 算法 ， 每 个 分 母 为 奇数 的 分 数 m/ nn 都 可 以 表示 成 分 母 为 奇数 的 
不 同 的 单位 分 数 之 和 1/ +… +1/q: ， 对 这 样 的 表示 ， 贪 禁 算 法 总 是 会 终止 的 吗 ? 


l<k<m. 


Qk 一 


4 数论 NUMBER THEORY 


离散 数学 是 本 书 的 重点 ， 而 整数 又 是 离散 数学 的 中 心 议题 . 数论 是 讨论 整数 性 质 的 重要 数学 分 文 ， 因 和 而 
我 们 要 来 探索 它 . 


在 上 一 章 里 ， 通 过 引入 了 mod 以 及 gcd 二 元 运算 ,我 们 试 了 试 数论 这 潭 池水 的 深浅 .现在 我 们 要 投身 其 


中 ， 真 正 潜心 就 这 一 对 象 做 一 番 研 究 . 


换 句 话说 ， 是 准备 溺水 了 . 


4.1 整除 性 DIVISIBILITY 


如 果 m >0 且 比值 wm 是 一 个 整数 ， 我 们 就 说 mn 束 除 n (或 者 被 m 整除 ) ， 这 个 性 质 英 定 了 整个 数论 
的 基础 ， 所 以 赋予 它 一 个 特殊 记号 会 更 方便 ， 记 为 


m\n 今 m>>0 昌 对 某 个 整数 有 n= mk. (4.1) 


(实际 上 在 现在 的 数学 文献 中 ， 记 号 “ m|n* 要 远 比 “mm\n* 通 用. 不 过 竖 线 使 用 得 太 多 了 ， 如 绝对 值 、 集 
合 的 定义 符 、 条 件 概率 等 ， 而 反 斜 线 则 很 少 使 用 . 此 外 ， “m\n» 给 人 一 种 印象 ，m 看 起 来 就 像 所 隐 含 的 
一 个 比值 的 分 母 ， 所 以 我 们 会 醒目 地 将 这 个 整除 性 符号 向 左倾 斜 ，) 


如 果 m 不 整除 nn ， 我 们 就 写成 cm xn”. 


有 一 个 类 似 的 关系 ,“n 是 m 的 倍数 "， 它 表达 的 意义 几乎 一 样 ， 除了 m 不 必 取 正 数 之 外 . 在 这 种 情形 

我 们 所 指 的 就 是 对 茶 个 整数 有 n= mk . 这样 一 来 ， 比方 说 ， 个 个 数 是 0 的 倍数 (Bho) ， 但 没 
有 任何 数 能 被 0 整除 ， 每 个 整数 都 是 -1 的 倍数 ， 但 没有 任何 整数 能 被 -1 整除 (严格 地 说 m 和 nn 是 
任何 实数 时 ， 这 些 定义 都 适用 ， 例 如 ，27 可 以 被 7 整除. 不 过 我 们 几乎 总 是 在 m 和 nn 是 整数 时 利用 这 些 
定义 ， 不 管 怎 么 说 ， 这 是 数论 嘛 . 


“.…… 没 有 任何 整数 能 被 1 整除 (严格 地 说 ) .” 
一 一 本 书 三 位 作者 "1 


Re 


总 


两 个 整数 m 和 n 的 最 大 公 因 子 (greatest common divisor) 是 能 整除 它们 两 者 的 最 大 整数 : 
gcd(m,n) = max{k | k\m 且 Kk\n}. (42) 


在 英国 称 之 为 hcf (highest common factor， 最 高 公 因子 ) . 


例如 ， gcd(12,18) = 6 . 这 是 一 个 很 熟悉 的 记号 ， 因 为 它 是 四 年 级 学 生 将 一 个 分 数 严 / 化 为 最 简 分 数 时 要 
从 中 去 掉 的 公 因 子 : 12/18 = (12/6)/(18/6) = 2/3 . 注意， 如果 n > 0 ， 我 们 就 有 gcd(0,n) =n ， 因 为 任何 
正 数 都 整除 0， 又 因为 n 是 它 自身 的 最 大 因子 ， gcd(0,0) 的 值 没有 定义 ， 


另 一 个 熟悉 的 记号 是 最 小 公 倍 数 (least common multiple) 


别 说 成 了 最 大 公 倍 数 . 


如 采 m0 或 者 mn < 0， 则 它 忒 没有 定义 . 学 习 算术 的 学 生 是 作为 最 小 公分 母 认 识 这 个 概念 的 ， 将 具有 分 
m 和 n 的 两 个 分 数 相 加 时 就 要 到 它 ， 例 如 1cm(12,18) = 36 ， 四 年 级 的 学 生 就 知道 


rh ”36 36 36 .lcm 与 gcd 有 那么 点 相像 ， 不 过 我 们 不 会 在 它 身上 花 太 多 时 间 ， 因 为 gcd 有 更 好 
工具 


gcd 的 一 个 最 好 的 性 质 是 它 容易 计算 ， 可 以 用 有 2300 年 之 久 的 欧 几 里 得 算法 来 计算 它 . 为 了 对 给 定 的 值 
0<m<n 计 算 gcdlm,n)， 欧 几 里 得 算法 用 到 递归 式 


gcd(0,n) = n; 


(4.4) 


gcd{(m,n)= gcd(n mod m, m), m > 0. 


例如 ， 这 样 就 有 gcd(12, 18) = gcd(6,12) = gcd(0,6) =6 ， 所 说 的 递归 式 成 立 ， 是 因为 m 和 n 的 任何 公 因子 
必定 也 是 m 和 数 n mod m ( 它 等 于 7 一 [n/m|m) 的 公 医 子 . 而 对 于 1c (77 n) ， 似 乎 并 不 存在 与 它 几 乎 
同样 简单 的 递归 式 ， (见习 题 2. 


欧 几 里 得 算法 还 给 我 们 更 多 的 东西 : 我 们 可 以 对 它 加 以 推广 ， 用 它 来 计算 满足 
mm 十 mm 一 gcd(m,n) (4.5) 
的 整数 m’ 和 n' .做 法 是 :如果 m = 0 ， 我 们 直接 就 取 m' = 0 以 及 n=1; 反之 就 令 r=nmodm， jr 


0 
和 m 克 换 美和 再 次 应 用 这 一 方法 来 计算 上 和 元 ， 使 得 


( 记 住 : ?2 或 者 n 有 可 能 是 负 的 . ) 


Fr 十 mm = gcd(7,m). 


由 于 "=7 一 [n/m] m HB gcd(r,m)= gcd(m,n) ， 这 个 方程 就 告诉 我 们 


元 (7 一 [n/m|m)+mm= gcd(m,n). 


左边 可 以 重新 改写 以 表明 它 对 m 和 nn 的 依赖 性 : 


(mo [n/m rm +i = gcd(m,n): 


从 而 束 = 观 一 LmWmJ7 和 nw =F 是 我 们 在 (4.5) 中 所 需要 的 整数 . 例如 ， 在 我 们 最 喜欢 谈 及 的 情形 m = 12 


和 = 18 下 ， 这 个 方法 给 出 6=0x0+1x6=1x6+0x12=(-1)x12+1x18. 


但 是 ， 为 什么 有 “(4.5) 这 样 干净 利索 的 结果 呢 ? 主要， 原因 在 于 ， 数 加 和 nn 实际 上 证 明了 欧 几 里 得 算法 
在 任何 特殊 情 区 下 都 会 产生 正确 的 答案 . 我 们 假设 ， 在 经 过 长 时 间 的 计算 之 后 ， 计 算 机 告诉 我 们 
gcdlm, 允 ==d 以 及 mm+n'n=d， 但 是 我 们 怀疑 并 且 认 为 实际 上 还 有 一 个 更 大 的 公 因 子 ， 而 这 个 公 因子 
为 某 种 原因 被 计算 机 忽视 ] 不 过 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 m 和 n 的 任何 公 因 子 都 必须 整除 mm +n'n ， 所 
它 必须 整除 4 ， 所 以 它 也 必定 <d. 此 外 ， 我 们 容易 验证 ，4a 的 确 整 除 m 和 nn . (能 够 对 自己 的 正确 性 
给 出 证 明 的 算法 称 为 自 证 明 的 (self-certifying) . ) 


在 这 一 章 的 其 余部 分 我 们 将 大 量 使 用 (4.5) . 它 的 一 个 重要 的 推论 是 如 下 的 小 定理 : 
k\m 和 k\n < k\gcd(m,n). (4.6) 


(证 明 : 如 果 上 整除 m 和 n 这 两 者 ， 它 就 整除 mm +nn ， 所 以 它 整除 gcdlm,n) ， 反 过 来 ， 如 果 大 整除 

gcdlm,n) ， 它 就 整除 m 的 一 个 因子 和 n 的 一 个 因 所 以 它 整 除 m 和 n 这 两 者 . ) 我 们 总 是 知道 m 入 n 
的 任何 公 因子 必定 小 于 或 等 于 它们 的 gcd ， 这 就 是 最 大 公 因子 的 定义 ， 但 是 我 们 现在 知道 ， 事 实 上 任何 公 
羽 子 都 是 其 gcd 的 一 个 因子 . 


有 时 我 们 需要 对 n 的 所 有 因子 求 和 .在 这 种 情形 下 ， 方 便 的 法 则 


> am 一 全 (nm 
m\n m\n ly 整数 n>>0 (4.7) 


常常 很 有 用 ， 此 式 成 立 是 由 于 当 m 取 遍 n 所 有 的 因子 时 mm 也 取 遍 nn 所 有 的 因子 . 例如 ， 


这 个 法 则 给 出 al 十 Q2 十 0 十 ao4 十 上 6 十 Ql2 一 Ql2 十 606 十 ad4 十 Q3 十 02 十 Ql. 


还 有 一 个 更 一 般 的 恒等式 


江 材 


Fe 


LE 


n 二 12 时 ， 


Si 


它 是 定义 (4.1) 的 直接 纪 


当 n 是 负数 时 ， 等 
零 的 项 ) 


am 一 > > amln = mt], (4.8) 


m\n k m>0 


如果 是 
( 


0 


此 外 ， 对 因子 求 和 


我 们 可 以 用 艾 弗 森 
它 的 右边 是 


进行 “交换 ”， 例 如， 


的 二 重 和 式 可 以 通过 规则 
2 Dj arm = > > | (4.9) 


mn k\m k\n An 大) 
当 = 12 时 这 个 规则 取 如 下 的 形式 : 
all 十 (al2 十 a22) 十 (al3 十 a33) 

十 (al4 十 a24 十 a44) 十 (al6 十 a2.6 十 a3.6 十 a6.6) 


十 (all2 十 aa.12 十 43,12 十 44,12 十 a6,12 十 412,12) 
一 (all 十 al2 十 al3 十 al4 十 al6 十 all2) 
十 (aa22 十 ao24 十 026 十 4212) 十 (a33 十 aa36 十 a3,12) 


十 (ad44 十 44,12) 十 (a6.6 + a6,12) + al2,12. 


的 处 理 方法 证 明 (4.9) . 它 的 左边 是 


和 > akm[n = jmllm 一 大] = > > ag un = Ik]: 


jl km>0 7 k,l>0 


> > agn ln = jh]In/k = ml = 2 > ak naln = mlk], 


jm k,l>0 m k,l>0 


正 数 ， (4.8) 的 右边 就 是 an on 从 而 (4.8) 列 涵 (4.7) . 
在 这 样 的 情形 下 ， 当 大 是 的 某 个 因子 的 相反 数 时 ， 右 边 出 现 非 


除了 将 指标 重新 命 


名 之 外 ， 它 与 左边 是 同样 的 .这 个 例子 表明 了 ， 我 们 在 第 2 章 里 学 


究 数论 带 来 便利 . 


4.2 素数 PRIMES 


如 果 一 个 正 整 数 p 恰好 只 有 两 个 因子 ， 即 1 和 p ， 那 么 这 个 数 就 称 为 素数 (prime) 


a 字母 p 都 将 


来 表示 素数 ， 即 使 我 们 没有 这 样 明确 指出 ， 按 照 惯例 ，1 不 是 素数 ， 所 以 素数 序列 的 开 
始 部 分 像 下 面 这 样 : 


明确 说 明了 指 的 是 什么 又 何妨 ? 


有 些 数 看 起 来 像 是 
那些 有 非 平凡 因子 
既是 素数 又 是 合 数 . 


素数 特别 重要 ， 因 


例如 12=2x2x3， 


习题 2.25 对 此 做 出 了 解释 . 如果 m = 0 ， 我 们 就 认为 这 是 一 个 空 的 乘积 ， 根 据 定义 它 的 值 是 1， 那 就 是 


2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23,29, 31, 37, 41,…: 


素数 ， 但 实际 上 并 不 是 ， 如 91 (=7x13) 以 及 161 (=7x23) . 
的 数 都 称 为 合 数 (composite) .每 一 个 大 于 1 的 整数 要 么 是 素数 ， 


习 的 这 些 技术 会 为 研 


.在 这 一 章 的 剩余 部 


上 


这 些 数 ， 以 及 其 他 
要 么 是 合 数 ， 但 不 会 


为 它们 是 所 有 正 整数 的 基本 构造 元 素 . 任何 正 整数 n 都 可 以 表示 成 素数 的 乘积 


m 


n=p1… pn= [Pern < < pmn. (4.10) 


11011=7x11x1lx13，11111=41x271. (用 苹 表 示 乘 积 类 似 于 用 三 表示 和 式 ， 


风 n 二 1 上 月 


大 于 记 
数 的 乘积 . 


比 外 ， 


何 还 需要 对 


(4.10) 


4.10) 表示 的 方式 . 


之 妹 


< nl 


) 这 样 的 因子 分 解 总 是 可 能 的 ， 因 为 如 果 n > 
， 这 样 我 们 就 能 写成 "= "az2 ， 而 〈 根 和 


1 的 居 


VK 


它 加 以 证 明 . 


开 式 还 是 唯一 的 : 仅 有 一 种 方式 将 n 按照 素数 
题 称 为 算术 基本 定理 (Fundamental Theorem of Arithmetic) ， 


E 减 


它 看 起 来 是 如 此 显 


1 不 是 素数 ， 
时 归纳 法 ) 我 们 知 j 


的 次 序 写成 素数 


bp 么 它 就 有 一 个 
[ma 可 以 写成 素 


进 


的 乘积 . 
1 然 ， 以 至 于 我 人 ] 者 


= 


怎么 可 能 有 两 人 


8 不同 的 素数 具有 相同 的 乘积 呢 ? 是 


是 不 可 外 能 ， 但 是 


不 是 “ 根 和 
是 整数 ， 


由 素数 的 定 
王 何 两 个 这 样 
样 的 数 是 素数"， 


义 ” 就 


接 可 以 得 到 . 例如 ， 考 虑 所 有 形 如 m +nv10 的 


数 6 有 两 种 表示 ， 


积 仍然 有 同样 的 形状 ， 如 果 它 不 能 以 非 平 有 
2x3= (4+V10)(4 一 V10) ， 而 习题 36 指 H 


的 数 的 乘 


的 


L 


同上 


全 者 


了 是 这 个 | 系统 


这 样 


一 来 ， 我 们 到 


需要 


下 这 个 乘积 


必定 是 空 


的 ， 


子 分 解 


多 9 . 


于 随和 是 
得 api1 十 bq ==1. 


现在 nD 整除 左 i 


中 的 “素数 ”. 


人 


实数 双 


成 的 集合 ， 这 里 1n 
方式 加 以 分 解 ， 我 们 就 称 这 
上 了 2，3，4+V10 和 4- V10 


严格 地 证 明 (4.10) 的 ， 当 nn 二 1 时 肯定 


一 涡 


只 有 
所 以 我 们 假设 ”> 1 ， 且 假设 所 有 较 小 数 的 因子 分 解 


n=pi pmn=4 gk, PS spmH gs 


中 诸 个 了 和 4 全 都 是 素数 .我 们 要 证 明 疡 一 9 


如 者 不 然 ， 我 们 可 以 假设 


pa 二 | 
JE 


素数 ， 


均 nT 
、 
HH 住 


可 能 性 ， 因 为 在 
假设 我 


< qk , 


= 


1 < 1 ， 这 使 得 Pi 小 于 


它们 的 最 大 公 因 


子 必定 是 1， 因 此 欧 几 里 得 的 自 证 


ap 0k 二 bqig2 qk = q2*…: 


此 Pi 整除 右边 2 


qk: 


“gk ， 这 样 


为 Hq2… qk = 


且 gq: 


… 驮 有 


) 解 .因此 


Pi 都 必须 等 于 


边 的 两 项 ， 因 
个 素 医 


， 户 要么 等 于 


分 解 式 ， Pr 在 此 分 
g2， 要 人 富村.…， 


出 现 . 但 是 g9…4 和 <n， 所 


要 么 等 于 和 mr ， 而 挛 比 它 


dl. 


这 样 


的 分 解 式 的 两 边 ， 得 到 p2… 


一 来 ， 我 们 就 和 能 月 


内 


的 因子 必定 


p 


一 的 是 分 解 式 ， 而 不 


样 是 相 


日 


下 下 


外 同 


有 时 候 将 算术 基本 定理 


(所 L 


右边 是 无 穷 多 


对 应 的 


等 的 (根据 归纳 介 
理 . 


样 就 完成 了 唯一 性 的 证 


明 . 


台 已 


有 


表述 成 男 一 种 形式 更 为 有 用 : 


个 正 整数 都 能 用 唯一 


个 素数 的 


乘积 ， 但 是 对 任何 一 个 具体 的 n ， 


妹子 是 1) 


项 都 是 零 而 实际 只 是 有 
式 (4.11) 唯一 地 表示 了 ， 


， 这样 一 来 ， 它 实际 上 是 一 个 有 限 的 乘积 ， 


限 和 式 . 
所 以 我 们 可 以 将 序列 (nz,73,n5,…) 看 


成 是 ] 


如 ，12 的 素 指数 表示 法 是 (2,1,0,0,…) ， 而 18 的 素 指数 表示 法 是 (1,2,0,0,…) 
靶 把 它们 的 素 指数 表示 相 加 ，。 换 句 话说 ， 
k=mn 后 。 =m,+n,， 对 所 有 p. 
这 就 草 涵 
m\n SO Ss 对 所 有 p. 
而 且 由 此 立即 推出 
大 = gcd(m,n) 仿 ,= min(m,,n,)， 对 所 有 p ; 


门 都 小 . 


除了 若干 个 指数 之 外 ， 其 他 所 有 的 
恰 如 有 许多 “无 限 ? 和 式 


FE 整数 的 数 系 (number system) 
.要 将 这 两 个 数 相 乘 ， 我 们 就 


明 算 法 给 出 整数 a 和 56， 


go"… gk/DPi 就 是 一 个 整数 ， 
以 (根据 归纳 假设 ) 
这 个 矛盾 表 


“Pm 三 2" 


A 


[于 己 


"Gk = 


的 方式 写成 


(4.11) 


I 
人 


. 例 


(4.12) 


(4.13) 


(4.14) 


k=1cm(m,n) 全 k, = max(m 


对 所 有 pp. (4.15) 


I 18 = 2! x 32 ， 我 们 就 可 以 通过 对 它们 的 共同 指数 取 最 小 值 和 最 大 值 来 得 到 它们 
gcd 了 上 lem 


p21p) 


gcd(12, 18) = Dmin(2,1) x 3min(1,2) 全 21 x 31 一 6: 
lcml 12. 18) = Dmax(2,1) x 3max(1,2) 三 22 x 32 一 36. 


如 果 素 数 了 整除 一 个 乘积 mn ， 那 么 根据 唯一 分 解 定理 ， 它 整除 m 或 者 n ， 也 有 可 能 整除 它们 两 者 . 但 
是 合 数 没有 这 个 性 质 ， 例 如 非 素 数 4 整除 60 = 6 x 10 ， 但 是 它 既 不 整除 6， 也 不 整除 10. 理由 很 简单 : 在 分 
解 式 60=6x10=(2x3)(2x5 引 中 ，4=2x2 的 两 个 素 因子 2 被 分 成 了 两 部 分 ， 故 而 4 并 不 整除 其 中 任何 
部 分 . 但 是 素数 是 不 可 分 裂 的 ， 所 以 它 必定 整除 原始 因子 中 的 蘑 一 个 . 


ce 


“OL, TpWTOL 

cpubpo) NAelovs 

elol ravros To 

Tporelévros 

TAjbgous TpWTWY 

QpiOuiov.” 

[译文 : 存在 比 任何 给 定 的 素数 集合 中 更 多 的 素数 . ] 
一 一 欧 几 里 得 [38] 


4.3 ”素数 的 例子 PRIME EXAMPLES 


有 多 少 个 素数 ? 很 多 . 事实 上 ， 有 无 穷 多 个 .很久 以 前 ， 欧 儿 里 得 就 在 他 的 定理 9:20 中 证 明了 这 一 结论 ， 
假设 仅 有 有 限 多 个 素数 ， 比 如 上 个 :2,3,3,… ,A ， 然 后 ， 欧 几 里 得 说 ， 我 们 应 该 考 虚 数 


M=2x3x5x:…xXxPh+l1. 


这 下 个 素数 没有 一 个 能 整除 NM， 因为 扬 们 都 整除 MT 一 1. 于 是 必定 有 另 一 个 素数 整除 Mr ， 或 许 MT 本 身 
就 是 一 个 素数 . 这 都 与 我 们 假设 2,3,… , Pi 是 仅 有 的 素数 矛盾 ， 所 以 确实 存在 无 穷 多 个 素数 . 


欧 几 里 得 的 证 明 提 示 我 们 用 递归 式 


e666-1 二 1 n>1 (4.16) 


定义 欧 几 里 得 数 .此 序列 前 面 的 一 些 数 是 


el 一 1 十 1=2; 
2 十 1=3; 
e3 一 2Xx3 二 1 一 7: 


@&=2XxX3x7+1=43; 


他 
| 


这 些 全 都 是 素数 . 但 是 下 一 个 65 是 1807=13x139 ， 而 66 二 3 263 443 又 是 素数 ， 然 而 


= 547 x 607 x 1 033 x 31 051: 
eg = 29 881 x 67 003 x 9 119 521 x 6 212 157 481. 


已 知 69,… ,er 是 合 数 ， 而 剩 下 的 en 有 可 能 也 是 合 数 . 然而 ， 欧 几 里 得 数 全 都 是 互 素 的 ， 也 就 是 说 ， 


gcd{lem,en)=1, mn. 


欧 几 里 得 算法 (还 有 别 的 方法 吗 ? ) 只 用 短 短 的 三 步 就 告诉 我 们 这 一 结论 ， 因 为 当 > m 时 有 


en mod em=1, 


gcd{lem,en) 一 gcdll,en) = gcd(0,1)=1. 


这 样 一 来 ， 如 果 我 们 设 甸 是 的 最 小 素 
穷 多 个 素数 的 序列 . 


现在 我 们 暂停 下 来 ， 用 第 1 章 的 观点 来 考虑 欧 几 里 得 数 . 我 们 能 否 将 en 表示 成 封闭 形式 ? 递归 式 (4.16) 
可 以 通过 去 掉 三 点 省 略 号 来 加 以 简化 : 如果 n > 1 ， 我 们 就 有 


By 


子 (7 >1I) ， 则 素数 q1,q2;43,… 全 都 是 不 相同 的 . 这 是 一 个 无 


! | | 
en 一 El … en-2en-1 十 1 = (en-1 一 1)en-1 +1= En-l1 一 en-l™T | 


这 样 er 的 十 进 制 位 数 就 是 en-1 的 大 约 两 倍 . 习题 37 证 明了 ， 存 在 一 个 常数 EE 心 1.264 ， 使 得 
si 1 
en = | + 引 (4.17) 


而 习题 60 给 出 了 一 个 只 包含 素数 的 类 似 公式 : 
pn= |P”| (4.18) 


(对 某 个 常数 已 ) . 像 (4.17) 和 (4.18) 这 样 的 等 式 不 能 真 的 被 看 成 是 封闭 形式 ， 因 为 常数 已 和 已 是 以 
一 种 隐秘 的 方式 从 数 en 和 pn 计算 出 来 的 .我 们 并 不 知道 (或 者 有 可 能 知道 ) 有 独立 的 关系 能 把 它们 与 其 
他 有 数学 意义 的 常数 联系 在 一 起 . 


的 确 ， 没 有 人 知道 能 给 出 任意 大 的 素数 且 只 给 出 素数 的 任何 有 用 的 公式 . 然而， 在 Chevron Geosciences 工 
作 的 计算 机 科学 家 于 1984 年 取得 了 一 项 了 不 起 的 数学 成 就 . 利用 David Slowinski 开 发 出 的 一 套 程序 ， 他 们 
在 测试 一 台新 的 Cray X-MP 超 级 计算 机 时 ， 发 现 了 到 那 时 为 止 最 大 的 素数 


2216091 二 证 


在 一 侣 个 人 计算 机 上 只 需 几 毫秒 束 能 算出 这 个 数 ， 因为 现代 计算 机 按照 二 进 制 计数 法 工作 ， 而 这 个 数 正 好 
就 是 (11… 413， 它 的 全 部 216 091 位 数字 都 是 “1”， 但 是 证 明 这 个 数 是 素数 要 困难 得 多 .事实 上 ， 这 个 数 如 
此 巨大 ， 与 它 有 关 的 任何 计算 都 花费 了 大 量 的 时 间 ， 例如， 即便 是 一 个 成 熟 的 算法 ， 要 在 一 台 个 人 计算 机 
上 将 2 一 1 转变 成 十 进 制 数 也 需要 几 分 钟 . 若 把 它 打印 出 来 ， 它 有 65 050 位 数字 ， 将 此 打印 件 作为 第 
类 邮件 寄 出 的 邮资 需要 78 美 分 . 


到 你 看 到 这 里 的 上 时候， 或 许 需要 更 多 的 邮资 . 


附带 指出 ， 2>" 一 1 是 在 解决 有 216 091 个 圆 盘 的 河内 塔 问题 时 所 必需 的 移动 次 数 ， 形 如 


27=1 


的 数 〈 按 本 章 的 一 贯 做 法 ， 卫 总 是 表示 素数 ) 称 为 梅森 数 (Mersenne number) ， 这 是 根据 马 林 -梅森 神父 
的 名 字 命 名 的 ， 他 在 17 世 纪 就 研究 过 它们 的 某 些 性 质 2691] ， 在 1998 年 之 前 ,已 知 


p=2、 3、 5、 7、 13、 17、 19、 31、 61、 89、107、127、521、607、1279、2203、 
2281、 3217、4253、4423、9689、9941、11213、19 937、21 701、23 209、 
44 497、86 243、110 503、132 049、216 091、756 839、859 433、1 257 787、 
1 398 269 以 及 2 976 221 


都 分 别 对 应 于 梅森 素数 1 . 


工 截至 2013 年 1 月 25 日 ， 已 知 有 48 个 梅森 素数 ， 除 正文 中 列 出 的 36 个 外 ， 第 37~48 个 梅森 素数 分 别 对 应 于 p =3 021 377、6 972 593、13 466 
917、20 996 011、24 036 583、25 964 951、30 402 457、32 582 657、37 156 667、42 643 801、43 112 609、57 885 161. 但 是 ， 最 后 6 个 梅森 
素数 在 所 有 梅森 素数 序列 中 的 序号 是 否 准确 ， 其 间 有 没有 漏网 的 梅森 素数 存在 ? 目前 尚 无 定论 (参考 
http://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_prime ) . 


本 


如 果 n 是 合 数 ， 则 数 2" 一 1 不 可 能 是 素数 ， 因 为 2" 一 1 以 2™ 一 1 作为 一 个 因子 : 


DRm i (2™ 1)(2™(*—l) 二 DPK 一 中 了 。。。 上 TY 


大 数 的 分 解 和 素性 检测 是 当今 的 热门 话题 .截至 1981 年 已 知 的 结果 汇总 在 了 参考 文献 08] 的 4.5.4 节 中 ， 许 
多 新 的 结果 还 在 不 断 地 被 发 现 .参考 文献 Po8] 中 的 第 391~394 页 介绍 


在 过 去 五 百年 的 大 多 数 时 间 里 ， 已 知 的 最 大 素数 


但 是 当 P 是 素数 时 ，2? 一 1 并 不 总 是 素数 ，21 一 1 = 2 047 = 23 x 89 是 最 小 的 这 类 非 素数 . 
) 


了 一 个 对 梅森 数 做 素性 


直 都 是 梅森 素数 ， 撤 


(梅森 明 


这 


检测 的 特殊 方 


或 者 5 这 样 很 小 的 值 ) . 对 这 
献 [208] 的 习题 4.5.4-27 给 出 了 详 


的 . 许多 人 试图 发 现 更 大 的 梅森 素数 ， 但 是 很 困难 . 因此 ， 那 些 真 1 
斯 世界 纪录 大 全 》 一 书 中 占有 一 席 之 地 感 兴趣 的 人 ， 可 能 会 尝试 用 形 如 2 十 1 的 数 取而代之 (对 于 不 取 3 


些 数 进行 素性 检测 几乎 可 以 做 到 与 对 梅森 数 进 和 


FE 对 


少数 几 个 梅森 素数 是 已 知 
而 不 是 对 财富 ) 和 在 《 吉 尼 


了 素性 检测 一 样 快速 ， 参 考 文 


我 们 还 没 了 完全 回答 原先 提出 的 有 多 少 个 素数 的 问题 . 有 无 穷 多 个 ， 

集合 “更 稠密 ”， 例 如， 正 整 数 中 有 无 穷 多 个 偶数 和 无 穷 多 个 完全 笠 

比 完全 平方 数 多 . 种 观念 是 观察 中 第 n 个 值 的 大 小 .第 nn 个 数 的 值 古 2m ， 

n2 .对 很 大 的 n，2n 要 比 襄 小 得 多 ， 第 n 个 偶数 出 现 的 要 比 第 n 个 完全 平方 数 早 得 多 ， 所 


说 ， 侦 数 比 完全 平方 数 多 很 多 ， 类似 的 观念 是 观察 


平方 数 不 超 过 z ， 对 很 大 的 > ，z/2 要 比 Vz 大 得 多 ， 所 以 我 们 可 


六 不 超过 z 的 数值 区 


日 是 某 些 无 限 集合 要 比 男 外 一 些 无 限 


Eg 


个 数 . 有 [z/ 引 个 个 


很 奇怪 . 我 认为 偶 整数 和 完全 平方 数 一 样 多 ， 因 为 它们 之 间 存 


在 一 一 对 应 . 


在 这 两 种 观念 下 ， 关 于 素数 我 们 能 说 些 什 么 呢 ? 事实 表明 ， 第 个 素数 Pn 大 约 是 n 的 目 


P,~ nlnn. 


(符号 “ ~” 可 以 读 成 渐 近 于 ， 它 表示 当 n 趋向 于 


超过 z 的 素数 个 数 r(z) ， 我 们 有 所 谓 的 素数 定理 


证 明 这 两 个 事实 超出 了 本 书 的 范围 ， 虽 然 我 们 可 以 容易 指出 它们 


V 


Schoenfeld3121 建立 了 便于 使 用 的 界限 


闵 再 次 说 有 更 多 的 偶数 


FP 的 每 一 个 者 


论 函 数 趋向 无 穷 的 速率 ， 那 时 我 们 将 会 看 到 ， 作 为 对 Pi 近似 的 函数 ，minn 
此 ， 素 数 的 个 数 要 比 偶数 的 个 数 少 ， 但 是 比 乎 方 数 的 个 数 多 


这 些 仅 在 n 或 x 二 cc 的 极限 状态 下 才 成 立 的 公式 可 以 用 更 精确 的 人 


(4.1 


3 1 
n 区 nt+lnlnno— 3) <P<n (n 1 十 nlnzm 一 ,Tn 二 20. 


如 果 我 们 观察 一 个 “随机 的 "整数 n ， 它 是 素数 的 机 会 大 约 是 1/ In7n 


要 检查 其 中 的 161n10 = 36.8 个 数 才能 发 现 一 个 素数 . (事实 表明 ， 
个 素数 . ) 而 素数 的 分 布 又 有 许多 不 规则 性 . 例如 ， 介 于 五 瑟 … 
含 这 两 个 数 ) 的 所 有 的 数 都 是 合 数 . 我 们 已 经 知道 省 多 挛 生 素数 (twin primes) 了 和 P+2 的 例子 (5 和 


7，11 和 13，17 和 19，29 和 31，...，9 999 999 999 999 641 和 9 999 999 999 999 643， 
是 否 存在 无 穷 多 对 挛 生 素数 . ( 见 Hardy 和 Wrightt181，51.4 以 及 82.8] . 


i 计 式 来 代替 ， 


无 穷 时 ， 比 值 Px/nhn 的 极限 是 1. 


9) 


蕴涵 着 男 一 个 . 
渐 近 地 介 于 2n 和 7z2 之 间 . 项 


有 数 和 |v 下 个 完全 


方 数 ， 然 而 在 某 些 重要 观念 下 ， 偶 数 要 
而 第 ”个 完全 平方 数 是 


以 我 们 可 以 


然 对 数 的 nn 倍 : 


) 类 似 地 ， 对 于 不 


第 9 章 将 计 


例如 ，Rosser 和 


(4.20) 


例如 观察 接近 10* 的 数 ， 我 们 大 致 需 


在 10 


户 十 2 和 PP:: 


) 


370 与 1086 一 1 之 


...) ， 然 而 没有 人 知道 


司 恰好 有 10 


“十 Pn+1 一 1 之 间 ( 包 


整数 ,然后 圈 出 2， 标 注 为 素数 ， 去 掉 2 的 所 有 倍数 .然后 重复 圈 出 未 加 图 
圈 出 的 数 束 是 素数 . 例如， 


计算 < z 的 所 有 7(z) 个 素数 的 一 个 简单 方法 是 构造 所 请 的 埃 拉 托 斯 提 尼 斯 第 . 


的 所 有 倍数 . 当 每 一 个 数 都 被 圈 或 者 被 去 掉 之 后 ， 
图 出 2， 然 后 去 掉 它 的 倍数 4，6，8 以 及 10. 


目 


未 被 去 掉 的 最 小 数 ， 并 去 掉 它 


Nt 


首先 写 下 从 2 


到 z 的 所 有 


z = 10 时， 


下 一 个 3 是 最 小 的 


加 圈 且 


去 


的 数 ， 所 上 L 


我 们 写 下 2 到 
我 们 圈定 它 


的 数 就 是 2，3，5 和 7， 所 以 不 


去 掉 10. 最 后 圈定 7， 圈 | 


EE 


并 去 掉 6 和 9. 现在 5 是 最 小 的 ， 所 以 我 们 
超过 10 有 7(10) = 4 个 素数 ， 


4.4 ”阶乘 的 因子 FACTORIAL FACTORS 
来 讨论 某 种 很 有 意思 的 高 度 复合 而 成 的 数 _ 阶乘 的 因子 分 解 : 


nl=1x2x.…xn=|[[#* ， 整 数 n 宇 0. 


现 帮 


k=1 (4.21) 

“我 用 非常 简单 的 记号 n! 表示 从 n 直到 1 的 递减 数 的 乘积 ， 也 就 是 2(7 一 1)(n 一 2) XxX.… X 3 Xx 2 x 1 .经 常 使 用 我 在 大 部 分 证 明 中 

所 做 的 组 合 分 析 就 产生 了 这 个 必 不 可 少 的 记号 .” 

_ Ch . 卡 曼 228] 
按照 我 们 对 于 空 的 乘积 的 约定 ， 这 就 定义 了 0! 是 1， 从 而 对 每 个 正 整 数 n 有 = (nn 一 In .这 是 个 不 同 
物体 的 排列 的 个 数 . 就 是 说 ， 它 是 将 件 物 品 排 成 一 行 的 方法 数 ， 对 第 一 件 物 品 有 nn 种 选择 ， 对 第 一 件 物 
品 的 每 一 种 选择 ， 对 第 二 件 物品 都 有 n 一 1 种 选择 ; 对 这 nln 一 1) 种 选择 的 每 一 选择 ， 对 第 三 件 物 品 都 有 
n 一 2 种 选择 ， 如 此 等 等 ， 总 共 给 出 7(n 一 了 (nn 一 2)… (了) 种 排列 方式 .下 面 是 阶乘 函数 的 前 几 个 数值 . 

n 0 ll 3 4 5 6 2 8 9 10 
nl! 1 1 站 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 
< 
知道 一 些 有 关 阶 乘 的 事实 是 有 用 的 ， 比 如 前 6 个 数 的 阶乘 值 ， 以 及 10! 大 约 等 于 ”3 个 百 万 加 上 零头 . 另 一 
个 有 意 轴 的 引 实 是 ， 当 nz25 时 ，n! 中 的 数字 的 个 数 超过 . 
利用 第 1 章 的 高 斯 技巧 ， 我 们 可 以 证 明 nl! 非常 大 : 
nl2=(lx2x:...xn)(nx:...x2x ee 
k=1 
n kni+l1—k) 1 2 k(n 十 ee 六 三 和 二 二 ( 才 
我 们 有 < k(nt+1—k) < i(n+1) 于 一 次 多 项 式 ( )= 1(n+1) ( 3 0 a 
及 上 =n 时 取 到 最 小 值 ， 而 它 在 “3+ 时 取 到 最 大 值 ， 于 是 
i nn <I er 
EkE=1 
这 就 是 
nM gnl!lg Wn (4.22) 
这 个 关系 式 告诉 我 们 ， 阶 乘 函 数 以 指数 方式 增长 ! ! 
对 于 很 大 的 mn， 为 了 更 加 精确 地 近似 n! ， 我 们 可 以 利用 斯 特 林 公 式 (我 们 将 在 第 9 章 里 推导 出 它 ) 
A Varn(2) . (4.23) 

个 更 加 精密 的 近似 会 告诉 我 们 渐 近 相对 误差 : 斯 特 林 公式 与 n! 的 相对 误差 大 概 是 1/112) ， 即 便 是 对 比 
较 小 的 n ， 这 个 更 加 精确 的 估计 也 是 非常 好 的 了 . 例如， 斯 特 林 近似 (4.23) 在 = 10 时 得 出 的 值 接 近 3 
598 696， 而 这 给 出 的 相对 误差 是 大 约 0.833% 守 1/120 ， 它 非常 之 小 ， 渐 近 分 析 是 个 好 东西 . 


让 我 们 回 到 素数 . 对 任 
在 n! 的 唯一 分 解 式 中 


何 给 定 的 素数 了 ， 我 们 希望 确定 能 整除 nl 
指数 .我 们 用 pW 来 记 这 个 数 ， 从 小 的 


的 了 的 最 大 昨 ， 也 就 是 说 ， 我 们 要 求 P 


情形 P=2 和 n= 10 开 始 研究 ，10! 是 10 
计 


个 数 的 乘积 ， 
对 如 下 阵列 


! 各 个 列 的 求 和 |: 


12345678910 
被 2 整除 
被 4 整除 
被 8 整除 
2 的 符 


( 按 列 求 的 和 有 时 称 为 直 尺 函数 (ruler function) PR) ， 
一 英寸 的 线 长 ，) 这 10 个 和 式 的 和 是 8， 从 而 2 整除 10! ， 


一 把 威力 强大 的 尺 . 


0 L02010301 


大 


=2(100 可 以 通过 将 这 10 个 数 对 2 的 竹 的 贡献 〈 也 就 是 被 2 整除 ) 求 和 来 得 到 ， 


为 它们 与 FTTTTTTTTTT 类 似 ,， 直 
而 2? 不 整除 它 . 


这 一 计算 对 应 于 


2 的 知 
5= |10/2| 
2= [10/4] 
1= |10/8| 


尺 标记 了 


es 


J 


还 有 另外 一 种 方法 : 我 们 可 以 对 每 一 行 的 贡献 求 和 . 第 一 行 记录 


了 对 2 的 寡 的 贡献 ， 这 样 的 贡献 有 


[10/21 =5 个 ， 第 和 


次 需 的 贡献 ， 
对 一 般 的 7 ， 


行 记 录 了 对 2 的 增加 一 次 贿 的 贡献 ， 
这 有 |10/3] =1 个 . 这 些 就 计 入 了 所 有 


这 个 方法 


本 可 


这 个 和 式 实际 上 是 有 有 
易 计 算 的 . 例如 ， 当 


当 2* > n 时 求 和 项 都 是 零 ， 因 此 它 


这 有 |LL0/4| = 2 个 . 
的 页 献 ， 所 以 我 们 有 so(10!) =5+2+1=8. 


而 第 三 行 记录 了 对 2 的 再 增加 一 


a 


而 这 是 相当 


口 


AAA 


它 只 有 le 可 个 非 零 的 项 ， 


z2 (100!) = 王 50 十 25 十 12 二 6 十 3 十 1=97. 


每 一 项 都 正 


一 项 都 正好 是 前 一 也 
|m72 省 | 一 [|n/2 | / 


前 一 项 的 一 


2|. 


4 


的 底 . 
当 我 们 


这 对 所 有 都 是 正确 的 ， 
二进制 写 出 这 些 数 时 ， 就 特别 容 


100 = dd = 


大 


1 4 


我 们 仅仅 从 一 项 中 去 掉 最 低 有 
判 表示 也 指出 了 怎样 扒 


效 位 就 得 到 了 下 一 项 . 


2 


全 
这 个 简 


吓 表 人 


本 50 _ 一 2™m Rg 


化 有 


让 中 vt2) 是 7 的 一 进 


贡献 om-1 2 9m-2 上 


将 我 们 的 发 现 失 


F 一 
/ 书 、\ 


E 广 到 | 入 


的 素数 p ， 根 据 与 前 面 同样 


ap(n!) = 昌 十 | 
p 


nn 


守 国 一 


Pp 


EE ， 我 们 就 有 


为 作为 


看 


(3.11) 的 一 个 特例 ， 我 们 有 
中 的 端倪 : 


[有 
| 


100 
50 
25 
12 

6 


wy 


(4.24) 


是 因为 对 的 值 贡献 2" 的 每 一 个 1， 都 对 = 


(n!) 


zp(n!) 有 多 大 呢 ? 从 求 和 项 


的 ) 上 界 : 


对 了 = 


2 和 n=100， 这 


直接 


去 掉 底 ， 然 后 对 无 穷 几 何 级 数 求 和 ， 我 们 得 到 一 个 简单 的 (然而 很 好 


12(n) 


t 


上 ， 真 值 n 
当 p 了 =2 和 3 时 ， 


般 ~n， 


公式 给 出 了 an 


大 ， 


这 看 起 来 是 合理 的 . 例如 ， 


但 是 ， 


spln1) 的 界 反 过 


| 用 这 
所 有 n> 


比方 说 n= 2*， 


这 与 我 们 在 (4.22) 


PS 


我 们 甚至 能 对 ; 


还 没有 人 能 证 明 这 村 


1 < (2")" = 


个 不 等 式 给 
因为 湖 
)~ngb 
当 n =6 


的 七 合 会 发 生 无 穷 多 ? 


直 97 接 近 ， 事实 


A 


E 确 的 ， 而 且 : 


H97<100， 因此 上 界 100 不 仅仅 是 ] 
近 地 说 ， ?tm) < lgn| 要 比 n 小 得 多 . 


及 nD)~ nf/2， 所 以 ，sa(n) 偶 
以 及 n=7 时 ， 这 种 情况 就 会 发 9 


多 次 . 


县 


天 


尔 


还 会 与 ea(z0 的 一 半 恰 好 一 样 
因为 6(=2x3:x5=71/7. 


Ps 


Eo 


来 会 给 出 一 个 关于 


我 们 可 以 简化 这 个 公式 ( 
何 素数 对 n! 的 贡献 都 小 于 


SR 
出 有 了 
DPK 


我 们 可 以 得 


就 很 容易 与 不 等 


1 


侍 


到 


这 一 论证 


每 一 个 这 


的 不 等 式 n! > mn 矛盾 
FE 方 法 予以 加 强 ， 


Ep? 是 了 对 n! 的 贡献 ) : 


”的 界 (这 上 


ni/(p—1) 


PE) <p 


着 大 大 放宽 上 界 的 风险 ) ， 


和 局 
这 要 


i 2™ 


从 而 p™(p-Y) < (27-1)™/(p-Y) 二 2m 


明 . 因为 如 果 只 有 
多 贡献 一 个 因子 2" 


就 有 


大 个 素数 2 3 ， 那 么 对 
1 .但 是 n, 


丰 ， 


E 穷 多 个 素数 的 另 一 个 证 
， 因 为 每 一 个 素数 3 
式 nl < 2 产生 了 矛盾， 这 样 


Ink _ go2Kk 


nl < 


穷 多 个 素数 . 
7(n) 表示 不 超过 


， 故 而 ， 
7(n) 的 一 个 粗略 的 界 ， 


仍然 有 无 


从 而 得 n 的 素数 个 数 . 


到 7 


的 素数 都 对 nn 贡献 一 个 小 于 2" 的 


:在 这 里 


如 


斯 特 林 近似 (4.23) 


从 而 


， 所 以 ， 与 前 相同 有 


- 
大 | 


nl < nmr(n) 


界 ) 代替 nl!， 


并 取 对 数 ， 我 们 就 得 到 


( 尼 是 二 企 下 


nn(n)>n 


, L 
lg(n/e)+ 5 lg(27n ) 


与 实际 的 值 Tn) ~ nlnn 相 比 较 ， 
我 们 并 不 需要 很 辛苦 就 得 到 了 这 个 结 


碟 ， 


4.5 互 素 RELATIVE PRIMALITY 


当 gcd(m,n)=1 时 ， 整 数 m 和 n 没有 公 旨 子 ， 我 们 就 称 它们 是 互 素 的 (relatively prime) . 


7(n) > lg(n/e). 
这 个 下 界 是 很 弱 的 ， 因 为 当 n 很 大 时 ，1logn 要 比 71ogn 小 得 多 . 但 


上 的 素 因 


果 ， 这 不 过 就 是 一 个 界 而 


沿 


这 个 概念 在 实践 中 很 重要 ， 我 们 应 该 给 它 一 个 特别 的 记号 . 但 是 ， 哎 ， 数 论 学 家 们 还 未 就 一 个 很 好 的 记号 
达成 一 致 . 于 是 ， 我 们 呼喊 : 世界 上 的 数学 家 们 ， 听 听 我 们 的 ! 我 们 不 再 等 了 ! 我 们 现在 就 用 一 个 新 的 记 
也 让 许多 公式 变 变 得 清晰 起 来 ! 如 果 m 和 nn 互 素 ， 我 们 就 写成 “mln”， 并 说 “m 与 n 互 素 ”. 换言之 ,我 
门 宣布 

就 像 互相 垂直 的 线 没有 共同 方向 一 样 ， 互 相 垂直 的 数 没 有 共同 的 因子 . 

ml 上 n 全 m,n 是 整数 ， 且 gcd(m,n)=1. (4.26) 
一 个 分 数 m/n 是 最 简 分 数 ， 当 上 且 仅 当 mlLn ， 由 于 我 们 是 通过 消去 分 子 和 分 母 的 最 大 公 因 子 来 将 它 化 为 最 
简 分 数 的 ， 因 而 一 般 来 说 ， 我 们 推测 
m/ gcd(m,n ln/ gcd(m,n), (4.27) 
而 这 的 确 为 真 . 它 可 以 从 一 个 更 加 一 般 的 规则 gcdlkm, hn) =kgcd(m,n) 推导 出 来 ， 这 个 规则 的 证 明 在 习题 
14 中 . 
当 我 们 处 理 数 的 素 指数 表示 时 ， 根 据 最 大 公 因 子 的 规则 (4.14) ， 关 系 上 有 一 个 简单 的 说 明 : 
玉 上 下 全 min(m,,n,)=0， 对 所 有 p. a 
此 外 ， 由 于 Mp 和 ?是非 负 的 ， 我们 可 以 将 它 改写 成 
mlin © m,n,=0, 对 所 有 p. (4.29) 

与 正 交 向 量 相似 ， 点 积 为 零 . 

现在 我 们 能 证 明 一 个 重要 的 法 则 ， 利 用 它 我 们 可 以 将 两 个 具有 相同 左边 量 的 上 关系 进行 分 拆 或 者 组 合 : 
klmHEAlnoOklLm. (4.30) 

(4.29) ， 这 个 规则 是 下 面 命题 的 另 一 种 说 法 : 当 mp 和 7 非 负 时 ， 乌 Wip 二 0 且 语 mp 二 0 当 且 仅 当 

(mp 十 np) = 人 0 . 
有 一 种 非常 好 的 方法 来 构造 由 满足 mn 的 全 部 非 负 的 分 数 /7 组 成 的 集合 ， 它 称 为 Stern-Brocot 树 ， 它 
是 由 德国 数学 家 Moritz Stern[339] 和 一 位 法 国 钟表 匠 Achille Brocot[40] 分 别 独立 发 现 的 . 其 思想 是 从 两 个 分 

大 | 

数 下 出 发 ， 然 后 依照 你 希望 的 次 数 重复 下 面 的 操作 : 

当 其 他 人 都 绝对 会 说 “发 明了 ”的 时 候 ， 有 意思 的 是 ， 数 学 家 怎么 会 说 “发 现 了 ”. 

在 两 个 相 邻 接 的 分 数 n 和 ww 之 间 插 入 n+ 
0 1 

新 的 分 数 (二 /tn 二 允 称 为 Wn 和 m/w 的 中 位 分 数 (mediant) . 例如， 第 一 步 给 出 介 于 1 和 0 之 间 


的 


个 新 的 值 


两 个 值 : 


“I 
一 | 一 


接 下 来 又 多 给 


[H 
[| 


人 到 8 个 、16 个 3 
来 是 


四 个 值 


新 的 值 等 . 


“在 最 简 分 数 形 式 下 ” 


每 一 个 分 数 
[ 称 为 祖先 (ancestor) 的 分 数 是 沿 着 


为 什么 这 


最 简 分 数 ? 


为 什么 一 个 特殊 的 分 数 不 


保护 拙劣 的 模仿 . 


所 


有 这 些 问 题 都 有 


都 是 


构造 全 


/ 
mm 


7 十 72/ 


， 我 猜想 1/ 0 是 无 穷 大 . 


这 些 分 


数 的 阵列 可 以 看 成 是 


棵 无 限 的 二 又 树 构造 ， 它 的 顶端 


部 分 看 起 


昌 
.e. 
.©® 
ee 
人 。 
ee. 
当 省 


起 作用 ? 例 
(如 果 772 ， 


mm ) 


能 出 现 


中 到 
{ 


离 它 最 近 的 祖先 ， 而 n’ 则 是 右上 方 离 它 最 近 的 祖 


如 ， 为 什么 每 一 个 出 现在 


pe 


向 上 可 达 的 ，] 许多 模式 都 可 以 在 这 样 的 树 中 观察 到 . 
中 位 分 数 亚 士 于 Ja 十 2) 都 被 证 实 


n 和 n’' 全 都 是 奇数 ， 我 们 部 
分 子 和 分 母 都 为 奇数 的 分 数 永远 不 会 相 邻 地 出 现 . 


遇 数 /偶数 ， 这 种 构造 以 某 方式 保证 了 
) 又 为 什么 所 有 可 和 的 分 数 mn 都 恰好 只 出 现 一 次 ? 


上 


El 


ZN、 已 


次 ， 


邻 分 数 ， 我 们 就 有 


这 个 关系 式 开 


的 新 情形 


这 两 个 等 式 都 等 价 了 
变 的 . 


此 外 ， 如 恒 


上 不 


Em/n 


于 始 时 是 了 


FE 确 的 x1 


出 人 意外 的 简单 答案 ， 


/ 下 
mn—mn =1. 


或 


0x0=1) 


者 根本 就 不 出 现 呢 ? 


它们 都 基于 : 


如 果 m/" 和 mw /mw 是 这 个 构造 中 任何 一 个 阶段 的 相 


(4.31) 


当 插 


[ 


入 一 个 新 的 


位 分 数 (m +m')/n+ 四 时 ， 需 要 检验 


(m+mn— mn+i+n)=1: 


ml(nti+n) (mt+mn’=1. 


它们 所 替代 的 原始 条 件 (4.31 


-一 PF 
<m/n 


所 有 的 值 都 是 非 负 的 ， 


mi/n < 


.这 样 一 来 ， 


(4.31) 在 这 一 构造 的 任何 阶段 都 是 不 


容易 验证 


(m+m)/(n+n’) <m'/n. 


个 中 位 分 数 并 不 处 在 它 原先 两 个 值 的 正中 间 ， 但 它 的 确 位 于 它们 之 间 的 某 个 地 方 . 于 是 这 一 构造 保持 分 
数 的 次 序 ， 且 在 两 个 不 同 的 位 置 上 我 们 不 可 能 得 到 同样 的 分 数 
真 的 ， 不 过 如 果 你 得 了 创 性 骨折 (fracture) ， 最 好 去 看 医生 . 
仍然 存在 一 个 问题 . 任何 满足 a15 的 正 的 分 数 o/2 都 可 能 被 遗漏 吗 ? 答案 是 否定 的 ， 因 为 我 们 可 将 这 一 构 
造 局 限于 与 " 必 紧 邻 的 分 数 ， 而 在 这 个 范围 内 其 性 状 容 易 加 以 分 析 . 一 开始 我 们 有 
m 0 a 1 m’ 
<(e i 
这 里 为 6 加 上 括号 用 以 指出 它 实际 上 还 不 存在 .这样 ， 如 果 在 某 个 阶段 我 们 有 
m /ay _m 
i 
那么 这 个 构造 就 形成 (m+m)/(n+m) ， 这 里 有 三 种 情形 :tm 二 mt+ = a/b ， 则 我 们 得 到 了 ; 
(m+tm)/(ntn) <aflb ， 则 可 以 令 问 二 站 + nn (TV > a/b， 则 可 以 令 
Tm 十 m ，N 人 nn 二 nn ， 这 个 过 程 不 可 能 无 限制 进行 下 去 ， 因 为 条 件 
WR 
b nn 和 mn b 
芒 沽 
an—bm 宇 1 和 bm’—an’ 之 1 
从 而 
(m+n)an-bm)+(m+n)bm 一 am ) 三 7 十 m 十 7 十 刀 ， 
而 根据 (4.31) ， 这 与 4 二 bm 二 +n/ 十 m 十 n 是 样 的 . CE 论 是 m ，n ，m' ， 或 者 是 n ， 它 们 在 每 一 步 
都 会 增加 ， 所 以 在 至 多 a +b 步 之 后 我 们 一 定 会 得 到 o/b . 
阶 为 NN 的 法 里 级 数 (Farey serires) 记 为 Fy ， 它 是 介 于 0 和 1 之 间 的 分 母 不 超过 N 的 所 有 最 简 分 数组 成 的 
集合 ， 且 按照 递增 的 次 序 排列 . 例如 ， 如 果 六 一 6 我 们 就 有 
R22 
1654352534561 
Ep 
在 一 般 的 情形 ， 我 们 可 以 从 ” ”1'1 出 发 ， 然 后 尽 可 能 插入 中 位 分 数 (只 要 得 到 的 分 母 还 不 太 大 ) ， 这 
样 束 能 得 到 Fy . 用 这 种 方法 不 会 漏 掉 任 何 一 个 分 数 ， 因 为 我 们 知道 Stern-Brocot 构 造 不 会 漏 掉 任 何 一 个 分 
数 ， 还 因为 分 母 < N 的 中 位 分 数 永远 不 可 能 由 分 母 > N 的 分 数 形成 ， ( 换 句 话说 ， Fw 定义 了 Stern- 
Brocot 树 的 果子 树 (subtree) ， 它 是 通过 去 除 不 想 中 要 的 分 支 而 得 到 的 . ) 由 此 推出 ， 只 要 mw/n 和 /mw 
是 一 个 法 里 级 数 中 相 令 元素 ,就 有 mn 一 mn’=1. 

这 一 构造 方法 揭示 出 7x 可 以 用 一 种 简单 的 方法 从 “w-! 得到， 直接 在 vy-1! 中 分 母 之 和 等 了 N 的 相 邻 分 数 
m/n 和 m/w 之 间 插 入 分 数 (m+m)/N ， 例如， 根据 所 说 的 规则 插入 7'7 “'7， 容 易 从 万 的 元 素 得 到 
万 -0311121231432534591 

1765473572753745671 
当 N 是 素数 时 ， 将 会 出 现 NN - 1 个 新 的 分 数 ; 否则 将 会 有 少 于 N 一 1 个 新 的 分 数 ， 因 为 这 个 过 程 只 产生 与 


NN 互 素 的 分 子 . 


我 们 早 就 在 (4.5) 中 证 明了 (以 不 同 的 语言 ) 只 要 mln 且 0<m<n， 就 能 找到 整数 a 和 bb， 使 得 


ma—nb=1. 4.32) 


(实际 上 我 们 说 过 Wm 二 Wn = gcdtm,n) ， 但 是 我 们 可 以 取 1 作 为 gcdlm,m)， 取 a 作为 m ， 取 6b 作为 -nm 
.，) 法 里 级 数 就 对 (4.32) 给 出 了 另外 一 个 证 明 ， 因 为 我 们 可 以 设 b/a 是 五 中 位 于 m/n 之 前 的 那个 分 


数 . 这 样 (4.5) 正好 又 是 (4.31) .例如 ，3a 一 75= 1 的 一 个 解 是 4=5,b= 2 ， 这 是 由 于 在 万 中 5 
的 前 面 . 这 个 构造 就 意味 着 ， 如 果 0<m<n 我 门 总 可 以 求 得 (4.32) 的 满足 0<5<a<n 的 一 个 
类 似 地 ， 如 果 0<n<m 目 mlLn， 只 要 设 a 是 五 ,中 腿 在 wm 后面 的 那个 分 数 ， 我 们 就 能 对 
0<a< 也 mm 求解 (4.32) . 


法 里 级 数 中 三 个 相 邻 项 组 成 的 序列 有 一 个 迷人 的 性 质 ， 这 在 习题 61 中 给 出 了 证 明 . 不 过 我 们 最 好 不 要 再 进 
步 对 法 里 级 数 进行 讨论 了 ， 因 为 整个 Stern-Brocot 树 已 被 证 明 更 有 意义 . 


法 里 已 经 谈论 得 够 多 了 . 


个 


3 
了 


事实 上 ， 我 们 可 以 把 Stern-Brocot 树 看 成 一 个 表示 有 理 数 的 数 系 (number system) ， 因 为 每 一 个 正 的 最 简 
分 数 都 恰好 出 现 一 次 . 我 们 用 字母 二 和 忌 表 示 从 这 棵 树 的 树 根 走 到 一 个 特定 分 数 时 向 左下 方 或 者 右 下 禄 


的 分 文 前 进 ， 这 村 串 工 和 有 防 唯 “确定 了 全 中 的 个 位 置 . 例如 ， LRRL 表示 我 人 人 向 左下 走 到 2 


， 再 向 右 下 到 3 ， 再 向 右 下 到 4 ， 再 向 左下 到 7 . 我 们 可 以 认为 LRRL 就 是 7 的 一 个 表示 . 按照 这 种 方 
法 ， 每 一 个 正 的 分 数 都 表示 成 了 唯一 的 一 串 工 和 忌 . 


1 
不 过 ， 实 际 上 还 有 一 点 问题 : 分 数 1 与 空 的 (empty) 字符 串 相 对 应 ， 对 此 我 们 需要 一 个 记号 . 我们 将 它 
记 为 T， 因 为 它 看 起 来 有 点 像 1 并 且 代 表 “ 单 位 元 ”. 


这 表示 自 然 引 出 两 个 问题 : 1) 给 定 满足 mln 的 正 整 数 m 和 nn， 与 mW/n 对 应 的 由 LL 和 组 成 的 字符 
串 是 什么 ? (2) 给 定 一 个 由 工 和 RR 组 成 的 字符 串 ， 与 它 对 应 的 分 数 是 什么 ? 问题 (2) 似乎 更 容易 
些 ， 所 以 我 们 先 来 解决 它 . 当 s 是 由 工 和 R 组 成 的 一 个 字符 串 时 ， 我 们 定义 


fl5) = 与 5 对 应 的 分 数 . 


根据 这 一 构造 ， 如 果 "wn 和 w/w 是 在 这 棵 树 的 上 面 一 层 中 位 于 f(5) 的 前 面 以 及 后 面 且 与 之 最 接近 的 分 
数 ， 就 有 f(5) = (m+m) /n+n’) 开始 有 mm/ /n=0/ 1 和 mi /mn = 1 '0 接 ] 下 来， 当 在 这 棵 树 中 辐 右 或 者 
向 左 移动 时 ， 我 们 就 相继 9 中 位 分 数 (m++m | ‘(nin’ ) 分 别 代替 7T2/ /7 或 者 772/ Jn . 


我 们 如 何 才 能 在 易于 处 理 的 数学 公式 中 捕获 这 一 性 状 呢 ? 稍 做 试验 就 表明 ， 最 好 的 方法 是 建立 一 个 2x 2 


矩阵 
MI(S) = 让 呈 
7 mm 


它 拥有 包含 在 (5) 的 祖先 分 数 /2 和 /7 ' 所 含有 的 四 个 量 . 我 们 可 以 像 分 数 那 样 把 诸 m 放 在 上 方 ， 
而 把 诸 n 放 在 证 不 过 这 种 上 下 颠倒 的 放置 方法 更 为 行 之 有 效 ， 因 为 当 这 一 过 程 开 始 时 我 们 有 
un=( 1) ( 0 

0 1 ， 而 \0 1 习惯 上 称 为 单位 矩阵 了 . 


问 左 一 步 用 n+ww 代替 n ， 而 用 m+m 代 蔡 mm， 从 而 


7 十 了 n 7 1 1 二 
MI) (2 m | 本 GC fh 0 sp) . 站 


(这 是 关于 2 x 2 矩阵 乘法 的 一 般 规则 


SN 
| 
~ ~、 
Ne 
Wy 
EE 
问 
Ne i 
| 


aw+by ar 十 bz 
cwt+dy cr 二 dz 


的 一 个 特例 . ) 类 似 地 ， 已 经 证 明 有 


如 果 你 对 抢 阵 一 头 雾 水 ， 不 用 担心 ， 这 本 书 仅 在 这 里 用 到 它们 


这 样 一 来 ， 如 果 我 们 把 工 和 忌 定 义 成 2x2 和 矩阵 


1 1 1 0 2 
c= 1 Ra= (1 站 (4.33) 


十 s 的 长 度 用 归纳 法 ， 我 们 得 到 简单 的 公式 W4S) = 3 .这 不 是 很 漂亮 的 结果 吗 ? (字母 L 和 有 双重 作 
， 既 作为 矩阵 又 作为 字符 串 表 示 中 的 字母 ，) 例如 ， 


1 1V/1 oN /1 oN /11 2 1\/11 
M(LRRD = LRRL= (0 | ( ]】) 《 1) ff 中 = (: 1) G 3) - 


> 


3 
和 4 .这 个 结构 就 给 出 了 问题 (2) 的 答案 : 


nn n’ 772 十 772/ 
信 } = 一 车 
f(S)=f ft A nt+n’ (4.34) 


那么 问题 (1) 呢 ? 既然 我 们 弄 明白 了 树 的 结 点 与 2 x 2 矩阵 之 间 的 联系 ， 那 这 个 We ， 给 定 一 对 
正 整数 普 和 mn ，mJn ， 我 们 可 以 通过 “二 又 搜 索 * 求 出 "Wn 在 Stern-Brocot 树 中 的 位 置 
5 
while m/n A# f(sS) do 
if mj/n < f(S) then (output(L):s := SL) 
elseloutput(R):S := SR) 


这 就 输出 了 期 望 的 由 工 和 忌 组 成 的 字符 串 . 


还 有 男 一 种 方法 来 做 同样 的 事 ， 那 就 是 改变 m 和 nn ， 而 不 是 保持 状态 5 ， 如 果 5s 是 任意 一 个 2 x 2 矩阵 ， 
我 们 就 有 


f(RS) = f(5)+1, 


By 


为 RS 像 s ， 只 是 将 上 面 一 行 加 到 了 下 面 一 行 上 ， (我 们 仔细 观察 它 


1 
nn nn nn nn 
上 二 -19= 2 yh Fe 
m m m+n m+n 


从 而 1(5) = (mm 十 m)/(nti+n) BF(RS)= (m+n) + (m+n)) /nt+n’). ) 如 果 我 们 对 满足 m nn 的 分 数 
mn 执行 二 又 搜索 算法 ， 第 一 个 输出 将 是 R ， 于 是 ， 如 果 我 们 从 (一 W/m 而 非 mn 开始， 那么 该 算法 
接 下 来 的 性 状 将 是 使 1(3) 恰好 大 1. 类 似 的 性 质 对 工 也 成 立 ， 且 我 们 有 
m = f(RS) 心 mn 一 f 
和 = f{(L5S) 兮 一 一 上 


(5S), m>n: 
(5S), m <n. 


这 就 意味 着 我 们 可 以 将 二 又 搜索 算法 转换 成 如 下 不 用 矩阵 的 程序 : 


whilem#n do 
if m<n then (loutput(L):n := 7— m) 


else (output(R):m := m 一 也) 


例如 ， 给 定 m/n = 5/7 ， 则 按照 简化 的 算法 ， 我 们 相继 有 
m = 5 S53 1 
A 2 


输出 LRRIL. 


无 理 数 不 出 现在 Stern-Brocot 树 中 ,但 是 所 有 与 它们 “接近 的 * 的 有 理 数 都 在 其 中 . 例如 ， 如 果 我 们 尝试 对 数 
。 = 2.718 28… 而 不 是 对 分 数 m/n 用 二 又 搜索 算法 ， 就 会 得 到 一 个 由 工 和 组 成 的 无 限 字符 串 ， 其 开始 音 


分 是 


tH 


RRLRRLRLLLLRLRRRRRRLRLLLLLLLLRLR::: 


我 们 可 以 把 这 个 无 穷 字 符 串 看 成 是 e 在 Stern-Brocot 数 系 中 的 表示 ， 正 如 将 e 表示 成 无 限 十 进 制 小 数 
2.718 281 828 459 .. 或 上 首 无 限 二 进 制 分 数 (10.101 101 111 110::: )2 一 样 . 附带 指出 二 在 Stern-Brocot 数 系 
中 的 表示 其 实 是 很 有 规则 的 ， 


在 1904 年 于 海德 堡 举行 的 国际 数学 家 大 会 上 ， 赫 尔 曼 - 闵 可 夫 斯 基 讲 述 了 这 种 非 同 寻常 的 二 进 制 表示 . 


e= RIIRLRILRLIRLRILRLSRLRYLRLYRL-:..: 


这 等 价 于 欧 拉 [105] 在 24 岁 时 所 发 现 的 结果 的 一 个 特例 . 
由 这 个 表示 我 们 可 以 推出 ， 诸 分 数 


1 2 3 5 8 1 DB 30 4 6 87 16 13 29 42 65 8 
0 
是 对 数 e 的 最 简单 的 有 理 上 界 和 下 界 近似 . 因为 如 果 w/w 不 出 现在 这 张 表 中 ， 那 么 这 张 表 中 某 个 分 了 
19 
一 2.714. 


只 而 分 全 "的 分数 训 介 于 "人 和。 之 问 例如 ， 本 作为 6 的 近似 不 像 -一 2 “那样 简单 ， 后 者 
出 现在 这 张 表 中 且 更 接近 于 。 .我 们 能 了 解 这 点 ， 是 因为 Stem-Brocot 峙 不 仅 能 按 次 序 包含 所 有 的 有 理 数 ， 
i ee a 
一 RALRRL ， 后 者 小 于 e- RRLRRLR.…， 用 这 种 方式 可 以 做 到 极 好 的 近似 .例如 


i 其 准确 度 大 约 与 
e 的 二 进 制 表 示 法 的 16 位 所 能 得 到 的 准确 度 相当 


对 不 用 和 矩阵 的 二 又 搜 索 程序 做 些 简单 修改 ， 我 们 避 ® 可 以 求 得 无 理 数 a 的 无 限 表 示 : 


if a <1 thenloutput(L):a := a/(l1 — a)) 


elseloutput(R):a := a— 1) 


复 无 限 多 次 ， 或 者 重复 到 我 们 厌倦 为 止 . ) 如 果 a 是 一 个 有 理 数 ， 用 这 种 方式 得 到 的 无 限 
得 到 的 相同 ， 不 过 在 a 的 (有 限 ) 表示 的 右边 要 附加 上 EL .例如 a = 1 ， 我们 就 得 到 


(这 些 步 又 要 重 
表示 与 我 们 以 前 


3 4: 
3 


2 3 
“12 


RLLL- 它 对 应 于 无 限 分 烙 库 询 3 1 


< 


样 一 来 ， 如 果 我 们 令 0 心 工 以 及 1 R， 那 么 在 [0..1) 与 |0.…00) 之 间 就 有 了 一 个 保 序 的 一 一 对 应 . 


在 网 几 里 得 算法 和 有 理 数 的 Stem-Brocot 表 示 之 间 有 一 种 密切 的 联系 .给 定 = mn ， 我 们 得 到 Lm/7 
, 然后 得 到 | nj(m mod n)| 作 天 接着 得 到 | m mod n)/(n mod (m mod n))| 个 瑟 如 此 直下 去 . m 


Fk 它 的 极限 趋向 于 1， 如 果 把 工 看 成 0， 把 下 看 成 1， 
种 情形 恰好 与 通常 的 二 进 负 记号 类 人 正如 [0.1) 中 的 每 个 实数 > 都 有 一 个 结尾 不 全 是 1 的 无 限 二 进 和 着 
(.bib2ba…)2 一 样 ，[0..%) 中 的 每 一 个 实数 a 证 个 结尾 不 全 是 RR 的 无 限 Stern-Brocot 表 示 Bi BoBs … 


这 


| 表示 


] 个 RR 


mod n 


、n mod (m mod n) 、... 这 些 数 正好 就 是 欧 几 里 得 算法 中 所 检验 的 那些 值 ， (最 后 需要 说 句 多 余 的 话 : 


要 确信 没有 无 穷 多 个 R .) 我 们 将 在 第 6 章 里 进一步 探讨 这 个 关系 . 


4.6 mod: 同 余 关 系 ‘MOD’: THE CONGRUENCE RELATION 


模 算术 
算 . 在 这 一 章 里 ， 我 们 也 将 把 mod 运 用 到 整个 方程 上 ， 为 此 ， 使 用 稍微 不 同 的 记号 会 更 加 方便 ; 


“我 们 将 用 符号 三 作为 数 的 同 余 的 记号 ， 而 将 所 用 的 模 放 到 其 后 的 括号 里 ， 比 如 -16 三 9(mod 5), 一 7 三 15(mod 11). 


高 斯 042] 


， 


a 三 b (modm) 会 amodm = bmodm. (4.35) 


例如 ，9 三 一 16 (mod5) ， 因 为 9mod5=4=(-16) mod5 .公式 4 三 blmodm) 可 以 读 成 “a 关于 模 mm 
同 余 *. 这 一 定义 当 a、b 和 m 是 任意 实数 时 都 有 意义 ， 不 过 我 们 几乎 总 是 只 对 整数 用 此 定义 . 


由 于 zmodm 与 x 相差 mm 的 倍数 ， 因 而 我 们 可 以 用 另 一 种 方式 来 解读 同 余 式 : 


a=b (mod m) SO a 一 b 是 mm 的 倍数 . (4.36) 


如 果 a mod m= 二 bmod m ， 那 么 式 (3.21) mod 的 定义 告诉 我 们 ， 对 某 些 整数 大 和 7 有 
a 一 b=amodm+km 一 (bmodm 十 Im) 二 (一 m 反之 ， 如果 ap = ， 则 当 冯 =0 时 有 ma 


就 有 


amodm=a—la/m|m=b+km— |(b+km)/m|m 


=b— Ib/m|m=bmodm. 


式 (4.36) 中 对 于 = 的 刻画 常常 比 式 (4.35) 更 容易 应 用 . 例如 ,我 们 有 3 三 23 (mod5) ， 因 为 
8 一 23 = -15 是 5 的 倍数 ， 我 们 并 不 需要 计算 8mod5 和 23 mod5. 


“ 模 掉 轻微 的 头疼 ， 我 今天 感觉 良好 . ” 
黑客 词典 (The Hacker's Dictionary ) [337 


同 余 符号 = 看 起 来 好 像 = ， 因 为 同 余 式 与 方程 非常 相像 .例如 ， 同 余 是 一 个 等 价 关系 ne 


数论 提供 的 一 种 主要 工具 ， 我 们 在 第 3 章 利用 二 元 运算 mod 时 见 过 ， 它 通常 是 表达 式 中 的 一 
已 


i 


与 b 


b ， 不 然 


有 这 


relation) ， 这 就 是 说 ， 它 满足 自 反 律 a =a、 对 称 律 a==6b 坟 b=a 以 及 传递 律 " 三 a=c 


些 性 质 都 容易 证 明 ， 因 为 对 某 个 函数 了 满足 & 三 ! 全 flQ) = f(b) 的 任何 关系 二 都 是 一 个 等 价 关系 - 
们 的 情形 中 ，f(z)=zmodm ，) 此 外 ， 我 们 将 同 儿 的 元 素 相 加 和 相 大 仍 保持 同 余 关系 : 


a=b 且 c=d > at+c=b+d (mod m) ; 
a=b 且 c=4d 一 a—c=b-d (modm). 


如 果 a 一 b 和 < 一 4 都 是 m 的 倍数 ， 那 么 (a 十 0) 一 (8 二 由 = (a 一 站 ++(c 一 了 和 


(a 一 0) 一 (6 一 d) = (a 一 一 (c 一 d) 亦 然 ， 附带 指出 ， 对 每 一 次 出 现 的 = ， 并 不 一 定 都 要 写 出 (modm) ， 


模 是 常数 ， 我 们 只 需要 对 它 说 明 一 次 来 建立 前 后 关系 . 这 就 是 同 余 式 记号 的 一 个 最 大 便利 . 
乘法 同样 有 效 ， 只 要 处 理 的 对 象 是 整数 : 


(在 我 


pa 


如 明 


a=b 且 c=d 


证 明 : ac 一 bd = (a—b)c+ 


a=b 


例如 ， 由 于 2 
且 仅 当 是 偶数 . 


一 来 ， 我 


三 一 1 (mod3), 


= ac 三 DC 


竺 反复 


blc—d). 


应 用 这 个 乘法 性 


=> (mod m) ， 


大 


门 对 方程 所 习惯 做 的 大 多 数 代数 运算 对 同 余 式 都 可 以 运用 . 》 


这 样 未 
令 运 自 


算 显 然 不 在 其 中 


73 \times 2 \equiv 5 \times 2~(\bmod 4) ， 


如 果 Fad \equiv bd~(\bmod m)， 
但 是 P23\not\equiv5 . 


然而 ， 在 d 与 m 互 素 这 一 


例如 ， 


常见 情 


只 要 模 m 不 是 5 的 倍数 ， 由 已 15 \equiv 35~Cbmod my) 挫 


形 


质 ， 
a,b 是 整数 ， 整 数 二 


而 有 世 {2An} \equiv {( - DAnj~Cbmod 3) ， 


b,c 是 整数 . 


(modm), 


我 们 可 以 取 需 : 


1 是 


味 着 2" 一 1 是 3 的 


3 


我 们 不 能 永远 断言 


音 数 ， 


人 


让 二 


层 ， 


有 za\equivb. 


， 我 们 可 以 挽救 这 一 消 元 性 质 : 


(4.37) 


为 证 明 这 一 性 


质 ， 我 们 


再 次 应 用 推广 


的 最 大 公 因 子 法 则 (4.5) ， 


那么 ， 
z-d'd \equiv 1 ， 


如 果 Pad \equiv bd ， 


(modm) 的 同 余 式 时 ， 数 蕊 d 的 作用 
将 除法 应 用 到 同 余 式 的 另 一 


ad 三 


数 a,b,d 


这 个 法 则 对 所 有 实 


我 们 就 能 用 zd' 来 乘 这 个 同 余 式 


我 们 就 有 Pad'd \equiv a 以 及 Pbd'd i b ， 从 而 蕊 avequivb ， 这 个 订 


非常 像 1/d ， 


种 方法 
bd {modmd) 


和 m 都 成 立 ， 


碟 ， 


全 


为 它 只 


大 


出 局 3 \equiv 7~(bmod m) 是 合法 的 . 


寻求 Pad' 和 mr， 使 得 


a 


= 


大 多 数 ， 而 不 是 所 有 ; 
例如 ， 


Pd'd +m' m=1. 
的 两 边 2 得 到 蕊 add \eguiv bd'd . 


(4.38) 


只 与 分 配 律 (a mod mjd = ad mod md 有 关 : 我 们 有 


amodm = bmodm (amod m)d = (b mod m)d SS ad mod md = 


bd mod md 
3 x2 三 5 x2(mod4) 就 得 出 


我 们 可 以 将 (4.37) 和 (4. 


3 三 5(mod2). 


合 起 来 得 到 一 个 一 般 法 则 ， 


组 


纯 


38) 


ad = ba (modm) 


Oa=b 区 


上 
(ld,m) 三 b: gcd (d,m) 


对 为 可 


a:gcd 


我 们 再 进 
100 的 任何 一 个 因子 的 模 都 


a=b (modma) 


用 zd' 乘 ad \equiv bd ， 


) (modm), 


步 观 察 改变 模 的 想法 . 


— 
gcd(d,m) l 


{中 dd+mm = gcd (d,m), 
它 可 


如 


成 立 . 


全 > a=b (modm), 


大 


为 md 的 牺 


E 何 倍数 也 都 是 m 的 倍数 . 


它 尽 


E 尺 


4,b,d,mm 是 


F 是 ， 比 方 说 ， 


尽 可 能 小 地 改变 模 : 


整数 . 


(4.39) 
这 就 给 出 同 余 式 


六 用 gcd (ld,m) 来 除 . 


果 我 们 知道 a 三 以 modl00) ， 
说 a 一 6b 是 100 的 倍数 ， 要 比 说 它 是 10 的 倍数 ， 更 强 一 些 ， 


那么 也 必定 有 4 三 b (mod10) 


4 是 整数 ， 


反 过 来 ， 如 果 我 们 知道 对 了 
是 的 ， 这 个 规则 是 


小 的 模 ? 


modulitos 如 何 ? 


F 两 个 小 的 模 有 Ca \equiv b ， 是 否 能 


断定 对 了 


个 更 大 的 模 有 Ba \equivb 呢 


正明 表明 ， 在 考虑 
于 是 我 们 就 将 它 称 为 < d 关于 模 m 的 逆 元 *. 


在 对 其 他 的 数 做 除法 的 同时 也 对 模 作 除法 : 


a 三 b (modm),dA#0. 


(4.40) 


运 


即 此 式 对 
一 般 来 说 ， 


a=b (modm) Ha=b (modn) 


例如 ， _ 如 果 我 们 知道 4 三 6 (mod12) 和 a 三 b tnodls) ， 那 么 肯定 可 以 推出 a 三 blmod36) ， 原 因 在 于 ， 如 果 
a 一 b 是 m 和 nn 的 一 个 公 倍数 ， 那 么 它 就 是 lemlm,) 的 倍数 . 这 可 以 从 唯 


全 a=b (modlcm(m,n))， 整数 m,n>0. 


这 个 法 则 的 特殊 情形 mln 极其 重要 ， 因 为 当 m 和 nn 互 素 时 ，1cmlm,n)= 


a 


例如 ，a 三 


zimod25 以 及 zimod4 


=b (mod mn) 


人 a=b (modm) 有 是 a=b (modn)， 如果 mn. 


(4.41) 


一 分 解 原 于 星 得 出 . 
mn ,于 是 我 们 就 可 以 来 明确 


Ee 


(4.42) 


(mod100) 当 且 仅 当 a 三 (mod25) ) 以 及 a a 三 b (mod4) 换 一 和 和 方式 来 说 ， 如 果 我 们 知道 
了 公 就 有 足够 的 事实 来 确定 x mod 100 . 这 是 中 国 剩余 定理 (Chinese Remainder 


pe 


Theorem， 见 习题 30) 的 一 个 特例 ， 这 样 称呼 它 是 因为 它 是 在 大 约 公元 350 年 时 由 中 国 的 孙子 发 现 的 .? 


| 2 这 个 定理 在 医 


内 的 数论 文献 著作 中 一 般 称 为 孙子 定理 ， 它 还 有 诸多 其 他 名 称 ， 如 大 衍 求 一 术 等 . 


(4.42) 中 的 模 m 和 可 以 进一步 分 解 成 互 素 的 因 于 到 每 个 不 同 的 素数 都 被 单独 分 离 出 来 .这样 一 


来 ， 如 果 m 的 素 


子 分 解 式 (410 是 了 zz 和 


By 


4.7 独立 剩余 INDEPENDENT RESIDUES 


同 余 式 的 一 个 重要 应 用 就 是 剩余 系 (residue number system) ， 在 其 中 ， 


素 的 模 的 剩余 


a 三 b (modm) 人 a=b (modp™) 对 所 有 p. 


以 素数 突 为 模 的 同 余 式 是 所 有 以 整数 为 模 的 同 余 式 的 基础 . 


(余数 ) 序列 : 


个 整数 r 表示 成 为 天 于 一 组 互 


Res(7) = (z mod mi1,*… ,7T mod mr), 对 1 jj<ksgsr 有 TITmE. 


知道 zmod mi,… ,x mod mr ， 我 们 还 是 不 能 了 解 有 关 z 的 一 切 ， 但 它 的 


m 是 乘积 m1: 


有 允许 我 们 确定 x mod mr ， 其 中 


且 m 足够 大 ， 


那么 我 们 就 人 Ee 知道 有 关 的 一 切 . 


我 们 来 观察 仅 有 两 个 模 3 和 5 的 剩余 系 的 小 情形 : 


mr ， 在 特殊 的 应 用 中 ， 我 们 常常 会 知道 < 落 在 某 个 范围 内 ， 这 时 ， 如 果 知 道 z mod m ， 


Xmod5 


Xmod 15 Xmod3 

0 

1 L 
2 加 
3 0 
4 1 
5 2 
6 0 
肝 1 
8 2 
9 0 
10 1 
a 2 
12 0 
13 1 
14 必 


全 中 一 OO 天 PP 人 ODD 一 OD 和 -OO 


每 一 个 有 序 对 (rT mod 3,7T mod 5) 都 是 不 同 的 ， 于 为 Tmod3=ymod3 月 Tmod5=ymod5 的 充 分 必要 条 < 件 


是 Tmod15=ymod15. 


根据 同 余 式 的 规则 ， 我 们 可 以 在 两 个 分 量 上 独立 地 执行 加 法 、 减 法 和 乘法 . 例如 ， 如 果 用 13 = (1,3 引 来 乘 
7= 2) mod 15 ， 那 么 就 计算 1xl mod3=1 以 及 2x3 mod5=1. 管 案 是 (1,1)=1， 从 而 
7x13 mod 15 必定 等 于 1. 事实 的 确 如 此 . 


这 个 独立 性 原理 在 计算 机 应 用 中 很 有 用 ， 因 为 不 同 的 分 量 可 以 分 开 来 工作 (例如 ;> 不 同 的 计算 机 ) ， 如 
果 每 个 模 mx 都 是 一 个 不 同 的 素数 P: ， 选 取 它 们 稍 小 于 2 ， 这 样 ， 一 台 处 理 [-2”.…2” ) 范围 内 整数 基本 算 
的 计算 机 ， 可 以 很 容易 地 对 模 Pk 计算 和 、 差 和 乘积 ， 一 组 1 个 这 样 的 素数 ， 训 得 有 可 能 对 最 多 31r 
二 进位 的 “多 精度 数 ” 做 加 法 、 减 法 以 及 乘法 ， 而 利用 剩余 系 ， 则 可 能 比 用 其 他 方法 对 这 么 大 的 数 相 加 、 

相 沽 和 乘 更 快 . 


例如 ， 梅 森 素数 231 一 1 就 是 一 个 很 好 的 选择 . 


在 适当 的 情况 下 ， 我 们 甚至 可 以 做 除法 . 例如 ， 假 设 我 们 想 要 计算 一 个 很 大 的 整数 行列 式 的 精确 值 . 其 结 
果 是 一 个 整数 D ，|D| 的 界限 可 以 根据 其 元 素 的 大 小 给 出 .但 是 已 知 的 计算 行列 式 的 快速 方法 都 要 求 用 除 
法 ， 而 这 会 导致 出 现 分 数 (如 果 我 们 借助 二 进 制 近似 ， 就 会 损失 精度 ) .弥补 的 方法 是 对 各 种 大 素数 Px 
计算 D mod pr = Dk ， 只 要 除数 磁 巧 不 是 Px 的 党 数 ， 我 们 就 能 安全 地 对 模 Pr 做 除法 . 那 很 可 能 不 会 发 
生 ， 但 是 如 果 这 种 情况 的 确 发 生 了 ， 我 们 也 能 选取 男 一 个 素数 . 最 终 ， 只 要 对 足够 多 的 素数 知道 了 Dk ， 
我 们 就 有 了 足够 的 信 


不 过 ， 我 们 还 没有 解释 怎样 从 一 个 给 定 的 剩余 序列 (7 mod ml … ,Tmod mr) 反 过 来 确定 z mod m .我 们 已 
经 指出 ， 原 则 上 这 种 逆 运 算是 可 行 的 ， 但 是 计算 可 能 会 难以 实现 ， 以 至 于 实际 上 会 扼杀 这 种 想法 . 笠 运 的 
是 ， 有 相对 比较 简单 的 方法 可 以 做 这 件 事 ， 我 们 用 小 表格 中 的 情形 (z mod 3,z7 mod 引 来 描述 此 法 . 关 
键 的 思想 是 在 (1,0) 和 (0,1) 这 两 种 情形 下 对 间 题 求解 ， 因 为 如 果 (1,0) = a 以 及 (0,1) =b， 那 么 

(7,y) = 二 lar 十 by) mod 15 ， 因 为 同 余 式 可 以 相 乘 和 相 加 . 


根据 对 表 的 核查 ， 在 我 们 的 情形 中 有 a = 10 和 2 = 6 ， 但 是 当 模 很 大 时 ， 我 们 如 何 求 出 c 和 呢 ? 换 句 话 
说 ， 如 果 mln， 求 数 a 和 5 使 得 方程 


a mod m = 1, a modn = 0, bmod m = 0., bmodn=1 


™ 


全 都 成 立 的 好 方法 是 什么 呢 ? (4.5) 再 次 出 手相 救 ， 用 欧 几 里 得 算法 ， 我 们 可 以 求 得 m' 和 n' ， 使 得 


mm+nn=1. 
这 样 一 来 ， 我 们 可 以 取 a = wm 和 2 = mm ， 如 果 需 要 ， 将 它们 两 者 对 modmn 进行 化 简 . 
如 果 要 在 模 很 大 时 使 得 计算 量 最 小 ， 则 需要 进一步 的 技巧 ， 其 中 的 细节 超出 了 本 书 的 范围 ， 但 是 它们 可 以 
在 参考 文献 [208， 第 274 页 ] 中 找到 .从 剩余 转换 到 它 原来 所 对 应 的 数 是 可 行 的 ， 但 是 太 慢 了 ， 仅 当 在 它 转 
换 回 去 之 前 能 在 剩余 系 中 完成 所 有 一 系列 运算 ， 我 们 才 节 省 总 的 时 间 . 


现在 让 我 们 尝试 解 一 个 小 问题 ， 以 此 来 巩固 这 些 同 余 式 的 想法 .如 果 在 z= z 时 我 们 把 两 个 解 z- 和 x 视 
为 相同 的 ， 那 么 同 余 式 


zZ2 三 1 (modm) (4.43) 
有 多 少 个 解 ? 
按照 早先 阐述 的 一 般 原理 ， 我 们 首先 应 该 考虑 m 是 素数 寡 天 的 情形 ， 这 里 大 > 0 ， 此 时 同 余 式 z? 三 1 可 
以 写成 


(rz— 1)(r+1)=0(modp’). 


所 以 了 必定 整除 z 一 1 或 者 z+1， 或 者 整 了 祭 它 们 两 者 . 但 a Ri z+1l1， 除 非 了 =? 
， 我 们 以 后 解决 这 种 情形 ,如果 > 2 ， 那 么 zz 一 DJz+ 了 会 六 7 一 ]) 或 者 斑 \z+D1T) ， 所 以 恰好 有 两 


个 解 rT 三 二 1 和 z= -1. 
P= 2 的 情形 稍 有 不 同 . 如 果 2\(z 一 了 (z+1)， 那 么 xz 一 1 和 z+1 中 的 一 个 能 被 2 整除 ， 但 不 能 被 4 整除 ， 
所 以 另外 一 个 必定 能 被 2 和 :革除 这 就 意味 着 当 上 > 3 时 我 们 有 四 个 解 ， 即 z= +1 和 z=2t1+1， ( 例 
级 六 ==8 时 的 四 个 解 是 + 1,3,5,7 (mod8); 知 道 任何 奇 整数 的 平方 都 有 8n + 1 的 形式 和 常常 是 有 用 
现在 ， 三 1 (modm) 当 且 仅 当 对 m 的 完全 分 解 式 中 所 有 满足 mp > 0 的 素数 了 都 有 三 1 2 ) . 每 
一 个 业 数 都 是 独立 于 其 他 素数 的 ， 对 于 7 mod p™” ， 除 了 了 = 2 的 情形 ， 儿 有 两 种 可 能 性 . 于 是 ， 如 果 m 
恰 有 7 个 不 同 的 素 因 子 ， 则 x2 = 1 的 解 的 总 数 是 2"， 除 了 当 m 是 导数 时 要 做 修正 之 外 - 一 般 来 说 ， 精确 
的 解数 是 

除了 2 之 外 ， 所 有 的 素数 都 是 奇数 ， 而 2 则 是 所 有 素数 中 最 为 奇特 的 另类 . 


5T7+[S\m]+[A\m)—[2\ 


例如 , “1 对 于 模 12 的 平方 根 ? 有 四 个 ， 即 1 5, 7 和 11. 当 m=15 时， 这 
be 也 就 是 在 该 剩余 系 中 的 (1,1), (1,4), (2,1) 和 (2,4) ， 在 通常 的 十 进 制 数 系 中 ， 
H14. 
4.8 进一步 的 应 用 ADDITIONAL APPLICATIONS 
第 3 章 还 留 下 一 些 未 完成 的 事情 : 我 们 希望 证 明 m 个 数 

0modm, nmodm, 2n modm, :…:, (mo—1)nmodm (4. 
按照 某 种 次 序 恰好 组 成 m /q 个 数 

0, d. 2d. ::.. m—d 

的 qd 份 复制 ， 其 中 d= gcdlm,n). 例如， 当 m=12 且 n=8 时 , 我们 有 d=4， 
8, 4, 0, 8, 4. 
证 明 (指出 我 们 得 到 前 面 md 个 值 的 d 份 复制 ) 的 第 一 部 分 现在 是 显然 的 . 根 
数学 家 喜欢 说 事情 是 显然 的 . 


jn= kn (modm) 导 jln/d) 三 kln/d) (modm/d), 


m] 


(4.44) 


45) 


居 (4.38) 


， 我 们 有 


文 四 个 数 就 是 对 模 3 和 模 5 的 余数 为 二 ] 
这 些 解 就 是 1, 4, 11 


这 些 数 就 是 0, 8, 4, 0, 8, 4, 0， 


从 而 当 0 < mj/d 时 ， 我 们 得 到 这 些 值 的 d 份 复制 . 
现在 我 们 必须 指出 ， 那 /4 个 数 就 是 {0,4,24,… ; 严 一 中 (按照 菜 种 次 序 排列 ) .我 们 记 m = md 以 及 
n 二 n'‘d ， 那么， 根据 分 配 律 (3.23) 就 有 fn mod m = d(kn’ mod m") ， 所 以 当 0< 上 <m 时 出 现 的 那些 值 就 
是 d 乘 以 诸 数 

0mod m’ nmod m’, 2n’ mod m', ， (m1)n’modm’. 
但 是 由 (4.27) 我 们 知道 mln ， 已 经 除去 了 它们 的 最 大 公 因 子 . 因此 ， 我 们 只 需要 考虑 d = 1 的 情形 ， 
也 即 六 与 n 互 素 的 情形 . 
所 以 我 们 可 以 假设 mln ， 在 这 种 情形 利用 “ 馈 舍 原理 ”容易 看 出 (4.45) 中 的 数 正好 就 是 
{0,1,… ,m 一 1} (按照 某 种 次 序 ) . 铝 舍 原 里 是 说 ， 如 果 把 m 只 鸽子 放 进 普 个 铝 舍 之 存在 一 个 空 铝 
舍 的 充分 必要 条 件 是 有 一 个 鸽 舍 中 有 多 于 1 只 的 鸽子 ， (习题 3.8 中 证 明 的 狄 克利 雷 抽 层 原理 与 之 相似 ，) 
我 们 知道 ， 〈4.45) 中 的 数 是 各 不 相同 的 ， 因 为 当 mLn 时 


jn kn (modm,) 


了 三 大 (modm), 


[tu 


这 就 是 (4.37) .这 样 一 来 ， 这 m 个 不 同 的 数 就 必定 填 满 所 有 的 铝 舍 0,1,… ,mm 一 1， 这 就 完成 了 第 3 章 


证 明 是 完成 了 ， 但 是 如 采 不 用 依赖 铝 舍 原 理 的 间接 方法 而 
mn 且 给 定 一 个 值 了 7 E [0.m2) ， 那 么 就 可 以 通过 对 kk 求解 同 余 式 


mun 
-> 
于 
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接 的 方法 ， 我 们 甚至 能 证 明 更 多 .如果 


kn 三 7 (modm) 


显 式 计算 出 k € [0..m) ， 使 得 kn mod m = 了. 我们 直接 用 n' 乘 它 的 两 边 ， 其 中 mm 十 nn = 1 ， 这 就 得 到 


k= jn’ (modm), 


从 而 = jn mod m. 


我 们 可 以 利用 刚刚 证 明 的 这 些 事 实 来 建立 一 个 由 友 埃 尔 . 德 费 马 于 1640 年 发 现 的 重要 结 末 ， 费 马 是 一 位 伟 
大 的 数学 家 ， 他 对 微 积分 的 发 现 以 及 许多 他 数学 领域 都 做 出 了 贡献 ， 他 留 下 的 笔记 包含 许多 未 给 出 证 明 
的 定理 ， 这 些 定理 中 的 每 一 个 后 来 都 被 证 实 了 ， 其 中 就 包括 一 个 最 著名 的 问题 ， 它 几 护 全 世界 最 优秀 的 数 
学 家 长 达 350 年 之 久 . 这 个 著名 的 结论 称 为 “ 费 蕊 大 定理 ”， 它 说 的 是 当 n > 2 时 ， 对 所 有 正 整数 4,5,c 和 n 


ar+b"#en. (4.46) 


新 的 重要 消息 
欧 拉 [1151 猜想 

个 十 六 十 0 关 由 但 是 Noam Elkiest92] 于 1987 年 8 月 找到 了 无 穷 多 个 解 

现在 ，Roger Frye 做 了 一 次 彻底 的 计算 机 搜索 ， (在 一 台 Connection Machine 3 上 经 过 大 约 110 小 时 的 计算 之 后 ) 证 明了 满足 
d 二 1 000 000 的 仅 有 的 解 是 95 8004 十 217 5194 + 414 5604 = 422 4814. 


| 3 Connection Machine 是 麻 省 理工 学 院 一 台 超级 计算 机 的 名 字 . 


(当然 ， 方程 +2=c 和 到 十 刀 = 忆 有 许 许多 多 的 解 . ) 安德鲁 - 怀 尔 斯 最 终 解 决 了 这 一 问题 ， 他 对 
(4.46) 给 出 的 艰深 的 划时代 的 证 明 发 表 在 Annals of Mathematics 141 (1995) ，443-551 中 . 


验证 1640 年 的 费 马 定理 要 容易 得 多 . 它 现 在 称 为 费 马 小 定理 (或 者 简称 为 费 马 定理 ) ， 是 说 


n?-l=1 (modp), nlp. (4.47) 


i 


正明 : 与 通常 一 样 ， 我 们 假设 了 表示 素数 . 我们 知道 ，P 一 1 个 数 %Tmodp，2n modp，.. 
(一 Dn modp 就 是 数 1,2,… ,p 一 1 (按照 某 种 次 序 排列 》， 于 是 ， 如 果 将 它们 乘 在 一 起 我 们 就 得 到 


xl(2n2)x.… x ((p— 1)n) 


= (n mod p) x (2n mod p) x …: x ((p— 1)n mod p) 
三 (p— 1)!, 


中 的 同 余 式 是 对 模 了 而 言 的 . 这 就 意味 着 


4 


(p— 1)n?-!= (p— 1)!( mod Dp). 
由 于 (一 了 ! 不 能 被 也 整除， 我们 可 以 将 上 式 中 的 (P 一 遍 消 去 . 证 毕 . 
费 马 定理 的 另 一 种 形式 有 时 更 加 方便 : 
=n (mod p) ，n 是 整数 . (4.48) 


个 同 余 式 对 所 有 整数 成 立 ， 其 证 明 很 容易 ， 如 果 ”Lp ， 我 们 就 直接 用 来 乘 (447) 的 两 边 ， 如 若 不 
然 ，P\n， 所 以 n?=0=n. 


在 他 发 现 (4.47) 的 同一 年 ， 


Tt 
洪 
JI 
这 
话 
洲 


一 封 信 说 ， 他 怀疑 数 
所 =2* +1 


对 所 有 "0 都 应 该 是 素数 .他 知道 前 五 种 情形 给 出 素数 : 


a 这 个 命题 ， 如 果 它 为 真 ， 那 么 是 大 有 用 处 的 . ” 
一 费 马 [121] 


但 是 他 不 知道 如 何 证 明 下 一 个 天 +1=4294967297 也 是 素数 . 


意思 的 是 ， 如 果 费 马 利 用 上 己 新 近 发 现 的 定理 ， 花 一 点 时 间 做 一 些 乘 法 ， 他 就 可 能 证 明 2 +1 不 是 素 
我 们 可 以 在 (4.47) 中 置 m = 3 ， 这 就 导出 


932 


3° 


涟 吉 


三 1 (mod232 +1) ， 如 果 232 +1 是 素数 . 


可 以 手 算 来 检查 这 个 关系 ， 从 3 开始 ， 将 它 平方 32 次 ， 只 于 mod22 +1 的 余数 ,首先 我 们 有 32 = 9 
， 然 后 3 = 81 ， 接 下 来 32 = 6561 ， 这 样 继续 下 去 ， 直 到 得 到 


如 果 这 是 费 马 小 定理 ， 那 么 另 一 个 就 是 费 马 最 后 定理 4 ， 但 它 不 是 最 小 的 . 


注 
本 
洲 

H 


| “ 继 马 最 后 定理 即 通常 所 称 的 费 马 大 定理 . 


32 ”三 3 029 026 160f mod 232 + 1). 


结果 不 是 1， 所 以 2 + 1 不 是 素数 .这 种 反 证 的 方法 对 于 它 可 能 有 什么 样 的 因子 并 未 给 出 任何 线索 ， 但 
是 的 确证 明了 存在 因子 . (它们 是 641 和 6 700 417， 由 欧 拉 [t02] 在 1732 年 首次 发 现 ，) 


即使 3 对 于 模 2 +1 被 证 明 等 于 1， 这 一 计算 也 不 能 证 明 2” + 1 是 素数 ， 它 只 是 不 会 推翻 这 一 结论 .， 习 
0 费 马 定理 的 一 个 逆 命 题 ， 利 用 此 逆 命 题 我 们 无 需 做 大 量 繁 杂 的 计算 ， 就 能 证 明 某 个 大 数 是 素 


我 们 通过 在 一 个 同 余 式 的 两 边 消去 lp 一 1 证 明了 费 马 定理 . 事实 表明 ，(P 一 1 对 于 模 P 了 总 是 和 一 1 同 余 
的 ， 这 是 威尔逊 定理 经 典 结论 的 一 部 分 : 


(2-DI=-l1 (modn) 全 n 是 素数 ，n >1. (4.49) 


一 半 是 平 几 的， 如 果 n > 1 不 是 素数 ， 它 就 有 个 素 因 于 了 ， 了 必然 也 是 tn 一 让! 的 一 个 因子 ， 
! 不 可 能 与 -1 同 余 . (如 果 tn 一 J 对 模 n 与 -1 同 余 ， 它 也 就 应 该 对 模 了 与 -1 同 余 ， 但 事实 
羊 . ) 
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威尔逊 定理 的 另 一 半 说 的 是 ，(P 一 1 一 1 (modp) .我 们 可 以 通过 将 数 与 它 关 于 modz 的 逆 元 配对 来 证 明 
这 一 半 结 论 ， 如 果 ”LP ， 我 们 知道 存在 mn' 使 得 


nn 三 1 (modp), 


这 里 n' 是 n 的 逆 元 ， 而 n 也 是 n' 的 逆 元 ，n 的 任意 两 个 逆 元 都 必定 是 相互 同 余 的 ， 这 是 由 于 nn’ = nn” 


如 果 避 是 素数 ， 那 么 P 也 是 素数 吗 ? 


现在 假设 我 们 将 1 与 一 1 之 间 的 每 一 个 数 都 与 它 的 逆 元 配 成 对 .由 于 一 个 数 与 它 的 逆 元 的 乘积 同 余 于 1， 
故 所 有 成 对 互 逆 的 数 的 乘积 也 同 余 于 1， 所 以 看 起 来 Pp 一) 也 同 余 于 1. 我 们 来 对 P= 5 的 情形 进行 核查 
我 们 得 到 4 = 24 ， 但 它 对 模 5 与 4 同 余 ， 而 不 与 1 同 余 . 哦 ， 问 题 出 在 哪儿 呢 ? 我 们 更 仔细 地 对 逆 元 进行 观 


万 \， 


1'=1, 2 3,，3’ 二 2,，4=4. 
原来 如 此 ，2 和 3 是 配对 的 ， 但 是 1 和 4 并 不 配对 -它们 都 是 自己 的 逆 元 . 
为 了 重新 进行 分 析 ， 必 须 确定 哪些 数 是 自己 的 逆 元 . 如 果 z 是 它 自己 的 逆 元 ， 那 么 下 三 1 (modp) ， 我 们 
已 经 证 明了 ， 当 p> 2 时 ， 这 个 同 余 式 恰好 有 两 个 根 ， (如 果 了 =2， 显 然 有 (Pp 一 )!= -1 ， 所 以 我 们 不 需 
要 担心 这 种 情况 ，) 它 的 根 是 1 和 Pp 一 1， 而 其 他 的 数 ( 介 于 1 与 ?一 1 之 间 ) 可 以 配对 ， 从 而 
(p—1)!=1x{(p—1)= -1, 
如 所 希望 的 那样 
不 幸 的 是 ， 我 们 不 可 能 有 效 地 计算 阶乘 ， 所 以 将 威尔逊 定理 用 于 检测 素性 是 没有 什么 实际 作用 的 ， 它 仅仅 
是 一 个 定理 而 已 
4.9 vv 加 数 和 函数 PHIAND MU 
{0, lj ,nO— 1} 有 和 多少 个 整数 与 m 互 素 ? 这 是 一 个 称 为 plm) 的 重要 的 量 ， 即 m 的 “totient” (这 是 英 
国 数学 家 J. J. Sylvesterl3471 命名 的 ， 他 喜欢 发 明 新 的 词汇 ) .我 们 有 elD) =1，w(p) =p 一 1， 且 对 所 有 合 
数 m 均 有 plm) <m—1. 
函数 9 称 为 欧 拉 ” 画 数 ， 因 为 欧 拉 是 研究 它 的 第 一 人 .例如 ， 欧 拉 发 现 费 马 的 定理 (4.47) 可 以 用 下 面 的 
方式 推广 到 非 素数 的 模 : 
“如 果 J 与 工 互 素 ,7m 是 与 互 素 且 不 超过 它 的 数 的 个 数 ， 那 么 z7 一 1 总 能 被 N 整除 .” 
一 一 欧 拉 D 
站 =] (modm) ， 如 果 n Lm. (4.50) 
(习题 32 要 求 给 出 欧 拉 定理 的 证 明 .，) 
如 果 m 是 一 个 素数 军 六 ， 则 容易 计算 p(m) ， 因 为 有 1 上 p* 合 pPXn， 在 {01… 芒 一 直 中 的 p 的 倍数 是 
{0,P,2p,… ,PP} ， 从 而 有 下， 个 ，p(5) 计 入 剩 下 的 : 
p(p) = pr —phl. 
注意 ， 这 个 公式 在 k= 1 时 正好 给 出 ¥(p)= Pp 一 1. 
如 果 m > 1 不 是 素数 寡 ， 我 们 可 以 写成 严 = malma ， mlm2 ， 这 样 数 0< n < m 就 能 在 剩余 系 中 表示 


成 心 mod m1,n mod m2) . 


根据 (4.30) 和 (4.4) 我 们 有 


nim 祝 nmodmlimi 


寻 此 ， 如 果 我 人 
是 “好 的 ”. 


] 把 互 素 看 


日 nmod mslLm2s. 


天 于 模 m 的 “好 的 ” 值 


成 是 一 种 优点 ， 
的 总 数 现在 可 以 月 


的 表示 中 有 Pa 和 


“如 果 A 与 B 互 素 ， 且 与 A 互 素 又 不 超过 A 的 数 的 个 数 为 a ， 


为 ab . ” 
一 一 欧 拉 H 


好 的 方式 选取 第 一 个 分 量 


量 n mod mi 


那么 nmod m 是 “好 的 ” 当 


有 递归 方法 以 计算 


大 


日 仅 当 mod ml 和 nmod ms 两 者 都 
蕊 十 Pm1)y 2 (179) 


: 为 在 剩余 类 
， 有 ?lm2) 种 好 的 方式 选取 第 二 个 分 量 n mod mo 


与 B 互 素 又 不 超过 B 的 数 的 个 数 为 b ， 那 么 与 AB 互 素 且 不 超过 AB 的 数 的 个 数 


例如 ， 


pf(l2) = p(4)y(3) =2x2=4, 


> 


为 到 与 12 互 素 当 且 仅 


在 此 剩余 系 中 ， 这 四 个 
拉 定 理 是 说 : 


只 要 nl112， 


就 有 7 三 1 (mod12). 


人 与 12 互 素 的 值 是 (1 1) , (1,2) , (3,1), (3,2) ， 


以 十 进 


当 m mod 4 = (1 或 者 3) 


制 表 示 ， 


m mod 3= (1 或 者 2 
它们 是 1 5, 7, 11. 


欧 


如 果 f(1) = 


f mm,) = fm)f (1m,) 只 要 m Lm,, (4.51) 
那么 正 整数 的 函数 f(m) 称 为 是 积 性 的 Amultiplicative) .我 们 刚才 证 明了 wm) 是 积 性 的 . 在 这 一 章 前 ， 
我 们 也 见 过 另 一 个 积 性 函数 的 例子 ， = 1 (modm) 的 不 同 余 的 解数 是 积 性 的 . 还 有 另外 一 个 例子 是 


zf(m) = {mAvalpha } 《对 任何 需 am ) 


一 个 积 性 函数 完全 由 它 在 素数 寡 的 值 所 定义 ， 因 为 我 们 可 以 把 任何 正 整 数 m 分 解 成 素数 割 因子， 这 些 因 
子 是 互 素 的 .一 般 的 公式 


BP f(m) = \prod\imits_p {f({p^{{m_p}}})},~~m = \prod\limits_p 
{{p^{{m_p}}}}\guad\guad\guad\guad\quad(4.52) 


当 且 仅 当 f 是 积 性 函数 时 成 立 . 
特别 地 ， 这 个 公式 对 于 一 般 的 m 给 出 欧 拉 ?函数 的 值 : 
za\varphi (m) = \prod\limits_{p\backslash m} {({p^{{m_p}}} - {p^{{m_p}- 


1}})} = m\prod\limits_{p\backslash m} {\left( {1 - \frac{1}{p}} 
\right)}.\guad\guad\qguad\guad\guad(4.53) 


EXNvarphi (12) = (4 - 2)(3 - 1) = 12\eft( {1 - frac{1}{2}} \right)\eft( {1 - 
例如 ， \frac{1}{3}} \right) 


现在 我 们 来 看 ”函数 对 于 研究 有 到 数 zAbmod 1 的 应 用 .我们 说 ， 如 果 0< mm <n， 则 分 数 m7 是 基本 的 
.这 样 一 来 ，zAvarphi (n) 就 是 分 母 为 n 的 最 简 基 本 分 数 的 个 数 而 法 里 级 数 FAmathcal{F}_n 既 包 含 分 母 


不 超过 的 所 有 最 简 基 本 分 数 ， 也 包含 非 3 基本 分 数 
在 约 化 成 最 简 分 数 之 前 ， 分 母 为 12 的 所 有 基本 分 数 的 集合 是 
za\frac{0}{{12}}, \frac{1}{{12}}, \frac{2}{{12}}, frac{3}{{12}}, \frac{4} 


{{12}}, \frac{5}{{12}}, \frac{6}{{12}}, \frac{7}{{12}}, \frac{8}{{12}}, 
\frac{9}{{12}}, \frac{{10}}{{12}}, \frac{ {11}}{{12}}. 


经 化 简 得 到 


zp  \frac{0}{1}, \frac{1}{{12}}, \frac{1}{6}, \frac{1}{4}, \frac{1}{3}, 
\frac{5}{{12}}, \frac{1}{2}, \frac{7}{{12}}, \frac{2}{3}, \frac{3}{4}, 
\frac{5}{6}, frac{{11}}{{12}}, 


我 们 可 以 根据 它们 的 分 母 将 这 些 分 数 分 组 : 


za\frac{0}{1}; frac{1}{2}:~~\frac{1}{3},\frac{2}{3}; \frac{1}{4},\frac{3} 
{4}; \frac{1}{6},\frac{5}{6}:~~\frac{1}{{12}},\frac{5}{{12}},\frac{7} 
{{12}},\frac{{11}}{{12}}. 


对 此 ， 我 们 能 做 何 解释 呢 ? 不 错 ，12 的 每 一 个 因子 都 出 现在 分 母 上 ， 一 起 出 现 的 还 有 全 部 2Avarphi (d) 个 
分 子 . 出 现 的 分 母 都 是 12 的 因子 .从 而 


z2 \varphi (1) + \varphi (2) + \varphi (3) + \varphi (4) + \varphi (6) + \varphi 
(12) = 12. 


如 果 对 任何 m ， 我 们 从 尚未 化 简 的 分 数 zAfrac{0}{m},\frac{1}{m}, \cdots ,\frac{{m - 1}}{m} 开始 ， 显 然 会 
出 现 类 似 的 情形 ， 故 而 


BP \sum\limits_{d\backslash m} {\varphi (d)} = 
m.\guad\quad\guad\quad\guad(4.54) 


在 本 章 开始 时 我 们 说 过 ， 数 论 中 的 问题 常常 要 求 对 一 个 数 的 因子 求 和 .是 的 ， (4.54) 就 是 这 样 的 和 式 ， 
所 以 我 们 的 断言 被 证 明 是 正确 的 ， (我们 会 看 到 其 他 例子 . ) 


现在 ， 这 里 有 一 个 奇怪 的 事实 : 如 果 了 是 任意 一 个 函数 ， 它 使 得 和 式 
ez-g(m) = \sum\limits_{d\backslash m} {f(d)} 


积 性 的 ， 那 么 f 本身 也 是 积 性 的 . (这 个 结果 与 (4.54) 以 及 PPBg(m) = m 显然 是 积 性 的 事实 合 在 一 起 ， 

给 出 plm) 是 积 性 画 数 的 妨 一 个 理由 . ) 我 们 可 以 通过 对 m 用 归纳 法 来 证 明 这 个 奇怪 的 事实 : 基础 很 容 
为 zf(1)=g(1)=1. 设 m>1， 腿 设 只 要 mi 且 世 fm_ 1}{tm 2}<m， 就 有 
BfCm_1}{m 2 =f({m_1}fC(m_2)) ， 如果 高 =mims 有 目 miLm2， 由 于 忆 {m_1} 的 所 有 因子 与 成 fm_ 2?} 
的 所 有 因子 都 互 素 ， 因 而 就 有 


zs: g({m_1}{m 2})=\sum\limits_{d\backslash {m_1}{m 2}} {f(d)} = 
\sum\limits_{{d_1}M\backslash {m_1}} {\sum\limits_{{d._ 2}M\backslash 
{m_2}} {f({d_1}{d 2))}}, 


以 及 局 {d_1} \bot {d_2} .根据 归纳 假设 ， 除 了 当局 {d_1} = {m_1} 和 局 {d_2} = {m_2} 时 可 能 例外 ， 都 有 
Pf({d_1}{d_2}) =f({qd_1))f({qd_2}) ， 我 们 从 而 得 到 


下 


六 


0 
0 
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HE 
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zi\begin{aligned}&\left( {\sum\limits_{{d_1}\backslash {m_1}} {f({d_1})} 
\sum\limits_{{d_2}Mbackslash {m_ 2}} {f({d_2})} } \right) - 
f({m_1)f({m 2) +f({m_1}{m 2D\&~~~~~~~~~= = g({m_1)g({m 2 - 
f({m_1})f({m 2})+f({m_1}{m_ 2}).\end{aligned} 


这 就 等 于 Pg({m_1}{m_2)) = g({m_1Dg({m_ 2), 所 以 zf({m_1}{m 2}))=f({m_1)f({m 2)) . 


反 过 来 ， 如 果 flm) 是 积 性 的 ， 对 应 的 对 因子 求 和 的 函数 zg(m) = \sumnolimits_{d\backslash m} {f(d)} 也 
总 是 积 性 的 .事实 上， 习题 33 表 明 甚 至 有 更 多 的 结论 成 立 . 因此 这 一 令 人 感 兴趣 的 结论 以 及 它 的 逆 命 题 都 


是 事实 . 


默 比 乌 斯 画 数 zAmu (m) 是 根据 19 世 纪 的 数学 家 奥 古 斯 特 默 比 乌 斯 命名 的 ， 他 还 发 现 了 著名 的 默 比 乌 斯 带 
5 ， ZzAmu (m) 对 所 有 整数 zim \geqslant 1 由 等 式 


|5 默 比 乌 斯 带 是 单 侧 面 的 一 个 最 经 典 的 例子 . 


FP \sum\limits_{d\backslash m} {\mu (d)} = [m = 
1]N\quad\qguad\quad\quad\quad(4.55) 


来 定义 .这 个 等 式 实际 上 是 一 个 递归 式 ， 其 左边 是 由 2Amu (m) 和 某 些 满足 ed < m 的 emnu (d) 的 值 组 成 
的 和 式 ， 例如， 如 果 相 继 代 入 Pm = 12, \cdots ,12 ， 我 们 就 能 计算 出 前 面 12 个 值 : 


Richard Dedekind[77] 和 Joseph Liouvillel251 在 1857 年 注意 到 如 下 重要 的 “ 反 演 原理 ” (inversion principle) : 


BP g(m) = \sum\limits_{d\backslash m} {f(d)}M\Leftrightarrow f(m) = 
\sum\limits_{d\backslash m} {\mu (d)g\left( {\frac{m}{d}} 
\right)}.\guad\guad\qguad\qguad\guad(4.56) 


根据 这 一 原理 ，zANmu 函数 给 出 一 种 新 的 方法 来 理解 已 知 PANsum\nolimits_{d\backslash m} {f(d)} 的 任何 一 
个 函数 flm) . 


(4.56) 的 证 明 用 到 我 们 在 本 章 开 头 时 描述 过 的 两 个 技巧 (4.7) 和 (4.9) : 如 果 
Pg(m) = \sum\nolimits_ {d\backslash m} {f(d)} ， 那么 


现在 是 做 热身 题 11 的 好 时 机 


(4.56) 的 另 一 半 可 
关系 式 (4.56) 给 


zg(m) = \left[ {m = 
我 们 一 两 分 钟 前 才 
要 我 们 计算 出 PAmu ({pAk}j) ， 就 能 入 


依赖 于 你 读 得 有 多 快 . 


当局 m = {pAk} 时 ， 


(4.55) 


vy ny 天 
这 是 因为 P 的 


这 样 一 来 ， 根 和 


这 
如 果 我 们 把 ( 
得 


例如 ， 


如 果 m 能 被 7 个 不 


就 是 FAmu . 


(4.54) 视 为 函数 8 


z. \begin{alignedM\sum\limits_{d\backslash m} {\mu (d)g\left( {\frac{m} 
{d}} \right)} &= \sum\limits_{d\backslash m} {\mu \left( {\frac{m}{d}} 
\right)g(d)}\&= \sum\limits_{d\backslash m} {\mu \left( {\frac{m}{d}} 

\right)N\sum\limits_{k\backslash d} {f(k)} }\&= \sum\limits_{k\backslash m} 

{\sum\limits_{d\backslash (m/k)} {\mu \left( {\frac{m}{{kd}}} \right)f(k)} 

}N&= \sum\limits_{k\backslash m} {\sum\limits_{d\backslash \left( {m/k} 

\right)} {\mu (d)f(k)} }\&= \sum\limits_{k\backslash m} {\left[ {m/k = 1} 
\right]f(k)} = f(m).\end{aligned} 


以 类 似 地 证 明 (见习 题 12) . 
上 了 有 关 默 比 乌 斯 函 oe 


m 很 大 时 FAmu (m) 的 值 是 什么 呢 ? 我 人 
1} \right] Be 


J 前 12 个 值 ， 但 是 当 


所 以 ， 根 据 


Re 


性 的 - 这 样 一 来 ， 只 


证 明 的 奇怪 的 事实 可 


因子 是 w21, \cdots ,{pAk} . 
?A\mu (p) = 
四 (4.52) 我 们 就 有 一 般 的 公式 


\varphi (m) = \sum\limits_{d\backslash m} {\mu (d)\frac{m} 
{d}}.\quad\qguad\quad\guad\quad(4.58) 


zp- \begin{aligned}\varphi (12) &= \mu (1) \times 12 + \mu (2) \times 6 + \mu 
(3) \times 4 + \mu (4) \times 3 + \mu (6) \times 2 + \mu (12) \times 1\&= 12 
-6-4+0+2+0=4.\end{aligned} 


如 有 果 将 这 个 
处 在 于 ， 除 此 之 外 ， 


例如 ， 我 们 党 试 来 计 
以 它 比 FAPhi (n) 大 1， 


有 并 个 非 零 的 项 ， 


子 =(1- 1{p_j)) 乘 


告诉 我 们 ， 对 所 及 之 


zAmu (1) + \mu (p) + \mu ({p^2}) + \cdots + \mu ({p^k}) = 0, 


- 1l;~~\mu ({p^k})= 0,~~k > 1. 


(my 的 递归 式 ， 


司 的 素数 整除 ， 。 Neftf {_ 1}, Ce ,{p_ ey a (4.58) 仅 
因为 ENmu 函数 常 直 零 


2 \varphi (m) = m\left( {1 - frac{1}{{{p_1}}}} \right)...\eft( {1 - \frac{1} 
{{{p_r}}}} Yight); 


(4.56) 求解 此 递归 式 . 我 们 


， 后 者 给 出 


那天 个 非 零 的 项 ， 默 比 


马 斯 画 数 的 好 


来， 我 们 恰好 得 到 ( 


它 还 在 许多 情形 中 


在 法 里 级 数 万 


这 里 我 们 定义 


有 多 少 个 分 数 ? 这 就 是 在 


分 数 的 个 数 ， 所 


(我 们 必须 对 二 Phi (n) 加 1， 因 为 有 最 后 一 个 分 数 1. ) (4.59) 中 的 和 式 看 似 困 难 ， 但 是 ， 注 意 对 所 有 


实数 zx>0 有 


我 们 可 以 间接 地 
们 的 知识 范畴 


Pn \Phi (x) = \sum\limits_{1 \leqslant k \leqslant x} {\varphi 
(k)}.\guad\quad\guad\guad\guad(4.59) 


2 \sum\limits_{d \geqslant 1} {\Phi \left( {\frac{x}{d}} \right)} = \frac{1} 
{2}\left\lfloor x \right\rfloor \left\lfloor {1 + x} 
\right\rfloor,\quad\quad\quad\guad\quad(4.60) 


确定 zsAPhi (x) ， 这 个 恒等式 为 什么 成 立 ? 是 的 ， 它 有 点 令 人 生 旦 但 实际 上 并 没有 超出 我 
既 计 入 最 简 分 数 ， “也 计 入 采 伦 条 的 分 多 则 满足 P20 leqslant m <n \leqslant x 的 基本 分 数 


mln 总 共有 zAMfrac{1}{2}Neft\floor x \right\rfloor eftNfloor {1 + x} rightvfloor 个 ， 这 就 给 出 右边 . 满足 


gcd(m,n) =d 的 分 数 的 个 数 是 区 Phi (x/d) ， 因 为 这 样 的 分 数 就 是 在 用 Pm'd 代 蔡 m ， 用 zin'd 代 闪 n 之 后 
满足 220 eqslant m' < mn \leqslant x/d 的 分 数 台 /7 .所 以 左边 用 不 同 的 方法 计算 了 同 检 


式 必定 为 真 . 


{ttt 


的 分 数 ， 故 此 恒 等 


我 们 来 更 仔细 地 


观察 这 一 情形 ， 以 便 使 得 等 式 (4.59) 和 (4.60) 更 加 清晰 。 zAPhi (x) 的 定义 强 涵 


BNPhi CO = \Phi \eft( {Neftlfloorx rightvfloor } ight) ， 但 是 事实 表明 ， 对 任意 实数 而 不 仅仅 是 对 整数 来 定 


义 PAPhi (x) 会 


: 


加 方便 . 在 整数 值 处 ， 我 们 


去 


(这 种 向 实数 值 的 


当 Px = 12 时 ， 


令 人 吃惊 ! 


恒等式 (4.60) 


可 以 看 成 是 对 szAPhi (x) 的 隐 含 的 递归 式 ， 例如 我 们 刚刚 看 到 了 ， 可 以 用 它 从 Phi (m) 在 


来 的 许多 递归 式 都 是 一 个 有 用 的 技巧 ) 


扩展 对 于 在 算法 分 析 中 提 


Ec 


可 以 对 (4.60) 进行 核查 : 


e. \begin{aligned MPhi (12) &+ \Phi (6) + \Phi (4) + \Phi (3) + \Phi (2) + \Phi 
(2) +6\times\Phi(1)N\&= 46+12+6+4+2+2+6=78=\rac{1}{2} 
\times 12 \times 13.\end{aligned} 


em < 12 的 取 值 计 


出 蕊 Phi (12) ， 我 们 可 以 用 默 比 乌 斯 画 数 另 一 个 优美 的 性 质 来 求解 这 个 递归 式 : 


事实 上 ， 默 比 乌 斯 273] 是 因为 (4.61) 而 不 是 (4.56) 才 创 造 了 他 的 画 数 . 


BP g(x) = \sum\limits_{d \geqslant 1} {f(x/d)}\Leftrightarrow f(x) = 
\sum\limits_{d \geqslant 1} {\mu 
(d)g(x/d)}\quad\qguad\guad\guad\quad(4.61) 


文 个 反 演 法 则 对 所 有 满足 FAsum\nolimits_{k,d \geqslant 1} {\left| {f(x/kd)} \right|} < \infty 的 函数 了 都 成 立 ， 


我 们 可 以 如 下 来 证 明 它 . 假设 Pg(x) = \sum\nolimits_{d \geqslant 1} {f(x/d)} .那么 


FP \begin{alignedM\sum\limits_{d \geqslant 1} {\mu (d)g(x/d)} &= 
\sum\limits_{d \geqslant 1} {\mu (dM\sum\limits_{k \geqslant 1} {f(x/kd)} } 
N&= \sum\limits_{m \gegslant 1} {f(x/m)} \sum\limits_{d,k \geqslant 1} 
{\mu (d)[m = kd]}\&= \sum\limits_{m \geqslant 1} {f(x/m)} 
\sum\limits_{d\backslash m} {\mu (d)} = \sum\limits_{m \geqslant 1} 
{f(x/m)[m = 1]} = f(x).\end{aligned} 


男 一 个 方向 的 证 明基 本 上 相同 . 
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， 我 们 现在 就 能 对 PAPhi (x) 求解 递归 式 (4.60) 了 : 


BF.\Phi (x) = \frac{1}{2Msum\limits_{d \gegslant 1} {\mu (qdNefNfloor {x/d} 
\right\rfloor \left\floor {1 + x/d} \right\rfloor 
}\guad\guad\quad\quad\quad(4.62) 


这 永远 是 一 个 有 限 和 式 . 例如 ， 


z. \begin{aligned}M\Phi (12) &= \frac{1}{2}(12 \times 13- 6\times7-4 
\times 5+0 -2\times3+2\times 3\&~~~~~~- 1 \times 2+0+0+1\times 
2-1\times 2+0)\&~~=78-21-10-3+3-1+1-1=46\end{aligned} 


在 第 9 章 里 ， 我 们 将 看 到 怎样 利用 (4.62) 对 pAPhi (x) 得 到 一 个 好 的 近似 ， 事 实 上 ， 我 们 将 要 证 明 一 个 1 
Ee 于 1874 年 发 现 的 结果 


Phi (x) = \frac{3}{{{{\rm{\pi }}^2}}}{x^2} + O(x\log x). 
这 样 一 来 ， 画 数 FAPhi (x) 增长 得 比较 “光滑 ”， 它 对 PAvarphi (k) 的 不 规则 性 状 做 了 均衡 平滑 的 处 理 . 


为 你 持 上 一 章 建 立 的 惯常 做 法 ， 我 们 来 讨论 一 个 问题 ， 它 描述 了 刚刚 介绍 的 大 部 分 知识 ， 且 对 下 一 章 有 指 
导 意 义 ， 并 以 此 结束 这 一 章 . 假设 我 们 有 个 不 同 颜色 的 珠子 ， 目 的 是 要 计算 有 多 少 种 不 同 的 方式 把 它们 


人 的 圆 形 项 链 . 我 们 将 可 能 的 项 链 的 个 数 记 为 PN(m,n) ， 尝 试用 “命名 并 求解 "来 解决 此 问 
题 


例如 ， 有 两 种 颜色 的 珠子 R 和 B ， 我 们 可 以 用 zw2N(4,2) = 6 种 不 同 的 方式 做 出 长 度 为 4 的 项 链 : 


所 有 其 他 的 方式 都 与 其 中 的 一 种 等 价 ， 
m 二 6 的 情形 ， 


By 


为 项 链 的 旋转 不 改变 它 . 然而 ， 反 射 被 视 为 是 不 同 的 ， 例 如 在 


给 这 些 图 形 计数 的 问题 是 首先 由 P. A. MacMahon[264] 于 1892 年 解决 的 . 


关于 PN(m,n) ， 没 有 明显 的 递归 式 存在 ， 不 过 我 们 可 以 将 每 一 条 项 链 用 m 种 方式 断裂 成 线 状 的 串珠 ， 并 
考虑 得 到 的 断 片 .例如 ， 当 m =4 和 n=2 时 得 到 


2 \begin{matrix}{\rm RRRR}&{}&{\rm RRRR}&{}&{\m RRRR&}{}& 
{\rm RRRR}M\{\rm RRBR}&{}&{\m RRRB}&{}&{\rm BRRR&}{}&{\m 
RBRR}\{\rm RBBR}&{}&{\rm RRBB}&{}&{\rm BRRB&}{}&{\m 
BBRR}\{\rm RBRB}&{}&{\rm BRBR}&{}&{\rm RBRB&}{}&{\m 
BRBR}\{\rm RBBB}&{}&{\rm BRBB}&{}&{\rm BBRB&}{}&{\m 
BBBR}\{\rm BBBB}&{}&{\rm BBBB}&{}&{\rm BBBB&}{}&{\m 
BBBB Mend{matrix} 


这 已 {nAml 种 可 能 模式 的 每 一 种 在 这 PmN(m,n) 个 珠 串 组 成 的 阵列 至 少 出 现 一 次 ， 而 某 些 模式 出 现 多 于 

一 次 .模式 2{a_0} \cdots {a_{m - 1}} 会 出 现 多 少 次 ? 这 很 容易 : 它 是 产生 与 原先 的 

PB{a_0} \cdots {a_{m- 1}} 相 疝 的 模式 的 循环 移 位 z2{a_k} \cdots {a_{m - 1}}{a_0} \cdots {a_{k - 1}} 的 个 

数 . 例如 局 {wm BRBR} 出 现 两 次 ， 因 为 割断 由 局 {wm BRBR} 所 形成 的 项 链 的 四 种 方式 产生 四 个 循环 移 位 
(局 {wm BRBR} ， 忆 {\rm RBRB} ， 忆 {\rm BRBR} ， 局 {wmRBRB} ) ， 其 中 有 两 个 正好 与 

BP{\rm BRBR} 本 身 重合 ， 这 个 方法 表明 


22 \begin{aligned}mN(m,n) &= \sum\limits_{{a_0}, \cdots ,{a_{m - 1}} \in 
{S_n}} {~M\sum\limits_{0 \leqslant k <m} {[{a_0}...{a_{m -1}}= {a_k} 
\cdots {a_{m - 1}}{a_0} \cdots {a_{k -1}}]} NS= \sum\limits_{0 \leqslant 
k <m} {~\sum\limits_{{a_0}, \cdots ,{a_{m - 1}} \in {S_n}} {[{a_0} \cdots 
{a_{m-1}}= {a_k} \cdots {a_{m -1}}{a_ 0} \cdots {a_{k - 1}}]} 
}.\end{aligned} 


这 里 Sn AEnN 和 不 同 颜色 的 集合 : 


我 们 来 看 ， 当 上 给 定时 有 多 少 模式 满足 
en 0} \cdots {a_{m-1}}= {a k} \cdots {a_{m-1}}{a 0}\cdots {a_{k- 


我们 根 要 计算 


. 例如 ,如果 m=12 有 目 sk=8 


zs {a 0O}{a 1}{a 2}{a 3}{a 4}{a 5}{a 6}{a 7}{a_ 8}{a_9}{a_{10}} 
{a_{11}} = {a_8}{a 9}{a_{10}}{a_{11}}{a_0}{a_1}{a 2}{a_3}{a_ 4} 
{a_5}{a 6}{a 7} 


的 解数 .这 就 意味 着 22{a_0} = {a_8} = {a_4} ，>2{a_1} = {a_9}= {a_5} ，22{a 2} = {a_{10}} = {a_6} 以 
及 {a_3}= {a_{11}} = {a_7} .所 以 {a_0},{a_1},{a_2} 和 {a_3} 的 值 可 以 用 忆 {n^4} 种 方式 选取 ， 而 


剩 下 的 诸 个 则 与 它们 有 关 . 这 看 起 来 眼熟 吗 ? 一 般 来 说 ， 


zf{a_ j} = {a_{\left( {j + k} righbDvbmod m}},~~0 Neqslant j < mm 


的 解 使 我 们 将 中 与 成 fa_fNeft( {+ kl} vigh)\bmod m}} 等 同 起 来 (对 局 = 1,2, \cdots ) ， 而 我 们 知道 ， 对 
于 模 m 来 说 ， 的 倍数 就 是 40,4,24… ,mm 一 慎 ， 其 中 司 d = \gcd (k,m) . 这样 一 来 一 般 的 解 是 独立 地 选 
取 忆 {a_0}, \cdots ,{a_{d -1}} ， 然 后 取 忆 {a_j} = {a_{j-d}} (对 zd \eqslantj<m) .于 是 有 局 {nAd} 个 
解 . 


我 们 刚刚 证 明了 


I 


zmN(m,n) = \sum\limits_{0 \legqslant k <m} {{n^{\gcd (k,m)}}}. 
这 个 和 式 可 以 简化 ， 因 为 它 仅 包含 满足 Pd\backslash m 的 项 户 fnAd} .代入 已 d = \gcd (k,m) 就 得 到 


zp: \begin{aligned}N(m,n) &= \frac{1}{mMsum\limits_{d\backslash m} 
{{n^d}} \sum\limits_{0 \leqslant k <m} {[d = \gcd (k,m)]} \&= \frac{1} 
{mM\sum\limits_{d\backslash m} {{n^d}} \sum\limits_{0 \leqslant k < m} 
{[k/d \bot m/d]}\&= \frac{1}{mM\sum\limits_{d\backslash m} {{n^d}} 
\sum\limits_{0 \leqslant k < m/d} {[k \bot m/d]} \end{aligned} 


(可 以 用 大 代替 zxk/d ， 因 为 必定 是 4 的 倍数 .) 最 后 ， 根 据 定义 有 
ENsummolimits {0 \leqslant k < m/d} {[k \bot m/d]} = \varphi (m/d) ， 所 以 就 得 到 麦克 马 洪 公式 : 


zz NOmnn) = \frac{f1}{tmhsumimits_ {dvbackslash m} {{n^d}\varphi \left( 
{\frac{m}{d}} \right)} = \frac{1}{m}M\sum\limits_{d\backslash m} {\varphi 
(d){n^{m/d}}}.\quad\qguad\quad\quad\quad(4.63) 


例如 ， 当 m=4 且 n=2 时 项 链 的 个 数 是 PMrac{1}{4}(1 \times {2^4} + 1 \times {2^2} + 2 \times {2^1})=6 
， 正 如 我 们 所 猜测 的 那样 . 


由 麦克 马 洪 和 式 所 定义 的 数值 =N(mn) 并 不 非常 显明 地 就 是 整数 ! 我 们 来 演 试 直接 证 明 


zs \sum\limits_{d\backslash m} {\varphi (d){n^{m/d}}} \equiv 0~(\bmod 
m),\guad\quad\guad\qguad\quad(4.64) 


而 不 用 它 与 项 链 有 关 的 线索 .在 m 是 素数 这 一 特殊 情形 ， 这 个 同 余 式 转化 为 

二 (np} + (p- Dn equiv 0~Qbmod p) ， 也 就 是 转化 为 忆 {n^p} \equivn . 在 (4.48) 中 我 们 已 经 看 到 ， 这 个 
司 余 式 是 费 马 定理 的 另 一 种 形式 ， 这 样 一 来 ， (4.64) 就 对 Pm =p 成 立 ， 我 们 可 以 把 它 视 为 费 马 定理 对 
非 素 数 模 情形 的 推广 ， ( 欧 拉 的 推广 〈4.50) 是 不 相同 的 . ) 
我 们 已 经 对 所 有 的 素数 模 证 明了 (4.64) ， 所 以 现在 来 观察 剩 下 来 的 最 小 情形 =4. 我 们 必须 证 明 


BF.{nA4} + {n^2} + 2n eduiv 0~(\bmod 4). 


如 果 我 们 分 开 来 考虑 偶数 和 奇数 的 情形 ， 证 明 就 会 很 容易 . 如 果 是 偶数 ， 则 无 边 全 部 三 项 都 对 模 4 同 余 
于 0， 所 以 它们 的 和 亦 然 ， 如果 n 是 奇数 ， 出 efnA4} 与 双 均 同 余 于 1， 而 2n 同 余 于 2， 从 而 左边 对 模 4 同 
余 于 1+1+2， 对 模 4 也 同 余 于 0， 我 们 就 完成 了 证 明 


让 上 日子 再 大 一 点 ， 来 壬 试 m = 12 的 情形 ，m 的 这 个 值 应 该 值得 关注 ， 因 为 它 有 多 个 因子 ， 其 中 包括 
一 个 素数 的 平方 ， 而 且 它 还 比较 小 ， (这 也 是 个 好 机 会 ， 我 们 有 可 能 将 对 12 的 证 明 推广 到 对 一 般 的 m 的 
证 明 . ) 我 们 必须 证 明 的 同 余 式 是 


zs{n\{12}} + {fnA6} + 2{n^4} + 2{n^3} + 2{n^2} + 4n \equiv 0~(\bmod 12). 


现在 会 是 什么 ? 根据 (4.42) ， 这 个 同 余 式 成 立 当 且 仅 当 它 也 对 模 3 和 模 4 成 立 . 我 们 来 证 明 它 对 模 3 成 
立 . 同 余 式 (4.64) 对 素数 成 立 ， 所 以 有 蕊 {fnA3} + 2n \equiv 0(bmod 3) .仔细 观察 发 现 ， 可 以 将 这 个 事实 
于 对 更 大 的 和 式 的 项 进行 分 组 : 


jp  \begin{aligned}{n^{12}} &+{n^6} + 2{n^4} + 2{n^3} + 2{n^2}+ 
4n\&~~~= ({n^{12}} + 2{n^4}) + ({n^6} + 2{n^2}) + 2({n^3} + 
2n)\&~~~\equiv 0 + 0 + 2 \times 0 \equiv 0~(\bmod 3).\end{aligned} 


< 

下 
过 
下 
En 
工 
| 
抽 


所 以 它 对 模 3 成 立 


我 们 完成 了 一 半 . 可 以 利用 同样 的 技巧 对 模 4 证 明 同 余 式 . 我们 已 经 证 明了 
{n^4} + {n^2} + 2n \equiv 0~(bmod 4) ， 所 以 就 用 这 一 模式 进行 集 项 : 


zs  \begin{aligned}{n^{12}} &+ {n^6} + 2{n^4} + 2{n^3} + 2{n^2}+ 
4n\&~~~= ({n^{12}} + {n^6} + 2{n^3}) + 2({n^4} + {n^2}+ 
2n)\&~~~\equiv 0 + 2 \times 0 \equiv 0~(\bmod 4).\end{aligned} 


对 m = 12 的 情形 证 明 完 毕 . 
QEDs : 相当 容易 就 完成 了 . 


6 QED 原 来 是 拉丁 文 quod erat demonstrandum 的 缩写 ， 意 思 是 “证 明 完 毕 *. 这 里 作者 在 证 明 完成 之 后 以 该 谐 的 语气 将 QED 解 释 为 英文 短语 
quite easily done . 


到 目前 为 止 ， 我们 已 经 对 素数 m，( 男 外 还 有 m= 4 以 及 于 = 12) 证 明了 我 们 的 同 余 式 ， 现 在 来 尝试 证 
它 对 素数 需 成 立 ， 为 了 具体 起 见 ， 我 们 可 以 假设 对 某 个 素数 了 有 zm = {p^3} .这样 (4.64) 的 左边 就 是 


zAbegin{aligned}{n^{{p^3}}} &+ \varphi (p){n^{{p^2}}} + \varphi ({p^2}) 
{n^p} + \varphi ({p^3)n\&= {n^{{p^3}}} + (p - 1){n^{{p^2}}} + ({p^2} - 
p){nAp} + ({p^3} - {p*2)n\&= ({n^{{p^3}}} - {n^{{p 2}}}) + 
p({n^{{p^2}}} - {nAp}) + {p^2}({n^p} - n) + {p^3}n.\end{aligned} 


如 果 我 们 能 证 明 局 {n^{{p^3}}} - {n^{{p^2}}} 可 以 被 已 {p^3} 整除 ， 忆 fnA{f{pA2}}} - {nAp} 可 以 被 局 {p^2} 
整除 ， 以 及 局 {nAp} -n 可 以 被 也 整除， 那么 就 可 以 证 明 上 式 对 于 模 局 {pA3} 同 余 于 0， 因 为 由 此 整个 式 子 
就 能 被 z{p^3} 整除 . 根据 费 马 定理 的 另 一 形式 ， 我 们 有 局 {n^p} \equiv n~(bmod p) ， 所 以 了 整除 

{nAp} -n ， 因 此 存在 一 个 整数 4 ， 使 得 


妈 温 


{nAp} =n + pq. 
现在 将 两 边 取 P 次 是 ， 将 右边 按照 二 项 式 定理 (我 们 将 在 第 5 章 里 遇 到 它 ) 展开 ， 并 重新 把 项 分 组 ， 这 就 


给 出 


wi \begin{aligned}{n^{{p^2}}} &= {anr+pqAp}= {tnAp}+{ODpq)ALnA{tP - 
1}Neft(\begin{tmatrix}jpNlend{fmatrix} \right) + {(pq)^2}{n^{p - 2}}\left( 
\begin{matrix}p\2\end{matrix} \right) + \cdots\&= {n^p} + 
{p^2}Q,\end{aligned} 


这 里 & 是 另外 某 个 整数 ,在 这 里 ， 我 们 能 提出 因子 :i{p^2} ， 因 为 第 二 项 里 有 


zAleft( \begin{matrix}jpNlvend{fmatrix} \right) =p ， 而 且 因 子 已 {(pq)^2} 出 现在 接 下 来 的 所 有 项 中 . 所 以 ， 
我 们 发 现 zz{p^2} 整除 2{n^{{p^2}}} - {nA^p}. 


再 次 在 两 边 取 了 次 家 ， 展 开 并 重新 组 项 就 得 到 


Bbegin{aligned} {nM{{p3}}} &= {({nAp} + {pA2}Q)ApjN&= {nA{ {pA2}}} 
+ {({p^2}Q)1}{n^{p(p - 1)}}\left( \begin{matrix}p\1\end{matrix} \right) + 
{({p^2}Q)’2}{n^{p(p - 2)}}\left( \begin{matrix}p\2\end{matrix} \right) + 
\cdots\&= {n^{{p^2}}} + {p^3}M\boldsymbol{Q},\end{aligned} 


这 里 We 为 男 一 个 整数 .所 以 局 {p^3} 整除 {nn^{{p^3}}} - {n^{{p^2}}} .这 就 结束 了 对 
zm = {p^3} 的 证 明 ， 因 为 已 经 证 明了 已 {pA3} 整除 (4.64) 的 左边 . 


0 我 们 还 可 以 用 归纳 法 证 明 ， 对 某 个 最 后 的 整数 zAmathfrak{D} (说 它 最 后 是 因为 我 们 用 尽 了 字体 ) 


zn^{p^k}=n^{p^{k-1}}+p^k\mathfrak{D}, 
从 而 


pF {n^{{p^k}}} \equiv {n^{{p^{k - 1}}}}~(\bmod {p^k}),~~k > 
0.\guad\quad\qguad\quad\qguad(4.65) 


这 样 (4.64) 的 左边 ， 也 即 


B (tnAt{pAk}}} - fnAt{pAtk- 1 + pnAt{pAtk-1} -fnAf{pAtk- 
2}}}}) + \cdots + {pA{k- 1}}({nAp} -n) + {pAk}n 


能 被 斑 整 除 ， 所 以 它 对 模 斑 同 余 于 0. 


我 们 几乎 就 要 完成 了 .既然 已 经 对 素数 寡 证 明了 (4.64) ， 所 有 剩 下 来 的 就 是 要 证 明 ， 假 设 该 同 余 式 对 
z{m_1} 和 2{m_2} 为 真 ， 那 么 它 对 台 二 im2 《这 里 miLm2 ) 也 成 立 ， 我 们 检验 普 = 12 的 情形 是 分 解 
成 m=3 和 m=4 的 情形 来 做 的 ， 这 辟 舞 我 们 相信 此 种 方法 将 会 奏效 . 


我 们 知道 ¥ 函数 是 积 性 的 ， 所 以 可 以 记 


Bz. \begin{alignedMsum\limits_{d\backslash m} {\varphi (d){n^{m/d}}} &= 
\sum\limits_{{d_1}M\backslash {m_1},{d_2}Mbackslash {m_2}} {\varphi 
({d_ 1}{d 2D{n^{{m_ 1}{m 2H{d_1}{d 2}}}} Ne&= 
\sum\limits_{{d_1}M\backslash {m_1}} {\varphi ({d_1})} \left( 
{\sum\limits_{{d_2}M\backslash {m_2}} {\varphi ({d_2}) 
{{({n^{{m_1HW{d_1}}})H{{m 2}M{d_2}}}} } \right)\end{aligned} 


日 是 内 和 对 于 模 2{m_2} 同 余 于 0， 因 为 我 们 已 经 假设 了 (4.64) 对 2{m_2} 成 立 ， 所 以 整个 和 式 对 模 


ez.{m_2} 同 余 于 0. 根据 对 称 性 ， 我 们 发 现 整个 和 式 对 模 蕊 {fm_1} 也 同 余 于 0. 从 而 根据 (4.42) 可 知 ， 它 
关于 模 m 同 余 于 0. 证 明 完 毕 


习题 
热身 题 


1 对 1 \leqslant kk \leqslant 6 ， 恰 及 个 因子 的 最 小 正 整数 是 什么 ? 


中 


i 


2 ”证明 egcd (mn) \cdot {\rm{lcm(}}mn{\m{)}} = m\cdotn ， 并 在 Pmnbmod m ne 0 时 利用 这 个 恒 等 
式 ， 从 而 用 局 {\rm{lcm(}}n\bmod m,m{\rm{)}} 表示 出 lem(m,n) ,提示 : 利用 (4.12) ， (4.14) 以 及 
(4.15) . 


3 


设 7(7) 是 不 超过 z 的 素数 个 数 . 证 明 或 推翻 : 


4 ”如 果 Stern-Brocot 构 造 是 从 五 个 分 数 


zeft( {\frac{0}{1},\frac{1}{0},\Mfrac{0}{{ - 1}},\frac{{ - 1}}{0},\frac{0} 


{1}} \right) 
生 什 么 ? 


当 工 和 RR 是 人 


5 
6 


十 个 标号 


以 比 10 大 得 多 ) 
:考虑 的 剩余 


(4.33) 的 2x2 和 矩阵 时 ， 求 zx{LAk} 和 {RAk} 的 简 证 


Pa \equiv b~(\bmod 0) 的 含义 是 什么 ? 
1~10 的 人 如 同 在 约瑟夫 问题 


那样 排 成 一 个 圆圈 ， 每 隔 


证 明 : 对 任 


可 天 ， 


正文 


8 
的 . 说 明 怎 样 


所 有 相关 
正明 
计算 


的 解 . 


求 出 所 


提示 : 利 


PC{3A{77}} - 1)/2 是 奇 的 合 数 . 提示 : 已 {3^A{77}}Nbmod 4 等 


和 有 这 种 巧 


系 (T mod 3,7 mod 5) 有 如 下 令 人 不 解 的 
xX 种 巧合 的 例子 ， 


前 三 个 死去 的 人 不 可 能 是 10 、 
性 质 : 


大 和 天 十 1 


13 对 应 2(1,3) ， 


而 不 用 把 所 有 15 对 剩余 都 计 


算出 来 ， 换 名 话说， 


zm -1 个 人 处 死 一 人 . 
(依照 这 个 次 序 ) 


它 看 起 来 几乎 是 相同 
就 是 求 同 余 式 


(m 的 值 可 


p210x + y \equiv x~(\bmod 3),~~10x + y \equiv y~(\bmod 5) 


varphi (999) . 


找 


11 个 具有 


(这 与 默 比 马 斯 范 


如 下 愧 


质 的 画 数 9m) : 


事实 二 10u + 6v \equiv u~(\bmod 3) 以 及 10u + 6v \equiv v~(\bmod 5) . 


于 什么 ? 


e.g(n) = \sum\limits_{0 \leqslant k \leqslant n} {f(k)}\Leftrightarrow f(n) = 
\sum\limits_{0 \legslant k \leqslant n} {\sigma (k)g(n - k)}. 


数 类 似 ， 见 


(4.56) 


.) 


pAsum\nolimits_{d\backslash m} {\sum\nolimits_{k\backslash d} {\mu 


12 


13 ”如 果 一 个 正 


化 简 公 式 (k)g(d/)} }. 
整数 n 对 任何 m > 


求 n 是 无 平方 因 
jn 的 素数 害 


a 


b 用 mu Cn) 
基础 题 
明 或 推 


14 证 


子 数 的 一 个 必要 且 


总 出 这 


个 条 件 . 


翻 : 
a PM\gcd (km,kn) = 


Kk\gcd (m,n); 


1 


都 不 能 被 {mA^2} 整除 ， 


充分 条 件 ， 


表示 (4.11) 来 表 出 这 个 条 件 ; 


b z-{\rm{lcem(}}km,kn{\rm{)}} = k{\rm{ lem(} }m,n{\rm{)}}. 


15 


16 


前 n 个 欧 几 里 


每 个 素数 都 能 作为 某 个 欧 几 里 


a 


导 炎 人 En 的 因子 出 


到 站 | 


17 


明 ， 如 果 


18 证 


设 2{f_n} 是 “ 费 


马 数 ”p2{2^{{2An}}} +1. 


现 吗 ? 


导数 的 倒数 之 和 是 什么 ? 


证 明 ， 如 果 zm <n ， 


zf{2An} + 1 是 素数 ， 


那么 是 2 的 虹 . 


那么 称 它 


是 无 平方 因子 的 (squarefree) . 


那么 户 {f_ ml} \bot {f_n}. 


19 ” 当 n 是 正 整 数 时 ， 证 明 下 面 的 恒等式 : 


z-\begin{alignedM\sum\limits_{1 \legqslant k <n} {\left\lfloor {\frac{ {\varphi 


(k+1)}}{k}} \right\rfloor } &= \sum\limits_{1 < m \leqslant n} {\left\lfloor 
{{{\left( {\sum\limits_{1 \leqslant k < m} {\left\lfloor {(m/k)Aleft\lceil 
{m/k} \right\rceil } \right\rfloor } } \right)} 人 ^{ - 1}}} \right\ifloor I\&=n-1 
-\sum\limits_{k = 1}n {\eft\lceil {\left{ {\frac{{(k - 1)! + 1}}{k}} 
\right\}} \right\rceil }.\end{aligned} 


提示 : 这 是 一 个 技巧 问题 ， 其 答案 非常 容易 . 


20 ”对 每 个 正 整 数 n 都 存在 一 个 素数 PP ， 使 得 Pn < p eqslant 2n . (这 本 质 上 就 是 “ 贝 特 朗 假设 ” 
夫 : 贝 特 朗 在 1845 年 对 Pn < 3~000~000 做 了 验证 ， 而 切 比 雪夫 则 在 1850 年 对 所 有 的 n 证 明了 这 一 -假设 ， 


利 j 贝 特 朗 假设 证 明 : 存在 一 个 常数 zib \approx 1.25 ， 使 得 数 

zleft\lfloor {{2^b}} \right\rfloor ,~\left\lfloor {{2^{{2^b}}}} \right\rfloor 

,~\left\lfloor {{2^{{2^{{2^b}}}}}} \right\rfloor , \cdots 全 都 是 素数 . 
21 设 记 是 第 n 个 素数 . 求 常数 KK 使 得 


zleft\floor {({{10}^{{n^2}}}K)~\bmod {{10}n}} \right\rfloor = {P_n}. 


约束 


22 ” 数 1111 111 111 111 111 111 是 素数 . 证 明 ， 在 任何 基数 总 下 ， 局 {(11 \cdots 1)_b} 仅 当 1 的 个 数 是 素数 


时 才 有 可 能 是 素数 . 
这 是 对 斜视 的 一 种 测试 吗 ? 


23 ”对 正文 讨论 s( 呈 时 涉及 的 直 尺 画 数 以 有 给 出 一 个 递归 式 . 证 明 P( 四 与 有 n 个 圆 副 的 河内 塔 的 2 


次 移动 中 的 第 步 所 移动 的 那个 画 沉 有 关联 ( 221 \leqslant k \leqslant {2An} -1) . 
24 ”用 局 fmu_pj@) ( 它 是 nn 用 Pp 进 制 表示 时 各 位 数字 的 和 ) 来 表示 (m1) ， 
看 啊 ， 妈妈， 我 学 会 了 横向 做 加 法 . 


25 ”如 果 m\n 有 局 m \bot n/m ， 我 们 称 m 精确 整除 nw 并 记 之 为 已 m\backslash \backslashn . 例如， 在 正 


此 对 (4. 


24) 进行 推广 . 


[ 


讨论 阶乘 因 子 时 ， 22{p^{{\varepsilon_p}(n!)} backslash \backslash n! . 证 明 或 推翻 如 下 命题 : 


a 如 果 zk \bot m ， 则 zak\backslash \backslashn 目 
zam\backslash \backslash n\Leftrightarrow km\backslash \backslash n . 


b 对 所 有 m,n > 0 ， 或 者 egcd (m,n)\backslash \backslash m ， 或 者 Ngcd (m,n)\backslash \backslash n . 


26 ”考虑 满足 zimn \leqslant N 的 所 有 非 负 最 简 分 数 "7 组 成 的 序列 {\mathcal{G}_N} . 


BE. {\mathcal{G}_{10}} = \frac{0}{1},\frac{1}{{10}},\frac{1}{9},\frac{1} 
{8},\frac{1}{7},\frac{1}{6},\frac{1}{5},\frac{1}{4},\frac{1}{3},\frac{2} 
{5},\frac{1}{2},\frac{2}{3},\frac{1}{1},\frac{3}{2},\frac{2}{1},\frac{5} 
{2},\frac{3}{1},\frac{4}{1},\frac{5}{1},\frac{6}{1},\frac{7}{1},\frac{8} 

{1},\frac{9}{1},\frac{{10}}{1}. 


是 否 只 要 在 2{\mathcal{G}_N} 中 /7 恰好 排 在 TAN 的 前 面 ， mn 一 mm = 1 就 为 真 ? 


例如 


27 ”以 Stern-Brocot 数 系 中 用 工 和 R 给 出 的 表示 法 为 基础 ， 给 出 一 个 简单 的 法 则 来 对 有 型 


28 ”之 {\rm{\pi }} 的 Stern-Brocot 表 示 是 


FP {\rm{\pi }} = {R^3}{L^7} 
{RA{15}}L{R^{292}}LRL{R^2}L{R^3}L{R^{14}}{L^2}R \cdots, 


E 数 进行 比较 . 


利用 它 求 出 PF{\rm{\pi }} 的 所 有 分 母 小 于 50 的 最 简单 的 有 理 近 似 ，zMrac{{22}}{7} 是 其 中 之 一 吗 ? 


29 ”正文 描述 了 


[0.. 


1) 中 的 二 进 制 实数 (.b16263…) 与 [0..%) 


中 的 Stern-Brocot 实 数 


zalpha = {B_1}{B_2}{B_3} \cdots 之 间 的 对 应 关系 . 如果 工 对 应 于 a 且 Px ne0， 那 么 与 1 -x 对 应 的 


数 是 什 4 


30 训 


人 么 ? 


F 明 下 面 的 命题 “中国 剩余 定理 ) : 设 己 {m_1j, \cdots ,{m_r} 是 正 整 数 ， 对 工 和 7 < 大 入 7 有 7 二 PN 
， 设 zim= {m_1} \cdots {mr} ， 又 设 己 fa_lj, \cdots ,{a_rj,A 都 是 整数 . 那么 恰好 存在 一 个 整数 a ， 使 得 
za \equiv {a_k}~(\bmod {m_k}) , z21 \leqslant k eqslantr 以 及 zwA \ledslanta<A+m. 


31 ”一 个 用 十 进 制 表示 的 数 能 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 3 整除 . 证明 这 个 广为人知 的 法 
则 ， 并 对 它 进 行 推广 . 

为 什么 Euler 的 发 音 是 Oiler， 而 Euclid 的 发 音 却 是 Yooklid? 
32 ”通过 推广 (4.47) 的 证 明 来 证 明 欧 拉 定 理 (4.50) . 
3 证 明 ， 如 果 fl(m) 和 Pg(m) 是 积 性 函数 ， 则 Ph(m) = \sum\nolimits_{d\backslash m} {f(d)g(m/d)} 亦 
34 证明 (4.56) 是 (4.61) 的 特例 . 
作业 题 
35 ” 当 m 和 nn 是 满足 zm en 的 非 负 整 数 时 ， 设 PI(m,n) 是 满足 关系 式 

FI(m, nm + In,m)n = \gcd (m,n) 

的 函数 . 那么 ,在 (4.5) 中 有 世 I(mn) = m' 以 及 局 Iam) =m ， 忆 I(mn) 的 值 是 m 关于 n 的 一 个 逆 元 . 求 


数 772 十 av 和 ] 称 为 


Bm + msqrt {10} ) \times \pm (m - msqrt {10} ) = 1) . 例如 ， 忆 3 +\sqrt {10} 是 一 个 单位 ， 


出 定义 FAI(m,n) 的 递归 式 . 


36 ”考虑 集合 22ZQsqrt{10})=\left{m+nmsqrt{10M\Bigllm,n 是 整数 zABigrn\} .如 果 杞 {mA2} - 10{n^2} = \pm 1 


一 个 单位 ， 这 是 由 于 它 有 逆 元 (也 就 是 由 于 


- 


已 19 - G\sqrt {10} 亦 然 . ee 的 单位 可 [搬入 到 任何 分 角 式 中 所 以 可 以 忽略 它们 . 2ZQsqrt {10} ) 
中 的 非 单位 数 称 为 素 元 (prime) ， 如 果 它 们 不 可 能 写成 两 个 非 单 位 数 的 乘积 . 证明 2, 3 以 及 
z24 \pm \sqrt {10} 都 是 已 ZCsqrt {10} ) 中 的 素 元 . 提示 : 如 果 


722 = (k + I\sqrt {10} ) \times (m + n\sqrt {10} ) ， 那 么 4 = ({k^2} - 10{1^2D({m^2} - 10{n^2}) .此 外 ， 任 


何 整数 的 平方 对 于 模 10 同 余 于 0, 1, 4, 5, 6 或 者 9. 
zi:{e_n}- \frac{1}{2} = {\left( {{e_{n -1}}-\frac{1}{2}} \right)^2}+ 
37 ”证 明 (4.17) . 提示 : 证 明 \frac{1}{4} 
， 并 考虑 2{2^{ - n}}\ln \left( {{e_n} - \frac{1}{2}} \ight) . 
38 ”证 明 : 如 果 alb 且 za>b>0， 那 么 
ps \gcd({a^m}- {bm},{a^n} - {bn})= {a^{\gcd (m,n)}} - {b^{\gcd 
(m,n)}},~~0 Meqslant m <n. 
(所 有 变量 均 为 整数 . ) 提示 : 利用 欧 几 里 得 算法 . 


39 ” 设 记 SCm) 是 满足 下 述 条 件 的 最 小 正 整 数 n: 存在 递增 的 整数 序列 


) 例如 ， 


Bm={fa 1} < {a 2} <\cdots < {a t} =n, 


使 得 {a_1}{a_2} \cdots {a_t} 是 一 个 完全 平方 数 . (如 果 m 是 完全 平方 数 ， 我 们 可 以 取 Bt = 1 以 及 


pn=m. 


已 S(2) = 6 ， 因 为 这 样 的 最 好 序列 是 局 {a_1} = 2 ， 忆 {a_2} =3 ， 忆 fa 3}=6 .我 们 有 


) 


n ES 
S(n) 6 8 4 0 12 14 13 
证 明 : 只 要 0<m<m ， 就 有 Sl(m) 冯 Slm'). 
40 ”如 果 n 的 P 了 进 制 表示 是 lam… Qaojp ， 证 明 
nl/p?™ 三 (—1)r Man! :ailao! (modp). 
(左边 就 是 4 去 掉 了 所 有 的 因子 己 . 当 叶 = 了 时 它 转化 为 威尔逊 定理 . 
威尔逊 定理 : “ 玛 莎 ， 那 个 男孩 是 个 讨厌 鬼 
41 
a 证 明 ， 如 果 Pmod4=3 ， 则 不 存在 整数 n 使 得 了 整除 n? 十 1. 


b 证 明 ， 如 果 pPmod4=1， 
尔 进 定理 . 


42 


考虑 表示 成 最 简 形 式 的 


分 母 等 于 nm' 的 充分 必要 
n 与 n' 没 有 公 因 子 . ) 


条 件 是 nln’. 


43 在 Stern-Brocot 树 的 第 层 有 2* 个 结 
{LAk} 出 发 ， 然 后 通过 相继 用 


来 乘 它 得 到 (对 1<n<2*) 


广播 : 
的 地 方 吗 ? 7 


i 投手 Mark LeChiffre 打 出 


就 会 存在 这 样 一 个 整数 . 


个 分 数 mn 和 mn 证 明 : 


(mn’ + mn)/nn’ 


提示 : 


(换言之 ， 


它们 与 矩阵 天 ,天 下， 


0 一 1 
1 2p(ln)+1 


， 这 里 pt) 是 


出 一 个 两 分 全 垒 打 ! Mark 此 前 的 


个 直 太 函数 


7 这 个 说 法 有 误 . 因为 此 前 他 只 击 上 


P 过 一次， 故而 其 


长 


当 的 近似 值 ， 因 为 保留 三 位 小 数 我 


证 明 
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门 有 1712 


一 个 平均 击 球 率 为 0.316 的 棒球 运动 员 必定 至 少 刘 


中 ， 那么 mj/n E [0.3155..0.3165) . ) 


45 ” 数 9 376 有 一 个 很 特 另 


有 
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多 少 个 四 位 数 z 满足 方程 
有 多 少 个 n 位 数 z 满足 方程 2 


1 的 自生 性 质 


0.083. 


击 球 率 应 该 是 一 个 


9 3762 = 87 909 376. 


rT? mod 10000= x? 


a 证 明 : 如 果 ni= 三 1 且 n* 三 1 (modm) ， 


b 证 明 : 如 果 > 1 ， 


则 2” 关 1 (modn) 


mod 107=7zx? 


那么 7zgcd(7, 有 三 1. 


提示 : 利用 费 马 定理 . 


当 它们 的 和 m/n+m/w 化 为 最 简 分 数 时 ， 其 


,下 对 应 ， 


已经 就 是 最 简 分 数 的 充分 必要 条 件 是 


证 明 : 


击 球 率 为 0.080， 今 天 得 到 了 他 本 年 


Ff 球 19 次 . 


. 提示 : 考虑 的 最 小 素 


合 


S 如 1 /7 的 分 数 ， 但 无 论 nn 是 哪 一 个 正 整数 ， 
它 过 大 了 ,而 1/13 完 0.077 又 过 小 了 . 


(p-1)/2 
k(p— ) 
将 中 一 JI 写成 (I 并 考虑 威 


这 个 序列 可 以 从 


度 的 第 二 次 全 垒 打 . “这 里 有 说 错 


0.080 都 不 是 L/ 7 的 适 


(如 果 他 在 n 次 


Ff 球 中 有 m 次 击 


47 证明， 如果 n"! 三 1 (modm) ， 且 对 所 有 满足 P(m - 1) 的 素数 都 有 mnt-02 关 1 (modm) ， 那 么 mm 是 
素数 .提示 : 证 明 ， 如 果 这 个 条 件 成 立 ， 那 和 对 1<k < m ，n* mod m 都 是 各 不 相同 的 . 


n) mod m 


48 ”通过 确定 当 m > 1 时 表达 式 (es 的 值 来 推广 威尔逊 定理 (4.49) 
49 ” 设 RN) 是 满足 1<msN，1<ngN 以 及 mln 的 整数 对 (mm) 的 个 数 ， 

a 用 亚 函 数 表示 RN) . 

b 证 明 RI(N) = > . [IN/djinu(d) 


50 ” 设 m 是 一 个 正 整 数 ， 又 设 


w = evi/m 一 cos(27/m) + isin(27/m). 
由 于 w" = ei 二 1， 我 们 说 是 一 个 m 次 单位 根 (root of unity) .事实 上 ，m 个 复数 ,ww wo 中 


的 每 一 个 都 是 一 个 m 次 单位 根 ， 因 为 2)”= ex =1， 这 样 一 来 ， 对 0<k<m ，s 一 都 是 多 项 式 
2" 一 1 的 因子 .由 于 这 些 因 子 是 各 不 相同 的 ， 所 以 =” 一 1 在 复数 范围 内 的 完全 分 解 式 必定 古 


造成 不 团结 的 根源 (roots of disunity) 是 什么 ? 


zm 一 1] 一 (z — wt) 
0<k<m 
、 wmn(z)= 工 [ 人 三 SA 2"—1= [wa(:) 
a 设 加 全 一] cxan ， (这 个 p(m) 次 多 项 式 称 为 m 次 分 加 多项式 ，) 证 明 a 


< Alm/d) 
(zs — 1) 


b 证 明 Wm(2) lL,, 
考试 题 
51 ”通过 用 多 项 定理 展开 (1+1+… 二 1? 来 证 明 费 马 定理 (4.48) 


52 设 n 和 z 是 正 整数 ， 且 z 没 有 <n 的 因子 (1 除外 ) ， 又 设 P 是 一 个 素数 .证 明 诸 数 
{7 一 1,7 一 1,… ,7” 一 1} 中 至 少 有 [n/p| 个 是 Pp 的 倍数 . 


53 ” 求 所 有 满足 ?一 Dm) 的 正 整数 . 


54 ”手工 计算 ,确定 1000! mod 10Y 的 值 . 


、 二 ee Ee ; 
55 ” 设 忆 是 前 4 个 阶乘 的 乘积 1 1， 证 明 : 对 所 有 正 整 数 ， PB/P! 都 是 整数 . 


56 ”证 明 
2n—1 n—l 
(H mom) / (Hot) 
es 和 
是 2 的 才 . 


57 设 Sn;m) 是 满足 妹 mod 大 二 mmodK> 大 的 所 有 整数 大 组 成 的 集合 .例如 ， 
SU7;,9) = 2,4,5,8, 10, 11, 12, 13, 14,15, 16 . 证 明 


op 人 大) = 77272. 


KES(m mn) 


提示 ， 首 先 证 明 Dienes Zame( 四 = axie(g Im/d 各 后 考虑 [m+n)/d] Lm/d| -nfdl 


58。 设 1 2a 求 Jtm) 是 2 的 宕 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 ， 


59 ”证明 : 如 果 zi … ,zn 是 满足 1/z1 站 和 1/zn 二 1 的 正 整数 ， 那么 max(71,… ,Tn) < en .提示 : 用 归 
纳 法 证 明 下 面 更 强 的 结果 ，* 如 果 1/z1 +…+1/zn+ 1/a - 1 1 71; “Tn 是 下 整数， 而 a 是 
> max(z1,… ,zn) 的 一 个 有 理 数 ， 那 么 w+1< ent1 且 如 …zn(a+1) < 4.…enent1，”( 它 的 证 明 是 非 平凡 
的 . ) 


60 证明， 存在 一 个 常数 P， 使 得 (4.18) 只 给 出 素数 .你 可 以 利用 如 下 ( 极 不 平凡 的 ) 
8 > 一 


11 ， 则 对 所 有 充分 大 的 忆 ， 在 了 与 了 + 驻 之 间 必 存在 一 个 素数 . 


Ht 


Mihil 


实 : 如 果 


61 ”证 明 : 如 果 m/m、mww 和 w/w 是 Fw 中 相 邻 接 的 元 素 ， 那么 


m’ 一 | (7 十 N)/m m’—m, 


n” = |(n+N)/n|n’—n. 


0 1 
(借助 这 个 递归 式 ， 我 们 可 以 从 1 入 出 发 按照 次 序 计算 Fw 中 的 元 素 . ) 


在 二 进 制 数 © Stern-Brocot 对 应 关系 中 ， 哪 一 个 二 进 制 数 与 e 对 应 ? (把 你 的 答案 表示 成 一 个 无 限 和 
式 你 不必 将 它 计 算 成 封闭 形式 ， 


63 ” 仅 利用 这 一 章 的 方法 来 证 明 : 如 果 费 马 大 定理 (4.46) 是 错 的 ， 那 么 使 得 它 不 成 立 的 最 小 的 n 必定 是 
一 个 素数 . (可 以 假设 当 n=4 时 (4.46) 成 立 . ) 此 外 ， 如 果 吧 十 中 = 袜 是 最 小 的 反例 ， 证 明 对 某 个 整 


数 m 有 
4 
“| m, pxc, 


一 1 
PN， PC ， 
从 而 5 宇 m?/2 必须 非常 大 .提示 : 设 z+=a+b， 并 注意 到 gcd(z,(ef 十 (7 一 a)?)/z) = gcd(z, pa?™!) 


64 ” 阶 为 N 的 皮尔 斯 序列 Py 是 由 符号 < ”或 者 ”分隔 开 的 无 限 分 数 串 ， 它 包含 满足 m0 以 及 n<N 
的 所 有 分 数 mn (包括 没有 化 简 的 分 数 ) . 它 是 由 如 下 形式 的 开头 部 分 递归 定义 的 


1 


二 | Cn 
A 


et 各 学 
人 我 们 可 以 通过 对 所 有 大 > 0 在 Pr 的 第 kN 个 符号 前 插入 两 个 符号 来 构造 出 Pw+1 . 这 两 个 插入 
J 符号 是 
无 一 ] 3 
= kN 是 奇数 ; 
N+1 
kl 划 
Pw ， kN 是 偶数 


而 当 了 是 奇数 时 ， 它 


这 里 ?Nj 表示 Px 的 第 7 个 符号 ， 当 了 是 偶数 时 ， 这 个 符号 或 者 是 " < ”或 者 是 “ =”，; 
将 是 一 个 分 数 . 例如 ， 
De 0 (SE 0 A A Ie Re EN 
2 三 一 三 一 入 一 区 一 三 一 入 一 区 一 三 一 区 一 远 一 三 一 入 一 和 一 三 一 区 一 生 一 三 一 
70000 0 0 SL 1 0 | 
OO 
人 二 二 二 
2 OS I 
9 Ss | SS A EE Ng OD I .OR SY) eh eR 
| =—=—=—=—<—<—<—=—<—<—<—=—=—=—-<—<—<—= 
A 0 0 0 0 20 0 
人 
5 二 二 E43 3 EE J 5 二 二 < ws 三 三 
Zt 3 3 3 2 
O00 0 00s Oe Eh 4 
全 
3 
(相等 的 元 素 以 略微 特殊 的 次 序 出 现 . ) 证 明 : 由 上 


斯 序列 中 相 邻 分 数 之 间 的 关系 . 
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欧 几 里 得 数 en 全 都 是 无 平方 因子 数 吗 ? 


对 于 所 有 的 整数 序列 0 < a 


梅森 数 2? - 1 全 都 是 无 平方 因子 数 吗 ? 


是 否 存在 一 个 常数 8 ， 使 得 对 所 有 > 0 ， 


Le7 | 都 是 素数 ? 


设 已 是 第 个 素数 .证 明 或 推翻 Pri 一 P= 0 (log Pi)”. 


旺 否 对 无 穷 多 个 n 有 53(71) = 52(n1)/2? 


A 


如 果 法 里 级 数 


证 明 或 推翻 : 对 所 有 整数 a ， 


= (Fn(0), Fn(1),*…- ,Fn(B(n))) 


的 (mn) + 1 项 较为 均匀 地 分 布 ， 我 们 可 以 期 待 有 SA) . 


三 Im) 
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否 为 真 ? 


TP(n) 


[Fn(k)—k/B (z) 下 


接 度量 了 “1 


面 的 法 则 所 定义 的 符号 % <” 和 “= ”正确 地 描述 了 皮尔 


max akK/ gcd (aj,ar)2n 
所 二 Sm 


… < mm ， 证 明 或 推翻 :本 人 


扁 离 一 致 分 布 的 程度 


当 了 一 ce 时 ， 集 合 {0! modp, 1 modP ,lp 一 1)! modp} 中 近似 


~ 


证 明 或 推翻 如果 去 1， 则 存在 n> 1， 使 得 2" 三 有 (modn) ， 这样 的 n 有 无 穷 多 个 吗 ? 


存在 无 穷 多 个 n ， 使 得 pln)N\(nt+a). 


D{(n)= OU 2 ) 是 


也 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 


5 二 项 式 系数 BINOMIAL COEFFFICIENTS 


让 我 们 小 恶 一 会 几 ， 对 于 包含 底 、 顶 、 模 、?” 画 数 以 及 emnu 画 数 的 和 式 ， 我 们 在 前 面 几 章 里 已 经 看 到 ] 
中 之 艰难 .现在 我 们 来 研究 二 项 式 系数 ， 事 实证 明 它 在 应 用 中 更 加 重要 ， 又 比 所 有 其 他 的 量 更 容易 处 


我 们 真 幸运 ! 


5.1 基本 恒等式 ”BASIC IDENTITIES 


人 是 因为 在 这 一 节 后 面 我 们 要 考察 的 一 个 重要 的 性 质 ， 即 二 
项 式 定 理 . 我 们 将 此 符号 读 作 “n 选取 ”. 这 种 常用 说 法 来 自 于 它 的 组 合 解释 一 一 它 是 从 一 个 有 n 个 元 素 
的 集合 中 选取 大 个 元 素 作成 子 集 的 方法 数 ， 例如， 我们 可 以 用 6 种 方式 从 集合 {1, 2 3, 4 中 选取 两 个 元 素 ， 


也 可 以 说 成 是 ni 件 物品 中 一 次 取 kk 件 的 组 合 . 


{1,2} ，{1,3} ，{1,4} ，{2,3} ，{2,4} ，{3, 生 :; 


pe 最 容易 的 做 法 是 ， 首 先 确定 从 有 个 元 素 的 集合 中 选取 上 个 元 素 的 序列 
(而 不 是 子 集 ) 的 个 数 . 对 序列 来 说 ， 要 考虑 元 素 的 次 序 . 我 们 利用 在 第 4 章 里 用 过 的 相同 方法 来 证 明 nl 
eo 个 元 素 有 种 选择 ， 对 第 一 个 元 素 的 每 一 种 选择 ， 对 第 二 个 元 素 有 
n 选择 ， 如 此 下 去 ， 直 到 对 第 在 个 元 素 有 nn 一 k++1 种 选择 ， 这 总 共 给 出 n(n 一 1… ee 
种 选择 于 每 上 个 元 素 组 成 的 子 集 都 恰好 有 总 种 不 同 的 排序 ， 所 以 序列 的 个 数 对 每 一 个 子 集 恰好 计算 
了 如 次 .为 得 到 答案 ， 只 需要 直接 用 总 来 除 ; 


PN 7 人 (7 一 1) (72 一 大 十 1 
kj (一 1):…(1) 


例如 ， 


这 与 我 们 前 面 的 计数 吻合 . 


我 们 称 n 是 上 指标 (upper index) ， 而 称 大 是 下 指标 〈lower index) .根据 组 合 解释 ， 0 

整数 ， 因 为 集合 的 元 素 个 数 不 为 负数 或 者 分 数 ， 但 是 ， 除 了 组 合 解释 之 外 ， 二 项 式 系数 还 有 许多 用 途 ， 所 
以 我 们 要 去 掉 对 它 的 某 些 限制 事实 表明 ， 最 有 用 的 是 允许 上 指标 取 任意 的 实数 (甚至 复数 ) 指标 取 
任意 的 整数 . 这 样 一 来 ， 正 式 的 定义 就 取 如 下 的 形式 : 


a 牛人 K 
, r(r—1):…( K+D)_r 整数 之 0. 
Kk 


= ED A ; 
0, 整数 大 < 0. (5.1) 


这 一 定义 有 才干 值得 关注 的 特点 ， 首先， 上 指标 称 为 + ， 而 不 是 n ; 字母 7 强调 这 样 的 事实 ， 这 个 位 置 上 


一 ， 
-= = (-1H(-2)(-3)/(3x2xl) = 一 1 
王 意 实 数 ， 二 项 式 系数 都 是 有 意义 的 . 例如 ;) 和 .这 里 不 存在 组 合 


Cr 

i 

HH 

| 

二 
上 


7 但 是 事实 表明 + = -1 是 一 个 重要 的 特殊 情形 .事实 也 表明 ， 像 = -1/2 这 样 的 非 整数 指标 是 有 用 

第 二 ， 我 们 可 以 把 Da r 的 一 个 次 多 项 式 ， 我 们 将 会 看 到 ， 这 种 观点 常常 是 有 用 的 . 

第 三 ， 我 们 并 没有 对 非 整 数 的 下 指标 定义 二 项 式 系数 . 对 此 也 可 以 给 出 一 个 合理 的 定义 ， 但 实际 应 用 很 

少 ， 我 们 把 这 种 推广 放 到 本 章 后 面 再 给 出 . 

最 后 的 注 记 ， 我 们 在 定义 的 右边 给 出 了 “整数 上 之 0” 以 及 “整数 < 0” 的 限制 .这样 的 限制 会 出 现在 我 们 要 

研究 的 所 有 恒等式 中 ， 从 而 使 得 可 应 用 的 范围 清晰 明了 .一般 来 说 ， re 寻 为 没有 限制 的 恒 

等 式 是 最 有 用 的 ， 再 者， 任何 适用 的 限制 都 是 该 恒等式 的 重要 部 分 ， 处 理 二 项 式 系数 时 ， 暂 时 名 略 难以 记 

住 的 限制 条 件 ， 再 来 检查 违反 了 什么 没有 ， 这 样 做 会 更 容易 一 些 . 但 核查 是 必 不 可 少 的 . 

例如 ， 几 乎 每 一 次 我 们 遇 到 辐 时 它 都 等 于 1， 所 以 我 们 可 能 会 错误 地 认为 它 永 远 是 1. 但 是 仔细 观察 定义 

n nn 过 和 

(5.1) 就 会 明白 ， Sp n 之 0 时 才 等 于 1 (假设 n 是 整数 ) ， 而 当 ee 样 的 陷阱 

可 以 (也 应 该 ) 使 生活 点 冒险 性 

在 得 到 用 来 东 驭 二 项 式 系数 的 恒等式 之 前 ， 我 们 稍微 观察 一 下 较 小 的 值 . 表 5-1 中 的 数 构成 了 帕斯卡 三 角 

形 1 的 开始 部 分 ， 它 是 根据 布 莱 士 -帕斯卡 (1623 一 1662) 的 名 字 命 名 的 ， 因 为 他 就 此 写 了 一 部 很 有 影响 的 
(=axoyexD= a 

专著 [285] ， 表 中 的 空 条 目 实际 上 是 0， 因 为 (5.1) 中 的 分 子 是 零 ， 例 如 \< . 留 出 这 

些 空 条 目 是 为 了 强调 表 中 其 余 的 数 . 

| :在 中 国 ， 称 它 为 页 宪 三 角形 或 者 杨辉 三 角形 . 1050~~1100 年 ， 北 宋 数 学 家 贡 宪 就 发 现 了 这 个 三 角形 ， 而 南宋 数学 家 杨辉 则 在 他 所 著 的 《 详 

| 解 九 章 算法 》 (1261 年 ) 一 书 中 再 次 给 出 了 这 个 三 角形 ， 并 说 明 此 图 栅 宪 出 版 于 11 世 纪 的 著作 《 释 锁 算术 》， 他 们 的 发 现 都 远 早 于 由 

上 斯 卡 (1623 一 1662) 以 及 其 他 国家 的 数学 家 .帕斯卡 在 他 所 著 的 Traité du triangle arithmétique (1655 年 ) 一 书 中 介绍 了 这 个 三 角形 (据说 

bs 卡 在 13 岁 即 1636 年 时 就 发 现 了 这 个 三 角形 ) .目前 世界 数学 家 已 逐渐 承认 这 一 历史 事实 ， 并 改称 它 为 “中国 三 角 ”. 


在 帕斯卡 出 生 之 前 许多 


世纪 ， 


项 式 系数 在 3 


“ 洲 就 已 经 为 人 所 熟知 0 ， 


表 5-1 帕斯卡 三 角形 


WO 一 Oo 


Doo Ou 


So 


Doovecuw wb 一 


So 


记 住 前 三 列 的 公式 是 有 意义 的 


5 

15 6 1 
35 21 7 
70 56 28 
126 126 84 
210 252 210 


不 过 他 当 


无 法 了 解 这 一 情 并 


™ 


8 1 

36 9 1 

120 45 10 1 
(5.2) 


n+l1 l 
一 -n(n 十 1) 
这 些 公式 对 任意 实数 都 成 立 。 ( 记 住 : ( 2 ) 2 是 我 们 在 第 1 章 里 对 三 角形 数 推导 出 来 的 公 


它们 


式 ; 三 角形 数 明 日 无 误 } Pe 列 中 . ) 记 住 帕斯卡 三 角形 的 大 约 前 五 行 是 很 好 的 ， 这 样 在 
当 仁 趟 1， 4，6，4，1 出 现在 某 个 问题 中 时 ， 我 们 就 会 得 到 线索 : 二 项 式 系数 可 能 束 隐 藏 在 附近 


在 意大利 ， 称 它 为 Tartaglia 三 角形 . 


实际 上 ， 帕 斯 卡 三 角形 中 的 数 满足 无 穷 多 个 恒等式 ， 所 以 通过 仔细 观察 就 能 发 现 某 些 令 人 惊讶 的 关系 ， 这 
不 足 为 奇 . 例如 ， 有 一 个 奇特 的 “六 边 形 性 质 *， 它 可 以 由 表 5-1 中 右 下 角 处 围绕 84 的 六 个 数 56，28，36， 
120，210，126 来 描述 . 由 这 个 六 边 形 的 这 些 数 交 错 相 乘 就 得 出 相同 的 乘积 : 


瑚 


56x36x210=28x120x126=423360 .如 果 我 们 从 帕斯卡 三 角形 的 任何 其 他 部 分 抽取 这 样 一 个 六 边 形 ， 
同样 的 结论 也 成 立 . 

“ 它 有 那么 丰富 的 性 质 ， 这 真是 令 人 奇怪 的 事 . ” 

一 一 帕斯卡 [235] 
现在 讨论 恒等式 .这 一 节 的 目的 是 学 习 几 个 简单 的 法 则 ， 利 用 它们 就 能 解决 绝 大 多 数 与 二 项 式 系数 有 关 的 
实际 问题 . 

般 情形 中 可 以 根据 阶乘 来 重新 改写 定义 (5.1) ， 上 指标 7+ 是 整数 nn ， 它 大 于 或 等 于 下 指标 让: 


n nl 
= 一 一 一 ， 整 数 m> 丰 >0. 
| re G3) 


为 了 得 到 这 个 公式 ， 我 们 只 要 用 中 一 如 来 乘 (5.1) 的 分 子 和 分 母 即 可 ， 有 时 候 ， 将 一 个 二 项 式 系数 展开 
2 阶 条 的 有 用 的 ， 例 如 证 明 六 边 形 性 质 时 . 我 们 由 常常 希望 另 几 吕 径 将 阶乘 改变 成 二 项 式 系 


阶乘 表达 式 瞳 示 在 由 斯 卡 三 角形 中 有 对 称 性 : 每 一 行 从 左 向 右 读 和 从 右 向 左 读 都 是 相同 的 . 反映 出 这 个 性 
质 的 恒等式 称 为 对 称 (symmetry) 恒等式 ， 可 以 通过 将 上 改变 成 n 一 上 得 到 : 


NA 
be 
cr 
Nn 


n n 训 
= ,整数 > 0 ， 是 整数 
Kk n—k 


(5.4) 


这 个 公式 有 组 合意 义 ， 因 为 从 nn 件 物品 中 指定 选取 不 件 物品 就 相当 于 指定 n 一 k 件 物品 不 被 选取 . 
在 恒等式 (5.4) 中 ， 限 制 n 和 上 为 整数 是 显然 的 ， 因 为 每 一 个 下 指标 必须 是 整数 . 但 是 为 什么 n 不 能 是 
负数 呢 ? 例 如 ,假设 n= -1， 那 么 等 式 


全 和 


成 立 吗 ? 不 . 例如 , 大 = 0 时 左边 得 到 1， 而 右边 得 到 0.， 事实 上 ， 对 任何 整数 关 >= 0 ， 左 边 都 


-IN  (-1(-2) (一 如 
(已 =- = (-1) 


为 下 指标 是 负数 ， 而 对 负 的 上 大， 左边 是 0， 右 边 则 是 


=1 _ /_1\ -lk 
(i) = 1) 


to 


Ht 


它 或 者 是 1， 或 者 是 -1 ， 但 是 右边 是 0， 


一 ] 


狐 是 1， 或 者 是 le ( 1 a 


它 或 


对 称 恒等式 对 所 有 其 他 的 负 整 数 n 也 都 不 成 立 . 但 是 不 幸 的 是 ， 这 个 限制 太 容 
的 表达 式 有 时 候 仅 仅 对 其 变量 的 不 明确 (但 合法 的 ) 值 是 负 的 . 每 
少 三 次 


希望 在 期 中 考试 时 不 要 掉 进 这 个 陷阱 里 . 


但 是 ， 对 称 恒等式 的 确 
些 情形 下 两 边 都 为 零 ， 


我 只 


很 大 的 可 
) 反之 ， 当 


四- 


能 让 我 们 将 一 些 东西 移 进 或 


叶 


取 之 处 : 它 对 所 有 的 大 值 ， 甚 至 对 大 < 0 或 大 > 
0 上 <n 时 ， 对 称 性 立即 由 (5.3) 推出 : 


nl! nn 
(nm)! \ 一 大 三 


者 移出 二 项 式 系数 : 


nl 


kl(n— kk)! 


下 一 个 重要 恒等式 ， 


r 7 一 ] 


= ， 整 数 大 =0 . 
J Eh (5.5) 


被 态 控 了 ， 因 
个 处 理 过 二 项 式 系数 的 人 都 会 掉 进 这 


n 都 成 六. 


里 对 大 的 这 个 限制 ， 


二 


巴 (5.5) 称 为 吸收 (absorption) 恒等式 ， 


大 


防 引 了 用 0 做 除数 : 我 们 把 
， 累 玖 ”时 ， 我 们 常常 利用 这 个 恒 


在 二 项 式 系数 的 外 


等 式 拭 


义 (5.1) 可 以 推出 这 个 等 式 ， 因 为 当 大 > 0 时 及 =7(7 一 1) 导 以 及 岂 = 上 上 一 1 而 当 
Fe 
如 果 用 大乘 以 〈5.5) 的 两 边 ， 就 得 到 一 个 甚至 在 大 = 0 时 也 成 立 的 吸收 恒等式 : 


r r—l 
k| .|= ， 天 是 整数 . 
1 


这 个 恒等式 也 有 一 个 保持 下 指标 不 变 的 相伴 恒等式 : 


人 Ey r—l 
-ol 


了 对称 忆 


(5.6) 


(5.7) 


我 们 可 以 在 


FE 之 间 使 用 〈5.6) ， 


次 应 


cb 中-c-al ( 根据 对 称 性 ) 


r—l 
= (根据 (5.6)) 


r—l 
Pl 


r (根据 对 称 性 ) 


这 个 变量 吸收 到 二 项 式 系数 的 内 部 . 由 定 
大 二 0 时 两 边 都 等 


为 上 指标 中 


为 一 个 变量 


等 一 会 儿 ， 我们 已 经 声称 这 
(如 有 果 我 们 打算 安然 


个 恒等式 对 所 有 实 的 7 都 成 立 ， 然 而 刚刚 给 出 的 推 
壮 地 利 对 称 性 质 (5.4) ， 上 指标 > 一 1 必须 是 非 负 整数 . 
则 了 吗 ? 不 . 这 一 推导 仅 对 正 整 数 7 成 立 ， 这 一 结论 是 正确 的 ， 但 是 我 们 可 
的 值 都 成 立 ， 因 为 (5.7) 的 两 边 是 关于 r 的 上 +1 次 多 项 式 . 一 个 非 零 的 a 次 或 更 
有 个 不 同 的 零点 ， 因 此 两 个 这 样 的 多 项 式 (它们 也 有 4 次 或 者 更 低 的 次 数 ) 
为 零 ， 除 非 这 个 差 恒 为 零 . 换 名 话说， 如果 两 个 d 次 或 更 低 次 数 的 多 项 式 在 多 于 


KL 庚 


Ese 


导 却 仅 当 


) 


低 次 数 
之 差 不 可 能 在 多 于 


| 
以 断定 ， 这 个 恒等式 对 ~ 所 有 
的 多 项 式 至 多 能 


违背 数学 规 


d 个 点 处 


d 个 点 处 的 值 相同 ， 那 么 


i 


(一 让 (7 
它们 必定 处 处 取 值 相同 . 我 们 已 经 证 明了 ， 只 要 + 是 一 个 正 整 数 ， 就 有 四 
个 多 项 式 在 无 穷 多 个 点 处 取 相 同 的 值 ， 它 们 必定 是 完全 相等 的 . 


(是 的 ， 无 论 如何 我 们 在 这 里 没有 违反 数学 规则 ，) 


我 们 称 上 一 段 中 陈述 的 证 明 方 法 为 多 项 式 推理 法 (polynomial argument) ， 这 一 方法 对 于 将 许多 恒等式 从 
整数 推广 到 实数 的 情形 都 是 有 用 的 ， 我 们 将 会 多 次 看 到 它 . 某 些 等 式 ， 像 对 称 恒 等 式 (5.4) ， 并 不 是 多 
项 式 之 间 的 恒等式 ， 所 以 我 们 不 可 能 永远 利用 这 个 方法 . 但 是 有 些 恒等式 的 确 有 所 需要 的 形式 ， 


例如 这 里 的 另 一 个 多 项 式 恒等式 ， 它 几乎 是 最 为 重要 的 二 项 恒等式 ， 称 为 加 法 公式 (addition formula) : 


由 
k k k—l (5.8) 
当 r 是 正 整 数 时 ， 加 法 公式 告诉 我 们 .帕斯卡 三 角形 中 的 每 一 个 数 都 是 它 上 一 行 中 两 个 数 的 和 ， 其 中 一 个 


三 角 
数 直 接 在 它 的 上 方 ， 另 一 个 则 恰好 在 它 的 左边 . 当 是 负数 、 实 数 或 者 复数 时 这 个 公式 仍然 适用 ， 仅 有 的 
限制 是 大 是 一 个 整数 ， 这 就 使 得 这 些 二 项 式 系 数 是 有 定义 的 . 


NAN 


正明 加 法 公式 的 一 种 方法 是 假设 ~ 是 一 个 正 整数 并 利用 组 合 解释 . 回想 一 下 ， (Wg 个 有 个 元 素 的 
合 2 多 的 天 个 元 素 的 子 集 的 个 数 . 如 果 我 们 有 7 个 鸡蛋 组 成 的 集合 ， 它 恰好 包含 一 个 坏 的 鸡蛋 ， 
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1 r—1 
p 么 就 有 k 种 方式 选取 个 鸡蛋 . 这 些 选取 方法 中 en J 只 选 好 的 鸡蛋 ， 而 其 中 (4 1 种 选 
取 方 法 则 都 含有 那个 坏 的 鸡蛋 ， 因 为 这 样 的 选 法 是 从 7 一 1 个 好 鸡蛋 中 选取 一 1 个 .把 这 两 个 数 加 在 一 起 
给 出 (5.8) .这 个 推导 假设 了 + 是 正 整数 ， 有 日 0. 但 是 当 上 <0 时 这 个 恒等式 的 两 边 都 是 零 ， 多 项 
推理 法 就 在 所 有 剩 下 的 情形 确立 了 〈5.8) 的 正确 性 . 


我 们 还 可 以 通过 将 两 个 吸收 恒等式 (5.7) 和 “(5.6) 相 加 来 导出 (5.8) : 
的 全 -人 


-来 除 整 个 等 式 . 这 个 推导 对 
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天 
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易 验证 . 


我 们 当中 那些 不 大 可 能 发 现 这 种 巧妙 证 明 的 人 ， 或 者 是 那些 感到 厌倦 的 人 ， 或 许 更 


(5.8) .如 果 大 > 0 ， 则 有 
r—1 rl (rl (1 
EJ NEL RB {1 


(r—1letrok) (rl 


左 除了 7 = 0 之 外 的 每 个 值 都 成 立 ， 而 剩 下 的 情形 也 容 


心 


本 


愿意 直接 用 定义 来 得 日 


这 里 < 0 的 情形 仍然 容易 处 理 . 
我 


们 刚刚 看 到 了 加 法 公式 的 三 种 截然 不 同 的 证 明 . 这 并 不 令 人 惊讶 ， 二 项 式 系数 有 许多 有 用 的 性 质 ， 其 中 


有 一 些 必定 会 用 来 导出 某 个 恒等式 的 证 明 . 


加 法 公式 本 质 上 是 关于 帕斯卡 三 角形 中 的 数 的 递归 式 ， 所 以 我 们 将 会 看 到 ， 它 对 用 归纳 法 证 明 其 他 的 恒 等 
式 是 特别 有 用 的 .将 这 个 递归 式 展 开 ， 我 们 还 能 立即 得 到 一 个 新 的 恒等式 ， 例 如 ， 
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1 
一 站 
有 ， 这 一 项 就 消失 了 ， 我 们 可 以 停止 .这 个 方法 导出 了 下 面 的 一 般 的 公式 
Ka 四 [7 | 
> pd 十 十 .… 十 
pr 0 l n 
0 nn 是 整数 . 


注意 ， 在 求 和 的 指标 中 我 们 不 需要 下 限 大 >0 ， 因 为 上 <0 的 项 都 是 零 . 
这 个 公式 将 一 个 二 项 式 系数 表示 成 其 他 的 那些 上 下 Se 我 们 可 以 通过 反 
2 
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(5.9) 


展开 具有 最 小 下 指标 的 二 项 式 系数 来 求 出 它 : 首先 是 3 然后 是 \?/ ， 再 后 是 接 下 来 是 
果 我 们 用 另 一 种 方法 展开 ， 即 反复 展 3 于 具有 最 大 下 指标 的 项 ， 又 会 发 生 什么 呢 ? 位 
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下 
| 


3 4 
+| |+| I+ 
OE 
] ] 2 3 4 
+| |i+| |+ 
hb 
1 乡 3 4 
+| |+| +| |. 
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(3) ee Ja 人 
现在 \3/ 是 零 (\?/ 和 、\2/ 亦 然 ， 但 保留 它们 使 得 该 恒等式 更 为 受 帖 ) ， 我 们 就 能 联想 到 一 般 的 模式 : 


eal 


+1 总 
| 整数 六 ,70 


m+l (5.10) 


这 个 恒等式 称 为 关于 上 指标 求 和 ”(summation on the upper index) ， 它 将 一 个 二 项 式 系数 表示 成 为 那些 下 
指标 是 常数 的 二 项 式 系数 之 和 . 在 这 种 情形 ， 和 式 要 求 下 限 上 > 0 ， 因 为 上 < 0 的 项 不 是 零 . 同样 地 ， 一 


般 来 说 m 和 n 


恒等式 (5.10) 


取 m+1 张 票 ， 
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不 可 能 是 
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个 有 趣 的 组 
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合 解释 . 如 


个 有 7? +1 张 票 《标号 从 0 直到 n) 的 集 
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我们 想 要 从 


取 的 最 大 号 码 是 数 k 时 就 有 


我 们 可 以 利用 力 


我 们 来 从 (5. 


(5.9) 的 左边 
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证 明 (5. 
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通过 归 


从 而 


， 我 们 


取 法 . 


_ 和 (5.10) ， 我 们 也 
些 二 项 式 系数 的 共 


大 
它 看 起 来 像 (5.10) 的 左边 2 人 


纳 法 来 证 明 
的 证 


可 以 由 它们 相互 给 出 证 明 . 例如 ， 
同 处 理 方法 . 总 的 计划 是 : 处 理 


) 然 ) 


后 使 用 那个 恒等式 ， 
边 . 


使 得 


用 


个 


如 下 : 


单独 的 二 项 式 系数 代 


为 方便 起 见 ， 我 
情形 得 出 . 我 们 


门 可 了 
用 772 代替 开 


替 这 个 和 式 ; 最 后 


假设 > 和 


， 使 得 这 个 变 


将 那个 系数 变换 成 (5.9) 的 


E 负 整数 ， 利 用 多 项 式 推理 法 ， (5.9) 的 一 般 情 形 可 以 从 这 个 特殊 
看 起 来 更 像 是 一 个 非 负 整数 ,现在 可 以 将 此 计划 系统 地 执行 
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一 7 三 大 三 人 


十 大 
> (" 2 


): 


7 十 大 


我 们 来 非常 仔 旨 
772 十 大 
幸 了 天 
合法 的 ， 因 
代 赫 大 并 对 求生 


， 仪 当 
为 去 挥 


地 观察 这 个 推导 


的 那些 : 


772 十 大 之 


项 者 
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bp 是 零 .) 


则 (5.4) ， 站 


. 关键 的 一 步 在 第 二 行 ， 这 里 我 们 应 


对称 法 


限制 在 去 掉 大 < 一 m 的 项 . 
第 三 行 对 此 进行 准备 ， 用 大 


时 才 可 以 这 样 做 ， 所 以 第 一 


现在 差不多 可 以 应 


步 将 天 的 范 置 


j (5.10) 了 ， 


[范围 进行 


已 经 出 现在 


上 指标 中 ， 
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称 性 就 完成 了 任务 


FF 条 


在 第 1 章 b 
脸 ”. 例如 ， 


mm 


而 如 果 


等 价 


. 事实 上 ， 


于 是 ， 


及 第 2 章 里 ， 


了 整理 . 这 
求 和 的 界限 也 已 表示 成 合 } 


我 们 处 理 
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样 ， 仅 仅 对 2 符号 
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象 第 


改 了 点 小 小 的 变形 .现在 大 本 身 
45.10) . 再 用 一 次 对 


舌 的 ] 
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形式 ， 故 而 第 


行 就 应 用 


者 是 这 个 


45.10) 的 特殊 情 


过 的 某 些 和 式 实际 上 是 


恒等式 的 “ 变 
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的 情 
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ml! 除 这 个 公式 的 


如 果 分 别 


第 2 


过 里 的 方法 


1 n 
1) @) D+1 n 


边 
f+1 和 mm 代替 + 和 ， 


给 我 们 提供 


到 的 非 负 整数 之 和 : 


(n+ 11)n 
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Sl 


， 一 般 的 情形 与 第 2 章 里 的 法 


(n+1)2H 


m 十 1 
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0s<ksn 


5 整数 m,n 宇 0 
加 法 公式 (5.8) 知 


了 方便 适用 的 不 定 求 和 公式 


7 (2) 


_{z+1 


mm 


(5.11) 


二 项 式 系数 是 因为 二 项 式 定理 (binomial theorem) 得 名 的 ， 二 项 式 定理 处 理 二 项 式 z+y 的 需 . 我 们 来 观 
察 这 个 定理 的 最 小 的 一 些 情 


运 


(z 十 办" = lz0y0 


at th 
(z+y) =17 y ?+ 27! y 十 1z0 了 


(r+y) = lz3ay0 + 37? 多 十 3z1 十 17 Wy 


A410 + 4z3? y! 十 6z2 及 2 + 4r! Vy 3 + 1ry 


号 
2 


(z+y) =1z 


“在 21 岁 时 ， 他 (英里 亚 蒂 ) 写 了 一 部 有 关 二 项 式 定 理 的 专著 ， 这 部 书 在 欧洲 风行 一 时 . 由 于 这 部 书 带 来 的 声望 ， 他 在 我 们 一 所 较 小 的 
大 学 获得 了 数学 职位 . ” 
一 一 夏 洛克 .福尔摩斯 [4 


不 难看 出 这 些 系数 为 什么 与 帕斯卡 三 角形 中 的 数 相同 : 当 我 们 将 乘积 


17 个 因子 
一 人 
(xX+y) =(x+yN(xX+y):…(x+y) 
展开 时 ， 每 一 项 本 身 都 是 n 个 因子 的 乘积 ， 这 里 的 因子 或 者 是 z ， 或 者 是 y ， 有 大 个 因子 和 一 个 因 


子 y 的 需 的 个 数 就 是 合并 同类 项 之 后 zyex 的 系数 ， 这 恰好 就 是 从 ”个 二 项 式 中 选取 k 个 《它们 都 提供 一 
个 z) 的 方法 数 ， 也 就 是 说 ， 它 等 于 ) 


某 些 教科 书 没有 定义 量 0" ， 因 为 当 z 递 减 地 趋向 于 零 时 ， 画 数 ?与 0* 有 不 同 的 极限 值 . 但 是 ， 这 是 一 个 
背 误 ， 如果 我 们 打算 让 二 项 式 定 理 在 z= 0 ， y =0 以 及 z= 一 y 时 成 立 ， 必须 定义 


z=1 对 所 有 五、 


这 个 定理 太 重要 了 ， 我 们 不 能 对 它 随意 加 以 限制 ! 相 比 之 下 ， 画 数 07 就 不 那么 重要 了 . (进一步 的 讨论 
见 参 考 文献 [220]，) 


确切 地 说 ， 二 项 式 定理 究竟 是 什么 呢 ? 它 最 一 般 性 的 结果 是 下 面 的 恒等式 : 


(x+y)” | ， 整 数 x 宇 0 或 者 |x/y|<1. 


k 


(5.12) 

个 和 式 对 所 有 的 整数 大 求 和 ， 但 是 ， 当 7 是 个 非 负 整数 时 ， 它 实际 上 是 一 个 有 限 和 式 ， 因为 除了 
0 入 太 入 了 的 那些 项 之 外 ， 其 他 所 有 的 项 都 等 于 零 . 另 方面 ， 当 7 是 负数 或 者 是 一 个 任意 (不 是 非 负 整数 
的 ) 实数 或 复数 时 ， 这 个 定理 也 成 立 . 在 这 种 情形 下 ， 和 式 实际 上 是 无 限 的 ， 我 们 必 即 而 有 |z/y| < 1 以 确保 
该 和 式 绝对 收敛 ， 


二 项 式 定 理 的 两 个 特殊 情形 尽管 极其 简单 ， 但 值得 特别 关注 . 如 有 果 7 了 =y=1 且 7 =n 是非 负 的 ， 我 们 就 得 


到 
AR 


这 个 等 式 告诉 我 们 ， 帕 斯 卡 三 角形 的 第 n 行 的 和 是 2* ， 而 当 z 是 -1 而 不 是 +1 时 ， 我 们 得 到 


no n , nn A nn 
- (9 的 Pt) 的 整数 m>0 . 


例如 ，1 一 4+6 一 4 二 1=0. 除了 最 上 面 一 行 (此 时 n=0，0"=1) ， 如 果 它 们 的 符号 是 交错 的 ， 则 第 
n 行 的 和 为 零 . 


当 7 不 是 非 负 整数 时 ， 我 们 最 常 在 ! = 1 这 一 特殊 情形 使 用 二 项 式 定 理 . 我 们 来 将 这 一 特殊 情形 明确 地 表 
述 出 来 ， 用 > 代替 z 以 强调 这 里 可 以 涉及 任意 复数 的 事实 : 


+ = ( 


r 


(5.13) 


)* < 


如 果 在 这 个 公式 中 令 := 7z/y 并 用 六 乘 以 两 边 ， 就 能 由 这 个 公式 得 出 一 般 的 公式 (5.12) . 
我 们 仅 在 是 非 负 整数 的 情 形 用 组 合 解释 证 明了 二 项 式 定理 . 利用 多 项 式 推理 法 ， 我 们 不 可 能 从 非 负 整数 
的 情形 推导 出 一 般 的 情形 ， 因 为 在 一 般 情形 下 和 式 是 无 限 的 . 但 是 当 7 为 任意 数值 时 ， 我 们 可 以 利用 泰勒 
级 数 以 及 复 变量 的 理论 : 
A000 FO FO ... 
01 ” HH :ll 
fo(0) 人 

-2 zt. 
函数 f(z) = (1+ 2)" 的 导数 容易 计算 ， 事实 上 有 (2) = 下 (1+2)"”“， 取 2 二 0 就 给 出 (5.13) . 
我 们 还 需要 证 明 这 个 无 限 和 式 当 |?| <1 时 是 收敛 的 . 的 确 如 此 ， 因 为 根据 后 面 的 等 式 (5.83) 可 知 ， 


TT) DL-1-r 
oe 


(第 9 章 要 谈 到 O 的 意义 ，) 


主 ， 我 们 来 更 仔细 地 观察 n pe i 


用 加 法 定律 (5.8 


现 丰 得 到 这 些 信 的 一 种 方法 是 利用 加 法 定律 5.8) 将 表 

i 0 人 a 
一 1 0 一 1 一 1 

Ra 因为 3) = (7)+(0) 如 此 等 


表 5-2 向 上 扩展 的 帕斯卡 三 角形 


eo ed a eh de la 
-4 1 -4 10 -20 35 -56 84 -120 165 -220 286 
-3 1 -3 6 -10 15 -21 28 -36 45 —55 66 
-2 1 -2 村 一 4 3 -6 -8 9 -10 11 
一 ] 1 一 1 1 -1 1 一 1 一 1 1 一 1 1 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
所 有 这 些 数 都 很 熟悉 . 的确 ， 表 5-2 的 行 和 列 出 现在 表 5-1 中 (但 没有 负 号 ) . 所 以 对 于 取 负 数值 的 n 和 取 
nn 
正 数 值 的 n ， 其 (?) 的 值 之 间 必 定 有 一 种 联系 .一 般 的 规则 是 
r k—r—l 
-ev (7), em 
k k (5.14) 
这 很 容易 证 明 ， 因 为 当 尺 0 时 有 
7 在 一 7 六 一 1 (Fr 一 大 十 了 
= (一 1)( 一 r)(1 or): (ko 1o7)= (lk or — 1):, 
而 当 大 < 0 时 两 边 都 是 零 . 


恒等式 〈5.14) 特别 有 价值 ， 因 为 它 的 成 立 无 需 任何 限制 条 件 . (当然 ， 下 指标 必须 是 整数 ， 这 样 二 项 式 
系数 才 有 定义 . ) (5.14) 中 的 变换 称 为 反 转 上 指标 (negating the upper index) 或 者 上 指标 反 转 (upper 
negation) . 
我 们 怎样 记 住 这 个 重要 的 公式 呢 ? 我 们 已 经 看 到 的 对 称 恒等式 、 吸 收 恒等式 和 加 法 公式 等 都 极其 简单 ， 但 
是 这 个 恒等式 却 有 点 凌乱 ， 不 过 仍然 有 一 种 不 算 差 的 记忆 方法 ， 要 反 转 上 指标 ， 首 先 写 下 (1)” ， 其 中 必 
是 下 指标 (下 指标 不 改变 ) ;然后 立即 重新 写 下 kk ， 写 两 次 ， 分 别 写 在 F 指 标 和 上 和 指标 处 地 方 ， 再 后 从 
新 的 上 指标 中 减 去 原来 的 上 指标 ， 使 得 原来 的 上 指标 取 相 反 数 ， 再 多 减 去 1 即 告 完成 (永远 是 减 ， 而 不 是 
加 ， 因 为 这 是 一 个 反 转 的 过 程 ) . 
你 把 这 称 为 帮助 记忆 的 方法 ? 我 愿意 把 它 称 为 充气 轮胎 言 过 其 实 . 不 管 怎么 说 ， 它 的 确 帮助 我 记忆 . 
我 们 来 练习 一 下 ， 连 续 反 转 上 指标 两 次 ,这样 就 得 到 
(现在 是 做 热身 题 4 的 大 好 时 机 ) 
r /krl 
(We 
= (1)* 全 —(& 一 1J) 一 1) _ 人 | 
A 这 可 能 并 不 是 这 个 恒等式 的 构造 者 所 期 望 的 ， 但 是 这 让 我 们 很 欣慰 ， 没 有 误 入 尼 
如 果 我 们 试图 得 到 其 他 新 结果 ， 这 也 会 令 人 诅 开 
当然 ， (5.14) 的 某 些 应 用 比 这 个 更 有 用 . 例如， 我 们 可 以 用 上 指标 反 转 在 上 下 指标 位 置 之 间 移动 量 ， 这 
个 恒等式 有 一 个 对 称 的 表述 形式 
| _m-l . 
cor| | j-cy _ 上 整数 m,n 宇 0; 
人 六 (5.15) 
| n ) 
利用 上 指标 反 转 ， 也 能 推导 出 如 下 有 趣 的 和 式 ; 
到 全 下 了 人 
i OA 7 
7 一 ] 王 
-co ，n 是 整数 . 
A (5.16) 
思想 是 ， 对 上 指标 做 反 转 ， 然 后 应 用 (5.9) ， 再 做 反 转 
TY op_ Cf/k-rl 
Us 
1)" [ ') | 
(双重 反 转 很 有 为 我 们 已 经 在 它们 中 间 插 入 了 另 一 种 运算 . ) 


中 第 + 行 的 部 分 和 ， 只 要 这 一 行 的 元 素 被 赋予 交错 的 符号 .例如 ， 如 昌 
1-5+10=6=(-1y (3) 


NS 


这 个 公式 给 出 了 帕斯卡 三 角 


Nl 


r= 二 5 且 m=2， 则 该 公式 就 给 
注意 : 如 果 半 >7r， 则 (5.16) 就 给 出 了 整个 这 一 行 的 交错 和 ， 且 当 7 是正 整 数 时 这 个 和 式 为 零 ， 以 前 我 
门 对 此 做 过 证 明 ， 那 时 是 二 项 式 定理 对 (1 一 1) 进行 展开 . 这 个 表达 式 的 部 分 和 也 可 以 用 封闭 形式 计算 
值 ， 知 道 这 一 点 是 很 有 意义 的 . 


更 简单 的 部 分 和 
nn nn n 中 了 
E(t) (5.17) 


又 如 何 呢 ? 能 否 确信 ， 如 果 我 们 能 计算 对 应 的 有 交错 符号 的 和 式 ， 就 应 该 能 计算 这 个 和 式 ? 但 是 不 能 ， 由 
斯 卡 三 角形 中 一 行 的 部 分 和 不 存在 封闭 形式 .我们 可 以 对 列 操作 ， 这 就 是 (5.10) ， 但 不 能 对 行 操作 . 
过 ， 令 人 感 兴趣 的 是 ， 如 果 一 行 的 元 素 均 被 乘 以 它们 离开 中 心 的 距离 ， 那 就 有 一 种 方法 对 一 行 的 元 素 进 


rifr m+l{ r 
二 | ， 是 整数 . 
ze | 2 + | Se (5.18) 


(对 mn 应 用 归纳 法 ， 容 易 验证 这 个 公式 ，) 在 求 和 项 中 含有 以 及 不 含有 因子 fr/2 一 有 的 这 些 部 分 和 式 之 
间 的 关系 类 似 于 积分 
人 re-™ dr 一 le- 三 e-T dr 
J 一 Go 2 和 ， 一 CO 


之 间 的 关系 .左边 看 似 更 为 复杂 的 积分 ( 带 有 因子 z) 有 封闭 形式 ， 而 右边 看 似 更 简 


三 


~ 


日 


的 积分 (没有 这 个 


一 | 


妹子 ) 却 没 有 .外表 可 能 有 欺骗 性 . 


上 
Vn(l + erf 
(是 的 ， 右 边 的 积分 是 3 VQ) 即 一 个 常数 加 上 a 的 “误差 画 数 "的 一 个 倍数 ， 如 果 我 们 愿意 将 它 当 作 一 个 封闭 的 形式 接 


在 本 章 末 ， 我 们 将 要 研究 一 个 方法 ， 利 用 它 有 可 能 确定 在 较为 一 般 的 情况 下 ， 一 个 包含 二 项 式 系数 的 级 数 
We 封闭 形式 ， 借 助 这 种 方法 ， 我 们 能 发 现 恒等式 (5.16) 和 (5.18) ， 也 将 知道 (5.17) 是 
地 


二 项 级 数 的 部 分 和 引导 出 男 一 种 有 意思 的 关系 式 : 


> bb a 加 Ce"Gx+y)"”* ， 亚 是 整数 


也 


0(5.19) 


这 个 恒等式 用 归纳 法 不 难 证 明 : 当 m < 0 时 两 边 都 是 零 ， 而 当 m = 0 时 两 边 都 是 1， 如 果 用 Sm 代表 左边 的 
和 式 ， 就 能 应 用 加 法 公式 (5.8) 且 容 易 证 明 


以 及 


SW 


m>0 时 ) .从 而 


i 有 一 全 \T 
Sm Ss { 工 in Y) Sm_1 加 [a (一 了 ) 


式 . 根据 归纳 法 ， 两 边 必定 相等 
时 ， 


递归 


和 AE 
Ts 


而 (5.19) 的 右边 也 满足 这 个 
还 有 一 个 更 简洁 的 


工 十 Im Ty 


证 明 完 毕 . 
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r 是 07z 一 m 中 的 一 个 整数 
都 是 关 二 的 772 次 或 者 


项 式 定理 知 


45.19) 的 两 边 都 


更 低 次 的 多 项 式 ， 在 m+1 个 不 同 


(不 过 也 刚刚 名 ] 


在 一 般 情形 下 相等 . 


一 个 和 


里 春 
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的 值 处 取 值 相 


得 到 一 个 和 式 与 
了 


式 相等 的 恒等式 看 起 来 可 能 很 思春 
明 有 一 边 比 


更 容易 计算 .例如 ， 如 果 令 z= 二 -1 和 y=1， 


EE) 


ksm 


式 (5.16) 的 另 一 种 形式 . 


有 哪 
我 们 就 得 
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男 
边 
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Tr 
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) 整数 冯 三 0 ， 
RR 取 T=y=10DV 及 r=m+l1 
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让 
法 


而 如 习 ， 我 们 就 得 殖 


Ee 
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ksm 


772 十 大 Dm—k 
天 村 


左边 了 


FE 好 对 上 指标 为 2m 十 1 的 二 项 式 系数 的 一 


边 是 封闭 形式 . 1 


有 时 


= 


进行 了 求 和 ， 而 这 些 项 等 了 


了 
I 


它们 在 男 


EF 力 


二 D2m+1l 
5 be 


T 
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_ D2m 


为 帕斯卡 三 角形 对 称 的 ， 


ar 


是 区 FE 好 等 


大 


此 左边 1 


， 这 就 得 到 一 个 颇 


' 相 似 的 项 ， 


有 一 个 很 好 的 组 合 证 


明 [247] . ) 


| 整数 加 宇 0 


出 人 意料 的 公式 


(5.20) 


-4 
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1 
5 
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( 


人 3 “， 令 人 惊讶 | 


到 目前 为 止 ， 我 们 研究 的 或 者 是 一 二 项 式 系数 本 身 来 表示 的 二 项 式 系 数 ， 或 者 是 每 项 


FE 仪 合 一 候 三 . 


项 式 系 


数 的 项 所 形成 的 和 式 . 但 是 ， 我 们 遇 到 的 许多 富有 挑战 性 的 问题 含有 两 个 或 者 多 个 二 
以 要 在 本 市 的 其 余部 分 考虑 如 何 处 理 这 样 的 情形 . 
贝 


个 方便 使 用 的 法 则 ， 帮助 我 们 简化 两 个 


eh 


这 里 有 


PP 证 


吊 币 


二 项 式 系数 的 乘积 : 


r m 


k 


m 


| 村 m,k 是 整数 . 


项 式 系数 的 乘积 ， 所 


(5.21) 


m—k 
已 经 看 到 了 上 大 = 1 这 一 特殊 情形 ， 


已 就 是 吸收 恒等式 (5.6) 


.尽管 (5.21) 


的 


| 


， 但 中 边 常 常 更 容易 求 和 ， 因 


为 它 与 公式 


余部 分 相互 作用 . 例如 ， 万 


E 边 


) 


mm 


大 


(9 (2) ee) ( 


I 一次. k 


此 ， 当 关于 


m 求 和 时 ， 我 们 通常 就 用 


m1 


两 次 用 


到 mm,， 而 右 


边 


等 式 (5.21) 最 初 能 成 立 ， 因 为 在 (Wy 和 Ce ml! 之 间 相 互 抵消 . 
是 整数 且 mk>0， 我 们 就 有 


ml! 


Tr my r! 
m kj mr mkl(m—k)! 


} 


km klr—o m)! 


r! (rr — k)! 二 过 过 rk 
1! 人 \ 开 7 一 大 三 


RUr 二 有 In 二 Ar 二 ml 


这 很 容易 . 此 外 ， 如 果 m < 或 者 <0， 那 么 (5.21) 的 两 边 都 是 零 ， 所 以 
都 成 立 ， 最 后 ， 多 项 式 推理 法 将 它 的 正确 性 拓展 到 所 有 的 实数 7 . 


消 . 如 果 所 有 的 变量 都 


这 个 恒等式 对 所 有 整数 m 和 


Tr ; 

Ne | =7!1/(r — k)!k! es i 0 Ea 
em | 在 适当 地 重新 对 变量 命名 后 ， 可 以 写成 (4 二 外 /alb! 的 形式 ， 类 似 地 ， 上 硬 
推导 过 程 中 间 的 量 rV(m - 和 Ifr 一 m)! 可 以 写成 (4+b+ oji/alblc! 的 形式 ， 这 是 一 个 “三 项 式 系数 "， 它 出 现 
在 “三 项 式 定 理 ”(trinomial theorem) 中 : 

~ \n (a+b+o)! 0 bc 
Ge 
6 b+ 2 
加 apDp+cNVfp+cNV 。 bc 
二 
0D<abcsnm 
a+b+c=n 
使 得 


“不 仅 是 对 二 项 式 T 十 妇 ， 而 且 也 对 三 项 式 T 十 Y 十 : ， 实 际 上 对 任意 的 多 项 式 ， 为 它们 的 寡 的 系数 都 设计 出 
何 第 (例如 十 次 军 ) ， 我 都 能 立即 对 7 灵 2 指定 应 有 的 系数 ， 而 无 需 依赖 任何 表格 ，” 


对 于 给 定 的 任 外 
一 莱 布 尼 尝 2 


所 以 ， 人 ( ) 实际 上 是 改头换面 的 三 项 式 系 数 . 三 项 式 系数 在 应 用 中 有 了 时 会 突然 
便 地 将 它们 写成 
{Q@ 十 B 十 cjl 


QTTBD+c 
a,b,c Ee alblc! 


以 强调 其 所 呈现 的 对 称 性 . 
二 项 式 系数 和 三 项 式 系数 可 以 推广 到 多 项 式 系数 multinomial coefficient) ， 它 总 可 以 表示 成 二 项 式 系数 
的 乘积 : 
al 十 0 十:… 十 am (al 十 aa 十 … 十 am)l 
al,a2, ,am 于 allao!.…aml 
{Thm TAm)... {lm-l TAam 
加 aa2 十 … 十 am (im 


一 个 对 象 时 ， 我 们 的 标准 技术 就 可 以 应 用 了 . 


这 样 一 来 ， 当 我 们 遇 到 这 样 


表 5-3 ”二 项 式 系 数 的 乘积 之 和 


出 了 一 套 绝妙 的 法 则 ， 


和 现 ， 我 们 可 以 很 方 


> be 中- b ] mn 是 整数 022) 
1 
> ey Be a 整数 0， 必 "是 整数 C025) 
7 
cd “jcw -co [el 整数 过 0，m "是 整数 (5.24) 
s—m—l 
让 时 区 人 1 =(-1)"™” 上 a | 整数 1, m,n 宇 0 (5.25) 
32 “人 芭 整数 m,n 宇 0， 整 数 1+q 宇 0 (5.26) 


现在 我 们 来 看 表 5-3， 它 列 出 了 标准 技术 中 最 为 重要 的 一 些 恒等式 .这些 恒等式 就 是 我 们 在 解决 含有 两 个 
二 项 式 系数 乘积 的 和 式 时 需要 依赖 的 工具 . 这 些 恒等式 中 ， 每 一 个 都 是 对 大 求 和 的 和 式 ， 大 在 每 个 二 项 式 
系数 中 都 出 现 一 次 ， 还 有 四 个 几乎 独立 的 参数 m、n、 | 在 每 个 指标 的 位 置 上 有 一 个 参数 . 根据 外 
是 否 出 现在 上 指标 或 者 下 指标 中 ， 以 及 大 带 有 正 号 或 者 负 号 ， 会 出 现 不 同 的 情形 ， 有 时 会 有 一 个 额外 的 基 
子 (-1 ， 它 在 使 得 这 些 项 可 以 用 封闭 形式 求 和 时 需要 用 到 


表 5-3 太 过 复杂 ， 不 可 能 完全 记得 住 ， 它 只 是 提供 参考 . 这 个 表 里 的 第 一 个 恒等式 最 值得 注 ; 而 且 应 该 
记 住 它 .， 它 说 的 是 ， 两 个 二 项 式 系数 的 乘积 的 (对 所 有 整数 求 和 的 ) 和 式 (其 中 ， 上 指标 是 常数 ， 而 对 
所 有 的 上 大， 下 指标 的 和 是 一 个 常数 ) 是 对 指标 以 及 上 指标 两 者 求 和 所 得 到 的 二 项 式 系数 ， 这 个 恒等式 称 
为 范 德 蒙 德 卷 积 (vandermonde convolution) ， 因 为 18 世 纪 后 期 亚 历 山 德 . 范 德 蒙 德 对 此 写 了 一 篇 有 意义 的 
论文 B57 ， 然 而 ， 汪 因 的 朱 世 早 在 1303 生 就 经 知道 它 了 表 5-3 中 其 他 的 恒等式 部 可以 通过 反 针 


KY 


标 或 者 应 用 对 称 定律 等 方 法 ， 细 心地 从 范 德 蒙 德 卷 积 得 到 ， 因 而 范 和 卷 积 就 是 所 有 恒等式 中 最 基本 的 


给 这 一 页 折 个 角 ， 这 样 你 就 能 很 快 找到 这 张 表 . 你 将 会 需要 它 ! 


通过 对 范 德 蒙 德 卷 积 给 出 一 个 很 好 的 组 合 解释 ， 我 们 就 可 以 证 明 它 . 如果 用 一 m 代替 ， 用 n 一 m 代 疹 
n ， 我 们 就 能 假设 m= 0 ， 从 而 要 证 明 的 恒等式 就 是 


5) am 


设 r 和 s 是 非 负 整数 ， 那 么 一 般 情 形 就 由 多 项 式 推理 法 得 出 . ee 
选取 n 个 人 的 方法 数 ， 在 左边 ， 和 式 的 每 一 项 都 是 选取 上 个 男人 和 nn 一 上 个 女人 的 方法 数 . 对 所 有 的 大 求 
和 就 把 每 一 种 可 能 恰好 计算 了 一 次 . 


性 别 歧 视 者 ! 你 们 首先 提 到 了 男人 . 


我 们 经 常 是 从 左 向 右 应 用 这 些 恒等式 ， 因 为 这 是 简化 的 方向 ， 但 不 时 也 会 反 向 应 用 它们 ， 和 暂时 使 得 一 个 表 
达 式 变 得 更 加 复杂 ， 当 这 样 做 有 成 效 时 ， 我 们 通常 会 造 出 一 个 二 重 和 式 ， 对 它 可 以 交换 求 和 的 次 序 ， 然 后 
进行 化 简 ， 


在 介绍 新 的 内 容 之 前 ， 让 我 们 再 来 观察 表 5-3 中 另外 两 个 恒等式 的 证 明 . (5.23) 容易 证 明 ， 我 们 要 做 的 就 


六 从 替 第 一 个 二 项 式 系数 ， 接 下 来 应 用 范 德 蒙 德 的 〈5.22) 式 . 


下 一 个 恒等式 (5.24) 稍微 困难 一 些 ， 我 们 可 以 通过 系列 变换 将 它 轩 化 为 范 德 蒙 德 花 积 ， 不 过 也 可 以 只 
求助 于 数学 归纳 法 技术 ， 同 样 容易 地 证 明 它 ， 只 要 没有 什么 其 他 明显 的 东西 跳出 来 可 用 ， 归 纳 法 就 是 我 们 
可 以 尝试 的 选 方法 ”条 在 这 里 对 7 用 闪 纳 法 正 是 在 效 的 


_1)™ s—m 
对 于 基础 1=0， 除 了 k= 一 m 时 ， 所 有 其 他 的 项 都 是 零 所 以 等 式 的 两 边 都 是 ee 
这 个 恒等式 对 小 于 某 个 固定 数 1 的 所 有 值 都 成 立 ， 其 中 1 > 0 .我 们 能 利用 加 法 公式 ， 


1 一 1 1 一 1 [ 


( ) +( J 


) ， 原 来 的 和 式 现在 就 分 裂 成 


m+ m+k—1 m+ 个 和 式 ， 它 们 中 的 每 一 个 都 能 用 归纳 假 

设 进 行 计算 : 
i—1 5 十 大 5 家 【一 1 5 十 大 
> (032) ( n ) C+, 本 | ( n ) -ay 

如 果 我 们 再 一 次 应 用 加 法 公式 ， 这 就 简化 成 (5.24) 的 右边 . 
关于 这 个 推导 有 两 件 事 值得 关注 . 第 一 ， 我 们 再 求 和 而 不 是 仅仅 在 某 个 范围 内 求 
和 的 巨大 便利 ， 因 为 没有 必要 过 分 关注 边界 条 件 ， 加 法 公式 与 数学 归纳 法 能 很 好 地 协调 ， 因 为 它 是 

二 项 式 系数 的 递归 式 ， 上 指标 是 【的 二 项 式 系数 训 以 必 两 个 上 指标 为 1 一 1 的 二 项 式 系数 表示 出 来 ， 而 这 恰 
好 就 是 我 门 需要 应 归纳 假设 之 处 . 
表 5-3 就 谈 这 么 多 . 关于 含有 三 个 或 者 更 多 的 二 项 式 系数 的 和 式 呢 ? 如 果 求 和 指标 分 布 在 所 有 的 系数 上 
我 们 求 出 封闭 形式 的 机 会 就 不 大 了 对 于 这 种 类 型 的 和 式 只 知道 为 数 不 多 的 封闭 形式 ， 故 而 我 们 所 需要 的 
和 式 或 许 与 给 定 的 种 类 不 相符 合 . 在 习题 43 中 证 明 的 一 个 罕见 的 结果 是 

了 m—ri+s\i/nt+r—s\/rti+k _{r)fs ， mn 是 整数 
了 Kk n—k m+n mj\n (5.28) 
这 里 是 另外 一 个 更 加 对 称 的 例子 : 
at+b\/bt+c\/c+ta (at+b+c)! NS 
A en 宇 0. 
3 ra (6.29) 
这 个 公式 有 一 种 两 个 二 项 式 系数 的 相似 结果 
| 
> a+pbp \(bpi+a (1): = (a+pb)! ， 整 数 q.b 宇 0， 
Fr \atk)\b+tk alp! (5.30) 
它 恰巧 没有 出 现在 表 5-3 中 .类 似 的 四 个 系数 和 式 没有 封闭 形式 ， 不 过 一 个 相似 的 和 式 的 确 有 封闭 形式 : 
{fat+b\{btc\ctd\dta 2a+2b+2c+2d 
和 | 
_(atbtcta)l(atbt+o latb+a) (atcta) b+et+a)! ， 整 数 a,b,c,d 宇 0. 
(2a+2b+2c+2d)!l(atc)!l(bp+d)lalblcla! 

这 可 以 由 20 世 纪 早 期 John Dougalllt82] 所 发 现 的 一 个 五 参数 恒等式 得 出 . 
Dougall 的 恒等式 是 已 知 的 最 令 人 愁 怖 的 关于 二 项 式 系 数 的 恒等式 吗 ? 不 ! 到 目前 为 止 ， 冠 军 是 
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(5.31) 


1 
J (1<i<j<n) 求 和 的 . 等 式 (5.29) 是 n=3 时 的 特例 ; n=4 
求 如 下 : 如 ] la. b,c,d) 代替 (al， (2, (3, a4) ， 用 (2, 了 kk) ) 代替 (to， 大 13， hos ) 5 那么 


vm ato)fate)fote)f ard bra era 
Eh btij\ctj)\ctkj\d-i-j)\dti-k)\d+jtk 
1 
_(a+hbt+ct+a)! 整数 q,b,c,d 宇 0. 
alblclad! 


(5.31) 的 左边 是 在 将 n(n 一 了 个 分 数 的 乘积 
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站 的 特殊 情形 可 以/ 
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5 成 诸 个 > 的 正 的 或 负 的 需 时 ， 饵 22 … 宁 的 系数 ， (5.31) 的 右边 是 由 Freeman Dyson 于 1962 年 所 
猜想 并 在 此 后 不 久 被 若干 个 人 所 证 明了 的 .习题 86 对 (5.31) 给 出 了 一 个 “简单 的 "证明 . 


男 一 个 值得 注意 的 含有 许多 二 项 式 系 数 的 恒等式 是 
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-co 1 /mu 是 整数 ，m 0 


CI 
出 
T 
HH 


(5.32) 


这 个 恒等式 的 证 明 在 习题 83 中 ， 它 甚至 有 可 能 在 实际 应 用 中 出 现 .我 们 偏离 “基本 恒等式 ”这 个 主题 已 经 太 
远 了 ， 所 以 最 好 停 下 来 ， 并 对 已 经 学 习 的 东西 做 一 番 评 

我 们 已 经 看 到 ， 二 项 式 系数 满足 几乎 使 人 迷惑 的 大 量 恒等式 ， 幸 运 的 是 ， 其 中 有 一 些 容易 记忆 ， 而 且 我 们 
可 以 用 这 些 容易 记 住 的 恒等式 经 过 几 步 就 推导 出 其 他 大 部 分 恒等式 ， 表 5-4 搜 集 了 其 中 十 个 最 有 用 的 公 
式 ， 这些 是 需要 了 解 的 最 好 的 恒等式 ， 


表 5-4 ”最 重要 的 十 个 二 项 式 系数 恒等式 


5.2 基本 练习 


n! 
= 一 一 一， >k>0 
k(n—k)! 整数 


-(,” | 整数 np>0，j 是 整数 
n—k 

p= 
bs 
本 
= + 

大 

Cy) 人 是 整数 
F 


(Ce) 


| =(x+y) ， 整 数 r 宇 0 或 者 lx/y| <1 


” r 


二 着 le 整数 £0 


r=1 
k-l 


] ， 上 是 整数 


™ 


r 


| ，Mm, 上 是 整数 


m 


rik r+n+l 
| k |-( ]: 7 是 整数 
之 le ， 整 数 m, n 宇 0 


ris 
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BASIC PRACTICE 


] ， 有 是 整数 


n 


阶乘 展开 式 
对 称 恒等式 
吸收 /提取 恒等式 
加 法 /归纳 恒等式 
上 指标 反 转 
三 项 式 版 恒等式 


二 项 式 定理 


平行 求 和 法 


上 指标 求 和 法 


范 德 蒙 德 卷 积 公 式 


在 上 一 节 里 ， 通 过 处 理 和 式 以 及 插入 其 他 的 恒等式 ， 我 们 得 出 了 一 批 恒 等 式 . 得 出 那些 推导 过 程 并 不 太 蒜 
难 们 知道 要 证 明 什 么 ， 所 以 可 以 叙述 一 个 一 般 的 计划 ， 不 必 费 大 周折 就 能 将 细节 补充 完全 ， 然而， 

通常 在 真实 的 世界 里 还 没有 遇 到 个 要 证 明 的 恒等式 ， 我 们 面 对 的 往往 是 一 个 要 简化 的 和 式 ， 而且 我 们 并 
不 知道 简化 的 形式 可 能 是 什么 样子 (或 者 它 是 否 存在 ) . 在 这 一 节 以 及 下 一 节 里 ， 通 过 处 理 许多 这 样 的 和 
式 ， 我 们 将 会 把 二 项 式 系数 的 工具 打磨 锐利 . 

先 ， 我 们 来 杀手 尝试 几 个 包含 单个 二 项 式 系数 的 和 式 . 

法 : 

1. 阅读 问题 

2. 尝试 求解 问题 

3. 浏览 书 中 答案 

4. 直 尝试 失败 

goto 步骤 1 

else goto 下 一 个 问题 
问题 1， 比 值 的 和 式 
我 们 希望 

k=0 (0) /0 ， 上 整 数 nm 宕 0 

有 一 个 封闭 形式 . 初 看 之 下 ， 这 个 和 式 会 令 人 惊 念 不 安 ， 因 为 我 们 尚未 见 过 任何 处 理 二 项 式 系数 的 商 的 恒 
等 式 ， 〈 此 外 ， 这 个 和 式 还 含有 两 个 二 项 式 系数 ， 这 似乎 与 这 个 问题 前 面 的 那 句 话 有 矛盾. ) 然而 ， 正 如 
我 们 能 用 阶乘 将 二 项 式 系数 的 一 个 乘积 表示 成 另 一 个 乘积 那样 ， 即 得 到 恒等式 (5.21) 的 方法 ， 我 们 可 以 
对 商 类 似 地 去 做 ， 事 ee eae 5.21) 的 两 边 来 避免 面目 可 恼 的 
阶乘 表示 法 ， 这 就 得 到 


不 地 的 是 ， 那 个 算法 会 使 你 陷入 无 穷 循环 . 
推荐 补丁 : 
0setc 人 0 


3asetc 红 CC 十 1 


3bifc=N 
goto 你 的 助教 
mn n 7 一 大 n 
(2)/ QW (rl 
所 以 我 们 用 右边 的 商 来 代替 左 边 的 那个 商 ， 左 边 的 商 出 现在 我 们 的 和 式 中 ， 这 样 和 式 就 
变 成 
/nk n 
7 色 一 人 
还 有 一 个 商 ， 但 是 分 母 中 的 这 个 二 项 式 系数 不 包含 求 和 指标 上 ， 所 以 我 们 可 以 从 和 式 中 把 它 移 走 ， 以 后 我 
们 会 恢复 它 . 
我 们 也 能 通过 对 所 有 的 六 > 关 0 求 和 来 简化 其 边界 条 件 ， 满 足 上 大 > m 的 项 都 是 零 . 剩 下 的 和 式 怠 不 那么 吓人 
了 了: 
7 一 大 
>, (" 一 由) 
一 一 E.W.Dijkstra2 
| piiksea 认 为 ， 在 计算 机 程序 中 使 用 goto 语 句 是 有 害 的 ， 
它 类 似 于 恒等式 〈5.9) ， 因 为 指标 太 带 同样 的 符号 出 现 了 两 次 . 但 是 在 这 里 它 是 -天 ， 而 在 (5.9) 里 它 不 
是 . 这样 一 来 ， 下 一 步 就 应 该 很 明显 了 ， 只 有 一 件 合理 的 事 要 做 : 
ne 但 是 这 一 节 就 称 为 基本 练习 . 
n—k a 7 一 (772 一 大 ) 
> 人 一 中 2 人 一 (77 一 
7 一 770 十 天 
现在 我 们 能 应 用 平行 求 和 法 恒等式 ， 即 (5.9) : 
nn 一 2 十 太 加 (了 一 ?72) 十 7 十 1 四 有 十 1 
| 天 js m EY pa 
最 后 ， 我 们 将 恢复 早先 从 和 式 中 去 掉 的 分 母 中 的 @® ， 然 后 应 用 (5.7) 得 到 所 要 的 封闭 形式 : 


[ 


1 十 


m 


1 十 1 


1 


)/ 由- 


7 十 1 一 7 


这 n 都 成 立 ， 只 要 不 出 现 用 零 做 除数 ， 也 就 是 说 ， 只 要 n 不 是 整数 
0,.1,..… ,mC—1 J] 一个. 


推导 过 程 越 是 复杂 ， 对 管 案 进行 检查 就 越 是 重要 ， 这 一 推导 并 不 太 复 杂 ， 但 是 无 论 如 何 我 们 都 要 检查 一 
番 . 在 小 数值 m 2 和 n 一 4 的 情形 ， 我 们 有 


0)/ (+/+)/ CG) -rari-s 
是 的 ， 这 与 封闭 形式 (4+ 了 )/(4+1 一 2) 完全 吻合 . 


问题 >， 来 自 排序 文献 


者 


下 一 个 和 式 出 现 于 20 世 纪 70 年 代 早 期 ， 那 时 人 们 还 不 能 熟练 地 使 用 二 项 式 系数 . 一 篇 介 绍 改进 的 合并 技术 
的 论文 [1396] 以 下 面 的 注解 结束 :“ 可 以 证 明 ， 所 期 望 节省 的 转移 的 个 数 .…… 由 表达 式 
m-r-1Cm-n-1l 
I 2, mCn 


给 出 . 里 m 和 nn 定义 如 ] 上 ， 而 mCn 是 表示 从 m 个 物体 中 一 次 取 个 的 组 合 数 ...... 作者 感谢 审 稿 人 将 有 
修志 汕 作 罗技 和 个 更 复杂 的 等 式 简 化 成 了 这 里 给 出 的 形式 . ” 


我 们 将 会 看 到 ， 这 肯定 不 是 关于 作者 的 问题 的 最 后 答案 ， 它 甚至 也 不 是 一 个 中 间 阶 段 的 答案 . 
请 不 要 提醒 我 要 期 中 考试 了 .3 


| :中间 阶段 "与 “期 中 考试 " 痢 是 同一 个 英文 单词 midterm 


先 我 们 应 该 将 这 个 和 式 转变 成 某 种 我 们 能 对 它 处 理 的 东西 ， 荡 怖 的 记号 m-r-1Cm-n-1 除 了 使 那 位 热情 的 
审 稿 人 感到 高 兴 外 ， 足 以 让 任何 人 望而却步 . 用 我 们 的 语言 可 以 将 其 写成 


nn 
太一 A 一 天 一 后 
人 ， 整 数 冯 >>0 


二 UU. 


分 母 中 的 二 项 式 系数 不 包含 求 和 指标 ， 所 以 我 们 可 以 将 它 移 走 并 处 理 新 的 和 式 
攻 机 一 站 一 
总 二 2 名 一 即 一 让 


接 下 来 十 什么 ? 求 和 指标 出 现在 二 项 式 系数 的 上 指标 中 ， 但 不 出 现在 下 指标 中 . 所 以 ， 如 果 没 有 另外 那个 
上 ， 我 们 就 能 修改 这 个 和 式 并 应 用 对 上 指标 的 求 和 法 (5.10) . 可 是 有 了 多 出 来 的 那个 ， 我 们 无 法 这 样 
做 . 如 果 可 以 利用 革 个 吸收 恒 等 式 通过 茶 种 方法 把 那个 吸收 到 二 项 式 系数 中 去 ， 那 么 我 们 就 能 对 上 指标 
求 和 了 .不 幸 的 是 ， 那 些 恒等式 在 这 里 都 不 能 用 .但 是 ， 如 果 用 m 一 代替 ， 我 们 就 能 应 用 吸收 恒等式 


(5.6) : 
{72 一 大 ) 的 一 天 一 ) = (m—n) 全 加 时 
m—n—1 mC—n 


所 以 关键 在 于 : 我 们 将 把 改写 成 一 (m 一同 ， 并 将 5 分裂 成 两 个 和 式 : 


770 一 大 一 1] m—k—1 
," 他 一 7 一 1) 时 2_ (mn — (m— A)) kk 一 刻 一 1) 


k= k=0 

nn n 

~ m—k—1l ~ m—k—l1 
加 ™ (Del)- Dm- (m1) 

k=0 k=0 
n n 
m— 太 一 1 mC—k 

m2, ( 一 如 一 | 加 2 (m = 人 一 1 


k=0 
=mA— {(m—n)B, 


mC—k—1l /mk 
A Eee a2- (mn) 


k=0 


剩 下 的 和 式 4 以 及 B 是 我 们 的 老 朋 友 ， 在 其 中 上 指标 变动 而 下 指标 保持 不 变 ， 我 们 先 来 解决 B ， 因 为 它 
看 起 来 更 简单 ， 稍 加 改动 即 足以 使 得 其 中 的 求 和 项 与 (5.10) 的 左边 相符 ; 


和 (7 一 > (" — (m 一 | 
m—nj mC—n 
0<ksn 0<m—ksn 
> 
加 m—n 
m—nsksm 
( : ) 
本 m—nj 
0<ksm 


在 最 后 一 步 ， 我 们 在 和 式 中 加 入 了 满足 0< <m 一 n 的 项 ， 它 们 全 都 是 零 ， 因 为 它们 的 上 指标 都 小 于 
指标 .现在 关于 上 指标 求 和 ， 利 用 (5.10) 得 到 


天 m 十 1 
0 2 [ee) 轩 Co 
0<ksm 


对 另 一 个 和 式 4 的 做 法 相同 ， 不 过 要 用 已 m - 1 代替 m .这 样 我 们 就 给 出 了 给 定 和 式 s 的 一 个 封闭 形式 ， 
这 个 和 式 还 可 以 进一步 简化 : 
mA—(m—n)B=m Ge ,) — (mC—n) [os 中 


m 十 1 m 
=|[m—(m—n) 
mn+l mC—n 
四 n m 
Am -mn+l m—nj. 


! 


下 


9 


而 这 就 给 出 了 原来 和 式 的 一 个 封闭 形式 : 


n m m 
~ mn+l 772 一 也 n 


n 


7 一 了 2 十 1 


即便 是 审 稿 人 也 不 可 能 对 它 进行 简化 了 . 
我 们 再 次 利用 小 数值 的 情形 检查 答案 . 当 m = 4 以 及 n=2 时 ,我 们 有 


它 与 公式 2/(4 一 2+1) 吻 合 . 
问题 3: 来 自 以 往 的 考试 题 


我 们 再 做 一 个 和 式 ， 它 包含 一 个 二 项 式 系数 . 这 个 和 式 与 上 面 源 于 学 术 殿 堂 的 问题 不 同 ， 它 是 一 个 可 以 在 
家 测试 的 问题 .我 们 想 求 Qi om oo 的 值 ， 这 里 


以 往 的 考试 没有 生命 力 了 吗 ? 


) 
， 整 数 n 之 0 ， 


这 个 问题 比 其 他 问题 更 难 一 些 ， 不 可 能 应 用 到 目前 为 止 我 们 所 见 到 过 的 任何 恒等式 . 我 们 面 对 的 是 一 
个 有 2 中 +1 项 的 和 式 ， 所 以 不 是 只 把 它们 相 加 起 来 就 能 奏效 的 . 求 和 指标 在 上 下 两 个 指标 都 出 
现 ， 不 过 带 有 相反 的 符号 . 反 转 上 指标 也 没有 什么 效果 ， 它 去 掉 了 因子 (-1” ， 却 在 上 指标 中 加 入 一 个 2k 


[=] 


当 没有 什么 方法 明显 有 用 时 ， 我 们 知道 最 好 是 来 观察 小 数值 的 情形 .即使 不 能 得 到 一 个 模式 并 用 归纳 法 证 
明 它 ， 至 少 也 有 一 些 数据 来 核查 我 们 的 结果 ， 下 表 是 前 四 个 n 值 的 非 零 项 以 及 它们 的 和 . 


OY cm 


5y (4 
|r =1-7+15-10+1 =0 


2 11 
我 们 最 好 不 要 尝试 下 一 个 情形 n = 4 ， 这 样 极 有 可 能 产生 算术 误差 . (手工 计算 a Das 人 
又 仅 是 在 迫不得已 时 才 值得 一 试 的 ， 更 不 要 提 将 它们 和 其 他 东西 组 合 在 一 起 了 . ) 


所 以 其 模式 的 开始 部 分 是 1,0, 一 1,0 ， 即 使 我 们 知道 了 下 一 项 或 者 下 面 两 项 ， 其 封闭 形式 也 不 会 显现 . 但 
是 如 果 我 们 能 找到 并 且 证 明 关 于 Qu 的 一 个 递归 式 ， 就 有 可 能 猜 到 并 且 证 明 它 的 封闭 形式 ， 为 了 找到 一 个 
128 一 13 

递归 式 ， 我 们 需要 将 Q 与 C,_! (或 者 与 Qi 的 售 ) 联系 起 来 ， ee | EE jp 
64 一 13 

( 它 在 n=7 和 =13 时 出 现 ) a 1 i 这 似乎 看 不 出 希望 ， 我 们 不 知道 在 帕斯卡 
三 角形 中 相距 64 行 的 元 素 之 间 有 什么 样 简洁 明了 的 关系 ， 加 法 公式 作为 归纳 法 证 明 的 主要 工具 ， 仅 仅 将 相 
距 一 行 的 元 素 联系 在 一 起 . 


但 是 ， 这 引出 一 个 关键 点 : 不 需要 处 理 相 距 2"-! 行 的 元 素 . 变量 ”从 来 就 没有 以 本 来 面目 出 现 ， 而 总 是 
以 2" 的 形式 出 现 ， 所 以 用 额外 增加 的 复 度 轩 条 了 我 们 的 注 家， 如 果 用 m 代替 2" ， 我 们 所 需 做 的 
就 是 对 更 加 一 般 性 的 (也 更 容易 的 ) 和 式 


哦 ， 这 是 为 那 场 考 斌 出 题 的 教员 泄 的 密 . 


Hn = (CD 
2 大 ， 整 数 m 宇 0 
人 这 样 也 就 对 Rn = Rz 给 出 了 封闭 形式 .而且 很 有 可 能 ， 加 法 公式 将 对 序列 Rm 给 出 一 个 递 
归 式 . 
从 表 5-1 可 以 知道 小 的 m 和 Rm 的 值 ， 如 果 我 们 将 出 现在 西南 到 东北 这 条 对 角 线 上 的 值 交错 地 做 加 法 和 减 
法 . 其 结果 是 
m 0 1 2 3 4 3 6 8 9 10 
Ry 1 1 0 -1 -1 0 1 1 0 -1 -=-! 
看 起 来 要 进行 多 次 抵消 . 
现在 来 看 关于 Rm 的 公式 ， 并 研究 它 是 否定 义 一 个 递归 式 ， 我 们 的 策略 是 应 用 加 法 公式 (5.8) ， 并 在 得 到 
的 表达 式 中 求 形 如 于 的 和 式 ， 这 有 点 像 在 第 2 章 的 扰动 法 中 所 做 的 那样 : 
Rn = PE 1)* 
es 过 :> 0 (IE BD 人 (_T 
到 = EE 1 ke 1)* + b> (" ee (1)*+! 
2 条 人 1 (2 ) 1) > (2 1) 1)™ 
Rn + (—1)™" — Rn 2 — (—1)M™Y = Rm Ro 
(2 A {=D 相 
(倒数 第 二 步 利 用 了 公式 、™ ， 我 们 知道 它 对 m0 为 真 ，) 这 个 推导 对 m2 成 立 . 
至 少 ， 做 了 热身 题 第 4 题 的 人 知道 它 
由 这 个 递归 式 可 以 快速 生成 Rm 的 值 ， 而 且 我 们 很 快 就 会 发 现 这 个 序列 是 周期 性 的 . 的确， 
1 0 
1 1 
Rr = m mod6= : 
一 1 4 
0 | 如 果 5 
归纳 法 的 证 明 就 是 要 检验 . 或 者 ， 如 果 我 们 必须 给 出 一 个 更 学 术 性 的 证 明 ， 就 可 以 将 此 递归 式 再 展开 一 
步 ， 得 到 : 只 要 m 3， 就 有 
Rn = (Rm-_2 Hn, Rm-_2 = Rm 3 
对 此 ， 只 要 7 之 6 ， 就 有 Rm Rm-6 E 
最 后 ， 由 于 Qn = Ro ， 我 们 可 以 通过 确定 2 mod 6 并 利用 Rm 的 封闭 形式 来 确定 Qn ， 当 n=0 时 有 
20mod 6 二 1， 此 后 3 2 (mod6) 来 相 乘 ， 这 样 模式 2，4 就 会 重复 出 现 . 从 而 
R=1 ,n=0; 
Q, =R, 1 及 =0 ，n 是 奇数 ; 


R, =-1,，7>0 是 偶数 . 


Qn 的 这 个 封闭 形式 与 开始 讨论 这 个 问题 时 计算 的 前 四 个 值 吻合 .我 们 断定 有 8@1 om om = Ra 一 一 1 . 
问题 4: 包含 两 个 二 项 式 系 数 的 和 式 
我 们 的 下 一 个 任务 是 对 


( 一 上 ) 
k 1 
rr ， 整 数 m>n 宕 0 


求 封闭 形式 . 请 等 一 会 儿 ， 这 个 问题 的 标题 中 所 上 暗示 的 第 二 个 二 项 式 系数 在 哪儿 ? 为 什么 我 们 要 试图 将 一 
个 已 经 简化 的 和 式 再 简化 ? (这 就 是 问题 2 中 的 5. ) 


0 某 个 一 般 恒 等 式 ， 它 就 成 为 一 个 容易 


tt 


简化 的 和 式 ， 当 我 们 将 上 改写 成 1 时 ， 第 二 个 二 项 式 系数 就 出 


7 一 大 一 1 大 7 一 大 一 1 
> 的 一 一 1) = | (" 一 一 ) 


k=0 


[JT: 


下 等 式 (5.26) 就 是 一 个 要 应 用 的 公式 ， 因 为 它 的 求 和 指标 出 现在 两 个 上 指标 中 且 带 有 相反 的 符号 . 


昌 是 我 们 的 和 式 还 不 具有 正确 的 形式 如 果 要 使 它 与 (5.26) 完全 匹配 ， 求 和 的 上 限 应 该 是 em -1 .这 
没有 问题 ， 因 为 满足 < m 一 1 的 项 都 是 零 . 所 以 我 们 可 以 用 (m,n,9) 夺 (mm 一 1,m 一 nn 一 1,1,0) 代 
入 ， 管 案 就 是 

(。 | 


这 比 我 们 以 前 得 到 的 公式 更 加 简洁 . 利用 (5.6) 和 《5.7) 可 以 将 它 变 回 上 一 个 公式 : 


mm n mm 
17 一刀 十 1 mC—n+il \m—n 


类 似 地 ， 通 过 将 特殊 的 值 代入 我 们 见 过 的 其 他 一 般 恒等式 ， 可 以 得 到 一 些 有 趣 的 结果 . 例如， 假设 在 
(5.26) 中 令 m=n=1，4==0 .这样 ,该 恒等式 就 变 成 


& [ 疗 


1+1 
Dir (5 2 
0<k<l 
左边 是 1(1 二 11/2) 一 ( 坟 二 好 十 … 十 站 ， 所 以 这 就 对 在 第 2 章 里 弄 得 我 们 筋疲力尽 的 平方 和 问题 给 出 了 一 


个 独特 的 新 方法 . 


这 个 故事 的 教 益 是 ， 非常 一 般 的 和 式 的 特殊 情形 有 时 最 好 是 在 一 般 形式 下 处 理 . 学 习 一 般 形式 时 ， 聪 明 的 
做 法 是 学 习 它 们 的 简单 特例 . 


问题 5:: 有 三 个 因子 的 和 式 
这 是 另 一 个 不 太 坏 的 和 式 . 我 们 希望 简化 


人 


求 和 指标 大 出 现在 两 个 下 指标 中 且 带 有 同样 的 符号 ， 这 样 一 来 ， 表 5-3 中 的 恒等式 (5.23) 看 起 来 接近 于 我 
们 所 需要 的 东西 . 再 稍 加 处 理 ， 我 们 应 该 能 使 用 它 . 


< 


(5.23) 与 我 们 所 有 和 式 之 间 存 在 的 最 大 区 别 是 ， 我 们 的 和 式 中 有 一 个 额外 的 大 . 但是， 利用 吸收 恒 等 子 
中 的 一 个 公式 ， 我 们 可 以 将 大 吸收 到 二 项 式 系数 的 内 部 : 
n 5 . n 5—1 和 
> (8) (Ee) 
| n s—1 
-国人 起 
我 们 并 不 关心 当 上 消失 时 会 出 现 s ， 因 为 s 是 常数 . 现在 我 们 已 经 准备 应 用 这 个 恒等式 并 得 到 封闭 形式 
_ n s—1 a 7 十 5 一 1 
(=) 
如 果 我 们 大 在 第 一 步 就 选择 将 上 吸收 进 (2) 而 不 是 吸收 进 (2). 就 不 能 直接 应 用 (5.23) 了 ， 因 为 n 一 1 
或 许 会 是 负 的 ， 而 这 个 恒等式 要 求 在 至 少 一 个 上 指标 中 取 非 负 值 . 
问题 6: 一 个 令 人 惊悚 的 和 式 
下 一 个 和 式 更 具 挑 战 性 . 我 们 要 对 
刀 十 大 (—1) 
(和 ， 整 数 m>0 
寻求 封闭 形式 . 度量 和 式 困 难 程度 的 一 个 有 用 方法 是 看 看 ed 根据 这 个 度量 ， 可 以 知 
过 我 们 深 隐 让 之 ! 上 出现 6 次 ， 此外， 人 问题 中 起 关键 作 月 年 某 个 处 在 二 项 式 系 
数 外 面 的 东西 吸收 到 其 中 一 个 二 项 式 系数 的 E 这 里 不 起 作用 了 . 如 果 我 们 中 放下 十 1， 在 它 的 位 
置 上 就 会 得 到 另外 一 个 不 仅 如 此 让 项 式 系数 的 内 部 ， 我 们 的 指标 大 已 经 两 次 与 系数 2 捆绑 在 
了 一 起 乘 一 个 常数 通常 要 比 加 一 个 常数 更 难 去 掉 ， 
所 以 我 们 应 该 将 这 个 和 式 挖 地 三 尺 埋 葬 掉 ， 对 吗 ? 
尽管 如 此 ， 我 们 这 一 次 还 是 很 幸运 的 . 这 些 中 都 正好 是 在 应 用 恒等式 (5.21) 时 需要 它们 的 地 方 出 现 
的 ， 所 以 我 们 得 到 
nt+k\ /2k (—1)* 7 十 大 n\ (—1)* 
于 2k 的 k+l -( k ) 的 k+l 
这 样 两 个 2 就 消失 了 ， 而 且 一 个 天 也 消失 了 .解决 了 这 个 困难 ， 下 面 五 步 就 可 以 进行 下 去 了 . 
分 母 中 的 大 +1 是 剩 下 来 的 最 令 人 头疼 的 ， 现 在 可 以 利用 恒等式 (5.5) 将 它 吸 收 进 (2). 
7 十 大 n (-1 有 十 天 7 十 1 人 的 
2 大 的 Je 到 | k jE mn 十 1 
1 nn 十 太 7 十 1 
zz k ) (pe 
( 记 住 %0.) 排除 了 两 个 障碍 ， 下 面 四 步 就 畅通 无 阻 了 . 
[ 一 | 
为 了 消除 另外 一 个 到 ， 我 们 有 两 和 有 项 望 的 选择 . 我 们 可 以 对 利用 对 称 性 ， 或 者 反 转 上 指标 nn 十 
， 这 样 就 在 消除 那个 大 的 同时 也 消除 了 因子 (一 1” .我 们 来 探讨 这 两 种 可 能 性 ， 首 先 选择 对 称 性 : 


n+ n+l1 大 1 7 十 大 7 十 1 大 
大 i je 1) CD = n ) 31) 0 


eh se 还 剩 三 步 . 现在 我 们 已 经 能 通过 代入 (5.24) 取得 大 的 进展 : 用 (n 二 1,1,n,n) 代替 
(lm.n.s ， 得 | 


有 那么 一 分 钟 ， 我 曾 想 我 们 还 是 放弃 算 了 . 


1 7 十 天 7 十 1 k 1 n/n—1 
i n ) i) en = (5) 
5 x 可 效果 了 5 > 个 妆 查 : 

1 /3\V /2\1 /4\ /4)1 6 6 
SLS 
人 = .结果 相符 


1 十 大 
只 是 为 了 党 试 一 下 ， 我 们 来 探讨 另 一 种 选择 ， a i 


1 7 十 大 7 十 1 大 1 —n—1l 1 十 1 
| 大 ) i) ey -二 人 大 J 


现在 对 (im,n,s) 和 (n+t+1,1,0, 一 n 一 1) 应 ] (5.23) ， 就 有 


1 一 丸 一 1 1 十 1 1 0 
| 大 ) (人 = 人 


嘿 ， 等 一 等 . 当 > 0 时 此 式 等 于 零 ， 而 当 =0 时 它 等 于 1. 求 出 其 解 的 其 他 途径 告诉 我 们 ， 这 个 和 式 在 
所 有 情形 都 等 于 零 ! 是 什么 原因 造成 这 样 的 结果 呢 ? 当 = 0 时 ， 事 实 表 明 这 个 和 式 实际 上 等 于 1， 所 以 
正确 的 答案 是 “Im = 中 >”， 我 们 在 前 面 那个 推导 过 程 中 一 定 出 错 了 . 


我 们 快速 重演 n=0 时 的 推导 ， 以 便 看 出 不 相符 之 处 首先 在 哪儿 出 现 . 啊 ， 是 的 ， 我 们 掉 进 了 早先 提 及 的 


风 十 友 姑 十 友 
陷阱 中 ， 当 上 指标 可 能 是 负数 时 我 们 试图 运用 对 称 性 ! 当 & 取 遍 所 有 整数 时 ， 我 们 用 \`、 ”7 el k ) 
并 不 合法 ， 因 为 在 kk < 一 n 时， 这 会 将 零 变 换 成 一 个 非 零 的 值 . (对 此 抱歉 ，) 


间 的 公式 ， 来 看 错误 是 出 在 此 前 还 是 此 后 . 


中 


尝试 二 又 搜索 : 首先 重新 运用 中 


1 十 工 
事实 表明 ， el + 当 上 < 一 n 时 为 零 ， 除了 当 n=0 以 及 k= 一 1 的 情形 之 外 . 因此， 
当 我 们 核查 n = 2 的 情形 时 没有 出 现 这 样 的 错误 . 习题 6 解释 了 我 们 本 应 该 做 什么 . 


问题 7 新 的 障碍 
这 个 和 式 更 加 殊 手 ， 我 们 想 对 


py ( 由 十 太 ) (%) (—1)* 
十 2 大 » »。 -| i 
fF m1 2 kjk+l 整数 蕊 nn >0 


求 出 封闭 形式 . 如果 m 是 零 ， 我 们 恰好 就 得 到 前 一 问题 中 的 和 式 . 但 事实 并 非 如 此 ， 我 们 陷入 一 个 真正 
的 困境 问题 6 中 用 过 的 任何 方法 在 这 里 都 不 起 作用 . (特别 是 关键 的 第 一 步 不 起 作用 .，) 


li+k 
然而 ， 如 果 有 办 法 避 开 m ， 就 能 利用 刚刚 得 到 的 结果 .所 以 我 们 的 策略 就 是 : | x ) (对 某 个 非 负 


nn 二 
整数 1 ) 这 样 的 项 组 成 的 一 个 和 式 代替 出 这 样 一 来 ， 求 和 项 看 起 来 就 像 问题 6 中 的 求 和 项 ， 我 们 


就 能 交换 求 和 次 序 了 


7 十 大 


3 早先 得 到 的 恒等式 ， 我 们 发 现 仅 有 一 个 合适 的 候选 
戎 ， 即 表 5-3 中 的 恒等式 (5.26) ， 利 用 它 的 一 种 方式 是 用 人 n+ 类 一 1 2 有 mm 一 1 0.7) 分别 代替 (nmsmsg 有 ; 


中 十 大 NA2RN (一 1 
> m 十 2 大 下 天 十 1 
天 30 
= 和 刀 十 大 一 工 一 了 了 2k (—1)* 
2k m—1 kjk+i+l 
大 >0 0<7<n+k—1 


- i n+k—l1—ji\ /2k (—1)* 
pS (5 一 2 ( 2k ) 的 K 十 1 
J20 


ksj—n+l1 
大 >0 


在 最 后 一 步 ， 我 们 改变 了 求 和 的 次 序 ， 按 照 第 2 章 里 的 法 则 处 理 三 下 方 的 条 件 . 
我 们 还 不 能 用 问题 6 的 结果 完全 代 禁 内 层 的 和 式 ， 因 为 它 有 一 个 额外 的 条 件 六 之 j 一 2 二 1 不 过 除了 

7 一 n+1>0， 也 即 除 了 77 之 外 ， 这 个 额外 的 条 件 是 多 余 的 .而 当 7 nn 时， 内 层 和 式 的 第 一 个 二 项 式 
系数 是 零 ， 因 为 它 的 上 指标 介 于 0 和 一 1 之 间 ， 从 而 它 严 格 小 于 下 指标 2k ， 这样 一 来 ， 或 许 我 们 可 以 在 
外 层 和 式 上 增加 一 个 限制 7 < n ， 这 不 会 影响 到 它 所 包含 的 非 零 的 项 ， 这 就 使 得 限制 条 件 >j 一 n+1 成 
为 多 余 ， 我 们 可 以 利用 问题 6 的 结果 了 . 现在 这 个 二 重 和 式 就 从 我 们 的 视线 中 淡出 了 : 


凡 十 让 a 2 (—1)* 

m—1 kj k+l 
y ee 

mn 十 大 一 1 一 人 /2k\ (-1) 

= 这 人 一 ,> 2 YS 2k ) 的 太 十 1 


j<n 


-a 


内 层 和 式 除 了 当 j = 7 一 1 时 不 为 零 ， 其 余 取 值 都 为 零 ， 所 以 我 们 就 得 到 了 一 个 简单 的 封闭 形 
问题 8: 不 同 的 障碍 
考虑 和 式 


SS 
填 


\k 
| 7 十 " 的 (—1) 
Sm jl 5 1 
对 k 大 十 1 十 整数 m,n 三 0， 


我 们 就 能 以 另外 一 种 方式 从 间 题 6 中 引出 一 个 新 的 发 展 方向 . 
不 过 m 出 现在 了 不 同 的 地 方 . 这 个 问题 比 问题 7 还 要 难 一 点 ， 
们 可 以 像 在 问题 6 中 那样 从 


hls 


m = 0 了 时 ， 我 们 又 得 到 以 前 得 到 的 和 式 ， 
E 运 的 是 我 们 在 求解 方面 正在 取得 进步 . 我 


nn 十 太 n (三 1 
9， 一 
罗 = 之 ( 大 ) Q) 天 十 工 十 7 


始 ， 如 同 在 问题 7 中 那样 ， 我 们 现在 尝试 将 与 m 有 关 的 部 分 展开 成 我 们 知道 如 何 处 理 的 项 ， 当 m 是 零 


ES 如 果 m > 0 ， 只 要 将 1/ 居士 1 十 mm) 展开 成 可 以 吸收 的 项 ， 我 们 就 能 同样 去 
做 ”好 运 依然 还 在 ， 在 问题 中， 我 们 证 明了 一 个 合适 的 恒等式 


-1 
Da | 名 = 一 上” ， 整数 nm 之 0， rg {0, 1, **…, m-1}. 
J rt+l-—m (5.33) 


天 一 2 代 赫 了 惑 给 


SS 
> 


正 


Ht 所 要 的 展开 式 


7 十 大 n 
“(a 
大 >0 


(—1)" 


(人 


了 


现在 全 二 1) 可 


i J 如 计划 的 那样 . 事 


实 上 ， 也 可 以 把 它 


A 


0 


双重 吸 


收 表明 暗中 可 能 
就 给 出 了 一 个 可 


他 们 指望 我 们 在 一 页 便 


根据 (5.24) ， 


为 了 对 了 <0 计算 一 9m 


最 后 应 用 (5.25) 


中 可 能 会 有 更 


多 的 抵消 ， 是 的 ， 将 新 的 求 和 项 中 的 每 一 部 分 都 展开 
以 对 大 求 和 的 公式 : 
Re i ee) > tt 
人 


条 纸 上 对 此 加 以 验证 . 


对 所 有 整数 7 求 和 的 和 式 为 零 . 因此 -sm 是 对 应 7 < 0 时 的 和 式 . 


， 我 们 用 天 一 1 代 幸 


对 kk 宇 0 求 和 : 


m++n++l1 一 万 一 1 
7 一 大 n 
m 十 nn 十 1 k—n—l1 
大 
Ws EF 


一 一 "D3 人 ， 


j 
ml!Inl! 
5 1 AT 一 | 
上 i ) ( 
k=0 
mlnl! i 
Sr 1 
” 大 Sm 
7721721! 大 
二 一 一 一 一 一 一 —1) 
i ‘( 
大 Sm 
ks2an 
， 就 得 到 答案 


7721721 771 ” 
Sm = \ "7 1 (" = (—1)"msm—-l. 
m++n ! 


我 们 最 好 还 


` 是 验证 一 下 . 


当 n = 2 时 ， 得 到 


7 十 2 m+3 


我 们 的 推导 要 求 
nn 的 多 项 式 . 


m 是 一 个 整数 ， 但 是 其 结 


对 所 有 实数 m 都 成 立 ， 因 为 量 


ml{lm— 1) 
(m+1)(m+2)(m+3) 


(m+ 1)"+1, 


5.3 ”处理 的 技巧 ” TRICKS OF THE TRADE 


接 下 来 ， 我 们 观察 三 种 技术 ， 它 们 大 大 强化 了 我 们 


技巧 1: 取 一 半 


这 真 应 该 称 作 1/2 技 巧 . 


已 经 学 习 过 的 一 些 方法 . 


Sm 是 关 J 


并 下 到 贡 式 系数 


mm 的 次 数 


许多 恒等式 都 包含 一 个 任意 实数 + ， 当 为 “整数 减 去 二 分 之 一 "时 ， 二 项 式 系数 四 可 以 写成 外 表 很 不 相 
同 的 二 项 式 系数 的 乘积 ， 这 将 会 导致 一 类 新 的 恒等式 ， 它 们 极其 容易 处 理 . 
力 


研究 这 是 如 何 奏 效 的 


方法 是 从 加 倍 公式 (duplication formula) 


£ 
be = (27) 关 /2* ， 整 数 庆 二 0 
2 (5.34) 


始 . 如 果 我 们 将 下 降 需 展开 并 将 左边 的 因子 交 赫 书写 ， 则 此 恒等式 就 是 显然 的 : 


1 ， 3 ， 1 
rr 一 7 (一 ] 7 一 了 一 大 十 1 7 一 大 十 了 


现在 我 们 可 以 在 两 边 除 以 kt ， 这 就 得 到 


r\/{r—1/2 27 \{ 2k re 
We laa) rm 攻 


如 果 令 上 =7r =n ， 其 中 是 一 个 整数 ， 这 就 得 到 


WA 也 是 整数 ， 
的 (5.36) 


而 反 转 上 指标 又 给 出 另外 一 个 有 用 的 公式 : 


I 了 -( 引 [| ，7 是 整数 
n 4)\n (5.37) 


洋 


例如 ， 当 n=4 时 有 
oe 我 们 对 半分 .…… 


-1/2N (~1/2)(—3/2)(—5/2)(—7/2) 
4 本 4! 


_Y-IN 1x3x5x7 
一 让 1x2x3x4 
加 一 1 “1x3x5x7x2x4x6x8 一 | 8 
~ \4/1x2x3x4xlx2x3x4 \4 4 


注意 我 们 是 如 何 将 奇数 的 乘积 变 成 阶乘 的 . 


1 
恒等式 (5.35) 有 一 个 有 趣 的 推论 . 设 ”2”， 并 对 所 有 整数 求 和 .根据 (5.23) ， 其 结果 就 是 


EH 


n—1/2 
整数 之 0 ， 
en 


(5.38) 


天 为 要 么 7/2 等 于 Ln/2|， 要 么 (nm 一 /2 等 于 Ln/2|， 这 是 一 个 非 负 整数 ! 


我 们 还 可 以 利用 范 德 蒙 德 卷 积 (5.27) 来 导出 


—1 /2 es /2 —1 n 
ECOGD- -0 
K nn t 了 ， 整数 n > 0 


将 〈5.37) 的 值 代 入 就 给 出 


-1 /2 /NY /2k /1N"™ /2(n— hk) 
起 n—kj \4a 天 a nk 


Ht 


这 就 是 和 为 (1)" 者 . 因此 我 们 就 有 一 个 关于 帕斯卡 三 角形 的 “中 间 的 "元素 的 惊人 性 质 : 
Wk Nf 2n 一 2 天 
4”， 整 宇 0 
De) sm 


OO:00:O0: O00 


例如 ，20x1=64=4 


(5.39) 


2k n—1/2 
对 第 一 个 技巧 的 这 些 曾 释 表明 了 ， 明 智 的 做 法 是 将 形 如 (x J 项 式 系数 改变 成 形 天 k ja 
系数 ， 其 中 是 某 个 适当 的 整数 〈 通 常 是 0、1 或 者 上 大) ， 这 样 所 得 到 的 公式 可 能 会 简单 得 多 . 


技巧 2: 高 阶 差 分 


Mihil 
由 


实 表 明 ， 带 有 交错 符号 的 二 项 式 系 


我 们 早先 看 到 了 ， 有 可 能 0 1 
( 


n _1)* 
$e ”有 许多 重要 的 应 用 . 其 中 一 个 原因 是 : 这 样 的 系数 与 2.6 节 中 定义 的 差分 算 子 ^ 有 密切 的 关 


函数 f 在 点 x 的 差分 Af 是 
Aflr)= f(r+1)— fl2): 
如 果 再 次 应 用 入 ， 我 们 就 得 到 二 阶 差分 


A2f(r)=Af(r+1) AF)= (f(r+2)— f(r+t+1)— (flr+1)— f(z)) 
2 2f{(z + 1)+ f(z), 


这 与 二 阶 导 数 类 似 . 类 似 地 ， 我 们 有 


A3f(z) = f(z+3 )—3f(rt+2)+3f(lr+1)— f(r), 
Ad4Ff(z) = f(z+4)—4f(r+3)+6f(r+2)—4f(r+1)+ f(z); 


如 此 等 等 . 带 有 交错 符号 的 二 项 式 系数 出 现在 这 些 公式 之 中 . 
一 般 来 说 ， n 阶 差分 是 


A" f(x) = (es 如 ， 整 数 n 宇 0 


(5.40) 


I 


Ll 


这 个 公式 容易 用 归纳 法 证 明 ， 但 是 ， 还 有 一 个 很 好 的 方法 可 以 直接 证 明 它 ， 就 是 利用 初等 算 子 理论 .回想 
2.6 节 我 们 曾经 用 规则 


> 


Eflz) = flzr+1) 


定义 了 平移 算 子 E ， 从 而 算 子 A 就 是 EE 一 1， 其 中 1 是 由 法 则 1f(z) = f(z) 定 义 的 恒 等 算 子 . 根据 二 项 式 定 
理 


HD 


这 是 一 个 以 算 子 作为 元 素 的 等 式 ， 它 等 价 于 (5.40) ， 因 为 E 就 是 将 f(z) 变 成 fl(7+ 避 的 算 子 . 


当 我 们 考虑 负 的 下 降 需 时 ， 就 会 出 现 一 个 有 趣 而 重要 的 情形 . 设 1(7)= (7 一 >=1/7 . 那么， 根据 法 则 
(2.45) 就 有 公 f(7)= (D(z 一 了 二 ， 人 f(z)=(-1)(-2)(z 一 1 ， 一 般 地 有 


nl! 


A"((z—1)= (Dr -1 (-1)" 


Trt+1). (r+n) 


现在 等 式 (5.40) 告诉 我 们 
n a nl! /z+n 5 
有 忆 ) -一 ) , £ ¢ {0,—l,.… ,—n}. (5.41) 


例如 ， 


二 rm 
4! I 二 4 
一 、 、 “~ 一 工 / 了 
Tl(T 十 1)(z 十 2)(I 十 3)(Z 十 44) / ( 4 ) 


(5.41) 中 的 这 个 和 式 就 是 m/ (zz 十 D) …(z 士 四) 的 部 分 分 式 展开 


从 正 的 下 降 需 也 能 得 到 有 意义 的 结果 . 如 果 fz) 是 一 个 d 次 多 项 式 ， 则 差分 Af(7) 是 一 个 d 一 1 次 多 项 
式 ， 于 是 人 "f(z) 是 一 个 常数 ， 而 当 n > d 时 有 人 "f(z) = 0 .这 个 极端 重要 的 事实 简化 了 许多 公式 . 


更 仔细 的 观察 能 得 到 更 多 的 信息 . 设 


下 2) 三 adzd 十 ad_17d-1 十 .十 alzl 十 aoz0 


是 任意 一 个 d 次 多 项 式 . 在 第 6 讲 里 我 们 将 会 看 到 |， 能 将 通常 老 表 示 成 为 下 降 需 的 和 式 (例如 ， 
2 二 到 上 + 让) ， 从 而 存在 系数 由 DC ,bi,bo， 使得 


flz) = bart + ba i171 l4+...+ brt+ bord. 


于 它们 之 间 的 系数 以 更 为 复杂 的 方式 联系 在 一 起 . ) 对 0<k<d 设 


(事实 we bi 二 aq 且 bo=ao， 但 是 介 
kb 


. 那么 
© Bie ( . 1 el @) +co BG 1 


从 而 ， 任 何 多 项 式 都 可 以 表示 成 二 项 式 系数 的 倍数 之 和 . 这 样 一 个 展开 式 称 为 (7) 的 牛顿 级 数 ， 因 为 艾 
了 克 .牛顿 广泛 地 使 用 过 它 . 


在 这 一 章 的 前 面 我 们 曾经 注意 到 ， 加 法 公式 意味 


这 样 一 来 ， 根 据 归纳 法 ， 牛 顿 级 数 的 阶 差 分 是 非常 简单 的 : 
wo 


果 现在 令 z =0， 那 么 除了 满足 -n=0 的 项 之 外 ， 右 边 所 有 的 项 a 从 而 


en 


cn, Nd 
0, n>d. 


A"f(0) { 


于 是 fz) 的 牛顿 级 数 就 是 


flr) = Af(O ) (3) 1A (gi)+ -+A (1)+ 0 (0). 


例如 ,假设 f(7) = ， 容 易 计 算出 
f{0})=0, fF(1)=1, f(2)=8, f(3)=27; 
1, Af(l)=7, Af(2)= 19: 
A2f(0) =6, A?f(1)=12 


oR (a 


对 z=0 利 用 (5.40) ， 公 式 人 "fl0)= cm 也 可 以 表述 成 下 面 的 方式 : 
(OC (Gra (+o) +t) De po 


py k c k 二 Co Ee 
这 里 (co,c1,c2,…) 是 一 个 任意 的 系数 序列 ， 对 所 及 之 0 ， 元 限 和 式 o (oj + (1) :2) 实际 上 
都 是 有 限 的 ， 所 以 收敛 性 不 成 问题 ， 特 别 地 ， 我 们 可 以 证 明 重要 的 恒等式 


zjcy (oa tak+.…+a,k”)=(-])"nla, ， 整 数 n 宇 0 


(5.42) 


天 天 k 
” TC 二 "十 Cn 
对 为 多 项 式 m 二 Qk 十 … 十 ank" 总 可 以 写成 牛顿 级 数 S (9) 四 四 (其 中 cn =mnlom) . 


许多 初 看 起 来 毫 无 希望 求解 的 和 式 ， 实 际 上 可 以 利用 n 阶 差分 的 思想 几乎 不 费 什么 力气 就 能 求 和 ， 例如 ， 
我 们 来 考虑 恒等式 


网 局 -=Y ， 整 数 m 之 0 
TR) nn (5.43) 


这 看 起 来 真 不 错 ， 因 为 它 与 我 们 迄今 所 见 过 的 任何 恒等式 都 凶 然 不 同 . 但 是 ， 一 旦 我 们 注意 到 求 和 项 中 对 


nn 
| 有 (—1)* he et 
问题 有 影响 的 因子 1) ， 实 际 上 就 容易 理解 了 ， 因 为 钞 数 


\ r— sk 1 nnin nn 大 


是 关于 大 的 一 个 次 多 项 式 ， 其 首 项 系数 为 (1 s /nl .于 是 (5.43) 不 过 就 是 (5.42) 的 一 个 应 用 而 


局 
Lj 


我 们 在 假设 fl7) 是 一 个 多 项 式 的 条 件 下 讨论 了 牛顿 级 数 ， 还 看 到 了 无 穷 的 牛顿 级 数 


or 人 GD- 


也 是 有 意义 的 ， 因 为 当 z 是 非 负 整数 时 ， 这 样 的 和 式 总 是 有 限 的 . 正如 在 多 项 式 的 情形 一 样 ， 我 们 对 公式 
人 "(0) = cn 的 推导 在 无 限 的 情形 依然 成 立 ， 所 以 我 们 有 一 般 的 恒等式 


ro=roljrwoli We erol ee 整数 x 宇 0. 
, < > (5.44) 


A ee 此 外 ， 如 果 右 边 对 其 他 的 z 的 值 收 剑 ， 它 就 以 
然 的 方式 定义 了 “插入 ”fl7) 的 函数 . (有 无 穷 多 种 方式 插入 函数 值 ， 所 以 我 们 不 可 能 断言 (5.44) 
对 所 有 使 得 该 无 穷 级 数 收敛 的 z 均 为 真 ， 例如， 如果 我 们 令 f(z) = sn(rz) ， 则 在 所 有 整数 点 处 都 有 
f(z) = 二 0， 所 以 (5.44) 的 右边 恒 为 零 ， 但 是 其 左边 在 所 有 非 整数 的 z 处 都 不 等 于 零 ，) 


牛顿 级 数 是 有 限 微 积 分 对 无 限 微 积分 中 的 泰勒 级 数 的 回应 ， 恰 如 泰勒 级 数 可 以 写成 


gla) 0 ,gao ll ga ga 3 
Oe I 


gfa 二 TI) = 


一 样 ，f(z) = gta+z) 的 牛顿 级 数 也 可 以 写成 


EA To gta， A gla) T2 十 AS go) TH . (5.45) 
0! 1! 2! 引 


工 I 大 
也 = 和 A 
(由 于 E=1+ 人 A， 2 (® ， Eg(a) = gla + 7) ) 


(这 与 (5.44) 相同 ， eh a ae A"gla) ，) 当 g 是 一 个 多 项 式 
或 者 当 z=0 时 ， 泰勒 级 数 和 和 牛顿 级 数 都 是 有 限 的 ， 此 外 ， 是 正 整 数 时 ， 牛 顿 级 数 是 有 限 的 . 而 在 相 
反 的 情形 ， 这 个 和 式 对 特殊 的 z 的 值 有 可 能 收敛 ， 也 有 可 生 不 收 化 如 果 当 z 不 是 非 负 整数 时 牛顿 级 数 收 
义 ， 它 实际 上 也 可 能 让 全 于 一 个 异 于 ge + 的 值 ， 因 为 级 数 (5.45) 仅 公信 对 间 拓 开 的 本 数 全 


gla), gla+t 1), gla + 2),……: 


| 设 9(7) = (+ 2)”， 其 中 = 是 一 个 固定 的 复数 ， 它 满足 
lz|<1. 那么 Ag9(7) = (1+2)" —(l1+2)” = 2z(l+2) ， 故 而 A"g(z) = z(1+ 3jF ， 在 这 种 情形 ， 无 穷 的 牛 


顿 级 数 
jr- Tes) -rT 


对 所 有 的 z 都 收敛 于 “正确 的 ” 值 4+2”. 
管 姆 斯 .斯 特 林 曾 试图 利用 牛顿 级 数 来 将 阶乘 函数 推广 到 非 整数 的 值 . 首先 他 找到 了 系数 5, ， 使 得 


glat+7z) = 


r=》 Sn (7 三 局 () 十 51 外 干 怠 @) A (5.46) 


n 


是 对 rz=0,z=lzr=2,… 成 立 的 恒等式 .但 是 他 发 现 ， 得 到 的 级 数 除了 当 z 是 非 负 整数 之 外 均 不 收敛 . 


所 以 他 再 次 尝试， 这 一 次 他 记 


“由 于 这 些 项 增加 得 非常 快 ， 它 们 的 差 也 将 构成 一 个 发 散 的 级 数 ， 它 阻碍 了 抛物 线 的 纵 坐 标 趋 向 于 真实 ， 于 是 在 这 种 及 类 似 的 情 
我 插入 这 些 项 的 对 数 ， 它 们 的 差 构成 一 个 收敛 得 很 快 的 级 数 .” 


一 斯 等 林 [4 
Inzl= sn () i @) + sl @) + so @) ee (5.47) 


现在 公 (n71) = 了 nl(z 二 1)!-!= In(z 十 1) ， 从 而 由 (5.40) 有 


—~ 


™ 
TT 
dH 


S», = A"{(Inz!) 


= A™l(In(z + 1)) 


I=0 


-x oa 1)™ nk+1). 


3 32 
53 nn 5s4==lIn4—3ln3 二 3ln2=1n 


于 是 系数 束 是 s0 二 51 ==0 ， 52 =1n2, 27 等 . 按照 
这 种 方法 白 特 林 得 到 了 一 个 的 确 收敛 的 级 数 (尽管 他 没有 证 明 这 点 ) .实际 上 ， 他 的 级 数 对 所 有 zy> 一 1 


都 收敛 ， 这 样 他 就 能 满意 地 计算 出 3 ,习题 88 讲 述 了 余下 的 故事 . 
〈 直 到 19 世 纪 才 建立 了 收敛 性 的 证 明 . ) 

技巧 3 反 演 

我 们 刚刚 对 牛顿 级 数 所 得 到 的 法 则 (5.45) 的 一 种 特殊 情形 ， 可 以 用 下 面 的 方式 改写 : 


om= 开 (人 ):F(E) 全 Fn) = (7) Co) (5.48) 
Kk 天 


ff 和 9 之 间 的 这 种 对 偶 关 系 称 为 反 演 公式 (inversion formula) ， 它 有 点 像 我 们 在 第 4 里 遇 到 的 默 比 
(4.56) 和 (4.61) | 反 演 公式 告诉 我 们 如 何 求解 “ 隐 式 递归 式 ”， 其 中 一 个 未 知 的 序列 嵌入 在 一 
个 和 式 中 . 


对 它 做 反 演 : “zInb ppo”. 


| 


om 
渤 


例如 ，3942) 可 能 是 一 个 已 知 的 函数 ， 而 (mw) 则 可 能 是 未 知 的 ， 我 们 或 许 找到 了 一 种 方法 来 证 明 


(n) = 一 大 
2 人 we 这 样 ， (5.48) 就 使 得 我 们 可 以 将 fln) 表示 成 已 知 数值 的 和 式 . 


(n) = : (—1)* (Kk) 
利用 本 章 开 头 的 基本 方法 ， 我 们 能 直接 证 明 (5.48) . 如果 对 所 及 >0 有 ” 2 (2) . ， 那 


00 E 0) 0 
Kk i 
n 大 
-0 (0) 
n\ ys_ kti (7 一 了 
-F000) We (2) 
-10) (Te [Ce 
-Zr0O()m-- 0] = f(n). 
j 


当然 ， 另 一 个 方向 的 证 明 是 同样 的 ， 因 为 了 与 9 之 间 的 这 种 关系 是 对 称 的 . 


我 们 将 它 应 用 于 “足球 胜利 问题 *”， 以 此 作为 例子 对 (5.48) 加 以 描述 .获胜 足球 队 的 n 个 球迷 将 他 们 的 幅 
子 高 高 抛 向 空中 ， 这 些 帽子 随机 落下 来 ， 每 一 顶 帽 子 落 向 这 nn 个 球迷 中 的 一 个 . 有 多 少 种 方式 h(n, 请 使 得 
个 球迷 得 到 他 们 自己 的 帽子 ? 


et n= 二 4 且 帆 子 和 球迷 被 命名 为 ,B,C,D ， 帽 子 落 下 的 41= 24 种 方式 生成 了 下 面 的 合法 拥有 者 
了 : 


ABCD4 BACD2 CABD1 DABCD0 
ABDC2 BADC0O CADB0 DACB1 
ACBD2 BCAD1 CBAD2 DBAC1 
ACDB1 BCDAO0O CBDAl1 DACA 2 
ADBC1 BDAC0O CDAB0 DCAB0 
ADCB 2 BDCA1 CDBA0O DCBADO 


于 是 h(4,4)=1; hl(4,3) = 0; h(4,2)=6; hl(l4,1)=8; hl(4,0)= 


注意 ， 选 取 上 个 幸运 的 帽子 拥有 者 的 方法 数 ( 即 le ) 乘 以 剩 下 的 ”一 大 顶 帽 子 均 回 不 到 其 合法 拥有 者 手 
中 的 方法 数 ， 即 h(n 一 ,0) ， 我 们 就 能 定 hw 且 的 从 如 末 一 个 排列 移动 了 每 一 项 ， 那么 这 个 排 列 称 为 
重 排 (derangement) ;i 个 物体 的 重 排 个 数 有 时 就 符号 “i” 来 表示 ， 读 作 “n 倒 阶乘 ” (n 

subfactorial) .于 是 h(n 一 k,0)=(n 一 有 i， 我 们 就 有 一 般 的 公式 


区 to-| je 有 
2 ll 


〈 倒 阶乘 记号 并 非 是 标准 的 ， 也 并 不 是 一 个 好 想法 ， 不 过 让 我 们 尝试 用 它 一 段 时 间 ， 看 看 能 否 逐 渐 喜 欢 上 
它 . 如 果 “i”* 不 合适 ， 我 们 总 可 以 求助 于 “ Dn ?或 者 其 他 什么 东西 ，) 


如 有 果 对 mn 有 一 个 封闭 形式 ， 我 们 的 问题 束 能 解决 ， 所 以 来 看 看 我 们 能 发 现 什 么 ， 有 一 个 得 到 谤 归 式 的 简便 
方法 ， 末 为 对 所 有 的 人 hln, 有 的 和 式 就 是 n 项 帽子 的 排列 总 数 : 


nl! -Ennio -3 整数 n 宇 0 


天 


(5.49) 


(在 最 后 一 步 我 们 将 大 变 人 
有 想 要 的 in, 及 


n h(n.0) h(n.1) h(n,2) h(n,3) h(n.4) h(n.5) h(n.o6) 


4 
05 264 135 40 15 0 1 


例如 ， 这 里 给 出 怎样 计算 n = 4 这 一 行 的 过 程 : 最 右边 个 数字 是 显然 的 恰 只 有 一 种 方法 使 所 有 的 幅 
子 正确 地 落 到 其 所 有 者 头 上 ， 且 没有 任何 方法 能 使 得 正好 有 三 顶 帽子 落 到 其 所 有 者 的 头 上 .， (和 那 第 四 个 球 
迷 得 到 谁 的 帽子 呢 ? ) 当 上 =2 以 及 k=1 时 ， 我 们 可 以 利用 关于 Rn, 有 的 等 式 给 出 


nD) = (2) h(a0) =6x1=6 4 D)= (1) hl,0) =4x2=8 a 
2 以 及 .对 Ad4 0) 我 们 无 法 利用 这 个 等 式 ; 说 


Al4.0) = hl4.,0) 

得 更 准确 些 ， 我 们 可 以 用 这 个 等 式 ， 但 是 它 给 出 ( 此 式 为 真 但 无 用 . 另 取 一 法 ， 我 们 
可 关系 式 h(4,0) +8+6+0+1= 粳 得 出 Nd40) = 9 ， 这 就 是 4 的 值 ， 类似 地 ,六 依赖 于 6 的 值 ( 
k<n). 


与 生活 的 艺术 相同 ， 数 学 的 艺术 是 知道 哪些 真理 是 无 用 的 . 


我 们 怎样 来 求解 像 (5.49) 这 样 的 递归 式 呢 ? 这 很 容易 : 它 有 “(5.48) 的 形式 ， 在 其 中 取 gt) = 以 及 
了 (kK) =(-1)ki， 故 而 其 解 为 


-1)"y ky 及 


不 过 ， 这 并 不 真 的 是 解 ， 它 是 一 个 和 式 ， 如 果 有 可 能 应 该 表达 成 封闭 形式 . 不 过 它 比 递归 式 要 更 好 . 


7 


和 式 可 以 简化 ， 因 为 已 可 以 和 \ 


ni 二 > nl (CD =n! > (CD 


RE (1 —k)! or Kl! (5.50) 


RL 


个 隐藏 的 所 抵消 ， 所 以 我 们 来 尝试 这 样 做 ， 得 到 


KR /LT 一 
剩 下 的 这 个 和 式 | 快速 收 化 于 2x2o (1) A 事实 上 ， 从 这 个 和 式 中 被 排除 的 项 是 


\ 大 ,nt 二 +1 
(—1) (一 二 
nl 三 - 
2 n+1 (1)* 芭 叶 米 
{ 


(到 二 十 1)1! 


ul 


1 nn 二 1 

i pe 本 

而 括号 中 的 量 介 于 1 和 n+2 n+2 之 间 . 于 是 , 了 ml/e 之 则 的 差 的 绝对 人 大 约 是 1/7，; 精确 地 
说 ， 它 介 于 1 n+) 与 1/(n+2) 之 间 . 但 mi 是 一 个 整数 . 如 果 > 0， 那 么 它 必定 就 是 我 们 将 71/e 


舍 入 到 最 近 的 整数 时 所 得 到 的 数 . 这 样 就 得 Ta 
nl! 1 
ni te 二 0] 2 


© 


(5.51) 


自己 的 帽子 的 方法 数 . 当 很 大 时 ， 知 道 这 个 事件 发 生 的 概率 更 有 意义 .如 
这 个 概率 是 


这 就 是 没有 任何 球迷 得 到 属 了 
果 我 们 假设 那 岂 种 排列 中 的 每 一 个 都 是 等 可 能 的 一 一 因为 帽子 被 抛 得 


棒球 迷 : 0.367 也 是 Ty Cobb 职 业 生 涯 的 于 均 La 球 率 ， 这 是 个 空 用 的 纪录 . 这 会 是 一 个 巧合 吗 ? 


ea 
加 


nl nl 


= 0.367.……: 


故 当 n 变 大 时 所 有 帽子 没 回 到 其 合法 拥有 者 手中 的 概率 接近 于 37%. 


顺便 要 提 及 的 是 ， 倒 阶乘 的 递归 式 (5.49) 恰好 与 (5.46) 相同 ， 这 是 斯 特 林 在 试图 推广 阶乘 函数 时 所 考 
人 无 穷 级 数 (5.46) 对 非 整数 的 z 发 
上 


( 唾 ， 等 一 等 ， 你 夺 大 了 事实 ，Cobb 的 平均 击 求 率 是 4191/11429 0.366 699 | 而 L/e 0.367 879 不 过 ， 如 果 Wade Boggs 有 
几 个 真正 好 的 赛季 ， 或 许 .…… ) 


器 题 之 前 ， 我 们 简要 地 介绍 两 个 有 趣 的 模式 ， 它 们 是 在 小 的 hm, 的 表 中 跳 入 我 们 眼帘 的 . 
， 看 起 来 在 表 中 全 由 数字 0 组 成 的 对 edhe i 多数 .这 个 观察 到 的 事实 容 
证 明 ， 由 于 表 中 那些 元 素 都 是 hmm 一 2) 的 值 ， 故 我 们 有 


n n 
mun DJ (| 


又 看 起 来 前 面 两 列 的 数 相 差 上 1 ， 这 是 否 总 是 正确 的 呢 ? 是 的 ， 
h(n,0)—h(n,l)= ni—n(n—1)i 


-5 和 ec > TY 


0<k<n 


全 二 


洱 测 借 
时 
如 
Et 
2 
| 
om 


= 


=(-D". 


换 句 话说 ,zi= n(n 一 i +CD .对 于 重 排 数 来 说 ， 这 是 一 个 比 我 们 以 前 得 到 的 所 有 递归 式 都 要 简单 得 多 
的 递归 式 . 


但 是 逆 温 层 (inversiom 是 有 害 烟雾 的 来 源 . 


现在 我 们 来 做 反 演 (invertion) .如 果 我 们 对 在 (5.41) 中 得 到 的 公式 


和 n (CD 1 I+nn 
kjrtik zz n 
天 


做 反 演 ， 就 得 到 


r+k 
ee 
了 恒等式 (5.33) . 


5.4 生成 函数 GENERATING FUNCTIONS 


现在 我 们 来 讨论 整 本 书 中 最 重要 的 思想 ， 即 生成 档 数 (generating function) 的 概念 .我 们 希望 用 某 种 方式 
处 理 的 一 个 无 限 序 列 (a0; 1,42,…) ， 可 以 很 方便 地 表示 成 一 个 辅助 变量 的 宕 级 数 (power series) 


如 司 -rr 
44(z) 一 ao 十 alz 十 az 十 … 一 》 ap2k. (5.52) 
kz0 


字母 > 作为 这 个 辅助 变量 的 名 字 是 合适 的 ， 因 为 我 们 经 常 要 把 > 看 成 是 复 
惯用 “z”， 需 级 数 〈 又 称 为 解析 函数 或 者 全 纯 画 数 ) 是 这 个 理论 的 中 心 议题 . 
在 接 下 来 的 儿童 里 我 们 将 会 看 到 许多 生成 画 数 .的确 ， 整 个 第 7 章 都 在 讨论 它们 . 我们 现在 的 目标 是 直接 
入 基本 概念 ， 展 示 生 成 函数 与 二 项 式 系数 研究 之 间 的 关系 . 

生成 函数 是 有 用 的 ， 因 为 它 是 表示 整个 无 限 序列 的 单个 量 . 我 们 常常 建立 一 个 或 者 多 个 生成 函数 ， 然 后 操 


探 这 些 函 数 ， 直 到 了 解 许多 关于 它们 的 知识 ， 最 后 再 来 观察 系数 ， 从 而 求解 问题 . 赁 着 小 小 的 运气 ， 我 们 
将 会 知道 有 关 这 种 函数 的 足够 多 的 知识 ， 从 而 明白 对 于 它 的 系数 我 们 需要 了 解 什 么 . 


数 . 复 变 函 数论 在 其 公式 中 习 


Cu 


i 


> QK2 
如 果 442) 是 任意 一 个 震级 数 点。 ”， 我 们 将 会 发 现 记 


[2"]A(z) = an (5.53) 


(关于 这 个 概念 的 历史 和 用 途 的 讨论 ， 见 参考 文献 [223] . ) 


是 很 方便 的 ， 换 言 之 ，[> 43) 表示 4(2) 中 ?的 系数 . 


如 同 (5.52) ， 设 4(z) 是 (0,01,02,…’) 的 生成 画 数 ， B(z) 是 另 一 个 序列 (bo, 匀 ,如 ,…) 的 生成 画 数 ， 那 么 乘 
积 4(z)B(z) 就 是 窜 级 数 


(ao 十 alz 十 ao222 十 …* )(bo 十 b1z 十 boz? 十 … |) 
一 anbo i (anbl ~ aibo)z “ye (aob» pa alp1 到 az280)22 全 全 
这 个 乘积 中 2" 的 系数 是 
n 
aobn TT aibn_1 人 anpn -> 》 ak 
k=0 


这 样 一 来 ， 如 果 想 要 计算 任何 一 个 具有 一 般 形式 
cn = Darbnk (5.54) 


k=0 


的 和 式 ， 而 且 知道 生成 画 数 4(z) 和 Bl) ， 我 们 就 有 
Cn 一 [2 a 4(z)B(2). 


由 (5.5 th ao Ph se el 序列 的 下 标 相 加 等 于 一 个 给 定 
量 的 所 有 项 来 入 之 和 ， 就 得 到 它们 的 “ 卷 积 ”， 让 的 主要 内 容 就 是 与 其 生成 画 数 的 乘法 相对 应 的 序列 的 关 


口 


积 . 


成 函数 提供 了 强 有 力 的 方法 来 发 现 和 证 明 恒 等 式 . 例如 ， 二 项 式 定理 告诉 我 们 + >)" 是 序列 


0 


Bi wu [i 


类 似 地 ， 
(+ = (i 2 


大 20 


如 果 将 这 些 等 式 相 乘 ， 我 们 就 得 到 另外 一 个 生成 函数 ; 


(1+2z)r(l+2)s= (1+2z)r+i+s 


现在 激动 人 心 的 时 刻 到 了 : 让 这 个 等 式 两 边 zn 的 系数 相等 就 给 出 


(x) (， 2 局 (让 


我 们 就 发 现 了 范 德 蒙 德 卷 积 (5.27) ! . 


(5.27)! = (5.27)(4.27)(3.27)(2.27)(1.27)(0.27)!. 


这 种 做 法 既 优 美 也 很 容易 ， 我 们 再 尝试 男 外 一 个 ,这 一 次 我 们 用 (1 一?)”， 它 是 序列 


《cy 人 )-( 人 -人 ”后生 志 煞 ， 用 (+ :来 对 得 出 男 外 一 个 生 成 珊 数 ， 这 个 
画 数 的 系数 是 我 们 已 知 的 


(1—z)(1+2)" = (1— 22)". 


现在 让 两 边 zn 的 系数 相等 就 给 出 等 式 


> 四 ( 的 Et 中 是 偶数 ] (5.55) 
我 们 应 该 用 一 两 个 小 数值 对 此 进行 检查 .例如 ， 当 n = 3 时 结果 是 
00-00 0 -= 


每 一 个 正 的 项 都 和 一 个 对 应 的 负 的 项 相互 抵消 ， 而 且 只 要 n 为 奇数 (在 这 样 的 情形 下 和 式 并 不 令 人 感 兴 
趣 ) ， 0 但 是 当 n 是 偶数 例如 4 =2) 时 ， 我 们 得 到 一 个 与 范 德 蒙 德 卷 积 不 同 的 非 


| OO-O0O:0 -0-°- 


所 以 n =2 时 ， (5.55) 也 成 立 ， 事实 证 明 ， (5.30) 是 新 恒等式 (5.55) 的 一 个 特殊 情形 . 


二 项 式 系数 也 出 现在 其 他 一 些 生 成 函数 之 中 ， 最 值得 注意 的 是 下 面 两 个 重要 的 恒等式 ， 其 中 下 指标 保持 不 
动 而 上 指标 变化 : 


1 3 人 十 天 
(= 和 n ， 整 数 nn 宇 0; (5.56) 


2 天 大 
nil 一 2 ( ) 
{1 2) k=0 整数 n 之 0. (5.57) 


如 果 你 有 一 支 荧光 笔 ， 应 该 将 这 两 个 等 式 做 上 记号 . 


等 式 乘 以 x* ， 也 就 是 说 “向 右 


这 里 的 第 二 个 等 式 恰好 是 第 一 
的 一 个 特殊 情形 : 如 果 我 们 用 


\ 一 ?一 1 


(5.13) 展开 (1 


二 项 式 定理 


移动 *n 位 . 
， 则 zk 的 系数 是 \、 天 


第 一 个 恒等式 正好 是 稍 加 变形 的 


9 二 
， 它 可 


人 0) ON ag ER 


此 频繁 


当 = 0 了 时， 我 们 得 到 特殊 情形 的 


个 特例 ， 即 几何 级 数 : 


值得 特别 关注 ， 因 为 它们 在 应 用 中 出 现 得 如 


成 函数 ， 它 特别 有 用 ， 因 为 其 
(5.54) 就 转化 为 


王 何 序列 与 这 个 


这 是 序列 (1,1,1,…) 的 生 
对 所 有 都 有 Ww = 1 时 


序列 的 卷 积 都 是 和 式 的 序列 ， 当 


一 来 ， 如 果 4(z) 是 求 和 项 (a0,a1,02,…) 的 生成 画 数 ， 那 么 4(2)/(1 


这 样 


我 们 在 与 帽子 和 足球 迷 相 关联 的 问题 中 
次 获得 解答 .基本 递归 式 


j 反 演 法 解决 了 的 重 排 问题 ， 


oo 


k 


并 在 两 边 用 n! 除 


可 以 表达 成 卷 积 的 形式 ， 如 果 我 们 将 国志 成 阶乘 3 


一 


则 (递归 式 ) 知 


-一 = e* D(z). 


对 D(z) 


求解 就 给 出 


现在 让 六 的 系数 相等 就 得 到 


直 就 是 和 式 (co0,c1,c2,…) 的 生 


也 能 


以 一 种 有 趣 的 方式 用 生成 函数 再 


这 是 我 们 早先 曾经 用 反 演 法 得 到 的 公式 . 


到 目前 为 止 ， 


我 们 对 生成 函数 的 探索 已 经 对 于 我 们 用 更 加 笨拙 的 方法 获得 的 一 些 已 知 结果 给 出 


明 . 但 是 除 ] 


a 


(5.55 


加 惊人 的 结果 . 有 两 类 窜 级 数 ， 它 们 能 产生 出 特别 丰富 的 关于 E 
级 数 (generalized binomial series) Bi(2) 以 及 广义 指数 级 数 (generalized exponential series) lz 


~ 
Bi(z) = > (引产 Es) = 》 (大 二 1 一， (5.58) 


k=0 


我 们 将 在 7.5 节 


在 t= 0 的 特殊 情形 下 ， 我 们 有 


这 到 


ct 


里 证 明 : 这 些 函 数 满足 恒等式 


Bi(z)!t — B.(z)-: = 


z; Ez2) tn€i(z) = 2. 


Bo(z) = 1+z; 


E0(z) =e:. 


解释 了 为 什么 带 有 参数 t 的 级 数 称 为 “广义 ”二 项 级 数 以 及 指数 级 数 . 


下 面 两 对 恒等式 对 所 有 实数 + 都 成 立 : 
tk+r r 天 
Bi:(z) 一 > ( 大 ) 六 6 


天 20 


1B(z) 
1—t+tB:(z)! 


(5.60) 


Et(z) 


(tk+r) 和 
1 一 ztEl(z 2 kl 


k=0 


广义 二 项 级 数 Bi (>) 是 在 18 世 纪 50 年 代 


约翰 .海区 


一 个 恒等式 . 


习题 84 说 明了 如 何 从 (5.60) 推 导出 (5.61). 


( 当 大 +7r=0 时 ， 对 于 如 何 理解 * 的 系数 还 得 稍 加 小 心 ， 每 个 系数 都 是 7 的 一 个 多 项 式 . 例如 ， 


的 常数 项 是 "(0+7)”， 即 便 + =0 


希 - 兰 伯 特 236，538] 发 现 的 ， 几 年 以 后 ， 他 注意 到 37 ， 它 的 寡 满 足 (5.60) 中 的 第 


时 它 也 等 于 1. ) 


由 于 等 式 (5.60) 和 〈5.61) 对 所 有 的 都 成 立 ， 所 以 当 我 们 把 与 不 同 的 需 > 和 s 对 应 的 级 数 乘 在 一 起 


时 ， 就 得 到 非常 一 般 的 恒等式 ， 例 


如 ， 


BP \begin{aligned} {\mathcal{B}_t}{(z)r}\frac{{{\mathcal{B}_t} 


{{(z)}s}}}{{1 - 


t+t{\mathcal{B}_t}{{(Z)}^{ - 1}}}} &= \sum\limits_{k 


\gedqslant 0} {\left( \begin{array}{l}tk + r\k\end{array} \right)} \frac{r}{{tk 
+r}}{z^k}\sum\limits_{j \geqslant 0} {\left( \begin{array} {1}tj + 
s\\j\end{array} \right)} {zNj}\&= \sum\limits_{n \geqslant 0} {{z^n}} 
\sum\limits_{k \geqslant 0} {\left( \begin{array}{c}tk + mM\k\end{array} 
\right)} \frac{r}{{tk +r}}\eft( \begin{array}{l}t(n - k) + s\n - k\end{array} 


\right)~{\rm{.} Mend{aligned} 


El z)” 


9 结果 给 出 了 巧妙 的 证 
， 我 们 还 没有 用 生成 函数 得 到 任何 新 的 结果 现在 我 们 已 经 准备 好 得 出 某 些 新 的 更 
二 项 式 系数 的 恒等式 .我们 来 定义 广义 二 项 


这 个 寡 级 数 必定 等 于 


zs: \frac{{{\mathcal{B}_t}{{(Z)} {r+ s}}}}{{1 -t+t{\mathcal{B}_t} 
{{(Z)}{ -1}}}} = \sum\limits_{n \geqslant 0} {\left( \begin{array}{c}tn +r 
+ s\n\end{array} \right){z^n}}; 


于 是 我 们 可 以 令 2" 的 系数 相等 ， 这 束 得 到 恒等式 


ez. \sum\limits k {\left( \begin{matrix}{tk +r}\k\end{matrix} \right)\left( 
\begin{matrix}{t(n - k) + sM\{n - kN\end{matrix} \right)} \frac{r}{{tk +r}} = 
\left( \begin{matrix} {tn +r+s}\nend{matrix} \right) ，n 是 整数 ， 


它 对 所 有 实数 + 、s 和 t 都 成 立 ， 当 Pt = 0 时 ， 这 个 恒等式 就 化 为 范 德 蒙 德 卷 积 . (如 果 在 这 个 公式 中 碰巧 
有 zitk+tr 0 则 分 母 he 应 当 视 为 与 二 项 式 系数 的 分 子 中 的 Ze r 抵消 掉 了 ， 这 个 恒等式 的 
两 边 都 是 关 ]] s 和 t 的 多 项 式 ，) 当 我 们 用 局 {vmathcal{B}_tj{(z)As} 等 等 乘 以 局 {mathcal{B}_t{(z)Ar} 
时 有 类 化 的 ; 于 等 式 成 立 ， 表 5- 5 给 ee 


表 5-5 一 般 的 卷 积 恒等式 (对 整数 7 > 0 成立) 


我 们 已 经 知道 ， 观 察 一 般 结果 的 特殊 情形 一 般 来 说 是 个 好 想法 . 例如， 如 有 果 令 zt=1 会 怎样 呢 ? 广义 二 项 
级 数 B.(2) 是 很 简单 的 ， 它 正好 是 


zz.{mathcal{B}) 1}(z) = \sum\limits_{k \gegslant 0} {{zAk}} = \frac{1}{{1 - 
2z}}; 


于 是 ， 2{\mathcal{B}_1}(z) 并 没有 给 出 任何 从 范 德 蒙 德 卷 积 还 不 知道 的 东西 . 但 是 22{\mathcal{E}_1}(z) 
是 一 个 重要 的 函数 


Be \mathcal{E}(z) = \sum\limits_{k \geqslant 0} {{{(k + 1)}^{k - 
1}}frac{{{z^k}}}{{k!}} = 1+z+\frac{3}{2}{z 2} + \frac{8}{3}{z^3}+ 
\frac{{125}}{{24}}{z^4} + \cdots , M\quad\qguad\quad\quad\quad(5.66) 
我 们 以 前 没 见 过 它 ， 它 满足 基本 恒等式 


啊 哈 ! 这 是 迭代 的 需 


Nmathcal{E}(z) = {e^{z\varepsilon (z)}}.\quad\quad\quad\quad\quad(5.67) 
这 个 函数 首先 是 由 欧 拉 [7 和 艾 森 斯 坦 B0 研究 的 ， 它 出 现在 大 量 的 应 用 中 号 3， ?04 . 


函数 世 \mathcal{E}Cln z)=ZA{zA{zA{.A{.A{.}}}}} ， 我 对 它 时 常 感到 好 奇 . 


广义 二 项 级 数 的 特殊 情形 et = 2 和 et = -1 特别 重要 ， 因 为 它们 的 系数 一 而 再 、 再 而 三 地 在 有 递归 构造 的 
问题 中 出 现 . 因此 ， 显 式 展现 这 些 级 数 以 备 将 来 参考 是 有 用 的 : 


Bs {\mathcal{B}_2}(z) = \sum\limits_k {\left( \begin{array} 
{c}2k\k\end{array} \right)\frac{{{z 人 Ak}}}{{1 + k}}} = \sum\limits_k {\left( 
\begin{array}{c}2k + 1\k\end{array} \right)\frac{{{z^k}}}{{1 + 2k}} = 
\frac{{1 - \sqrt {1 - 4z} }}{{2z}}}\guad\quad\quad\quad\quad(5.68) 


zAmathcal{B}_{1/2}(z) 人 r=(\sqrt{z^2+4}+z) 人 {2r}4Ar 的 寡 级 数 也 是 值得 关注 的 


zs  {\mathcal{B}_{-1}}(z)=\sum\limits_k {\left( \begin{array}{c}1 - 
k\k\end{array} \right)\frac{{{z^k}}}{{1 - k}}} = \sum\limits_k {\left( 
\begin{array}{c}2k - 1\k\end{array} \right)\frac{{{{(- Zz)}k}}}{{1 - 2k}} 
=\frac{{1 +\sqrt {1 + 4z} }}{2}}M\quad\quad\quad\guad\guad(5.69) 


ss {\mathcal{B} 2}{(z)r} =\sum\limits_k {\left( \begin{array}{c}2k + 
Mk\end{array} \right)} \frac{r}{{2k + r}} 
{z^k}\gquad\quad\qguad\quad\guad(5.70) 


BE. {\mathcal{B}_{ -1}}{(z)r} = \sum\limits_k {\left( \begin{array}{c}r- 
k\k\end{array} \right)} \frac{r}{{r - k}} 
{z^k}\gquad\quad\qguad\quad\guad(5.71) 


B. \frac{{{\mathcal{B}_2}{{(z)}r}}}{{\sgrt {1 - 4z} }} = \sum\limits_k 
{\left( \begin{array}{c}2k + r\k\end{array} \right) 
{z^k}}\guad\quad\guad\quad\guad(5.72) 


ss  \frac{{{\mathcal{B}_{- 1}}{{(D}{r+ 1}}}}{{\sqrt {1 + 4z} }} = 
\sum\limits_k {\left( \begin{array}{c}r - k\k\end{array} \right) 
{z^k}}\guad\quad\guad\quad\guad(5.73) 


忆 {vmathcal{B} 2}(z) 的 系数 Neft( \begin{matrix}{2n} nn\end{matrix} \right)\frac{1}{{n + 1}} 称 为 卡 塔 兰 数 
(Catalan number) PC_n ， 因 为 欧 仁 : 卡 塔 兰 在 19 世 纪 30 年 代 就 此 写 了 一 篇 颇 有 影响 的 论文 [21 ， 这 个 序列 
的 开始 部 分 如 下 : 


z2{\mathcal{B}_{ - 1}}(z) 的 系数 本 质 上 相同 ， 不 过 在 开头 多 出 一 个 1， 且 其 他 数 的 符号 是 交 蔡 的 : 
zleft\langle1,1,-1,2,-5,14,\cdots\right\rangle . 从 而 2{\mathcal{B}_{ -1}}(z)=1+z{f\mathcal{B}_2}(-2z). 我 
们 还 有 记 {\mathcal{B}_{ - 1}}(z) = {\mathcal{B}_2}( -Zz){-1}. 


在 本 节 最 后 ， 我 们 推导 (5.72) 和 (5.73) 的 一 个 重要 推论 ， 这 个 推论 是 一 和 
已 {\mathcal{B}_{ -1}}(z) 和 轧 {vmathcal{B} 2 -z) 之 间 有 进一步 的 联系 : 


3 分 \， 它 表明 函数 


ss  \frac{{{\mathcal{B}_{- 1}}H{{(2D}{n +1}}-{{(-DH{n+ 1}} 
{\mathcal{B}_2}{{(-Z)}M{n+ 1}}}}{{\sqrt {1 + 4z} }} = \sum\limits_{k 
\leqslant n} {\left( \begin{array}{c}n - k\k\end{array} \right){z^k}}. 


这 个 公式 成 立 是 因为 当 k > n 时 PNeft(-z\rightY{n+1}\mathcal{B}_2\left(-z\right)^{n+1}MbiglAsqrt{1+4z} 中 
zzAk 的 系数 是 


zs begin{falignedj[{zAk}j\frac{f{ttt( -ZJ}Atn+1TmathcalHB} 2HTC- 
ZH{n+t+1}}}}{{\sgrt {1 + 42} gg&={t(-DAn+IILzAtk-an- 
1}}NMrac{{{\mathcal{B}_2}{{(- DH{n + 1}}}}{{\sqrt {1 + 4z} }}\&= {(- 
1){n+1}}{(- 1){k-n-1}}[{z^{k -n-1}}\frac{{{\mathcal{B}_2} 
{{(z)} {n+ 1}}}}{{\sqrt {1 - 4z} }}\&= {( - 1)^k}\left( \begin{array} 
{c}2(k -n-1)+n+1\k-n-1\end{array} \right)\&= {(- 1)^k}eft( 
\begin{array}{c}2k - n- 1\k -n- 1\end{array} \right) = {( - 1)^k}\left( 
\begin{array}{c}2k - n - 1\k\end{array} \right)\&= \left( \begin{array}{c}n 
- k\k\end{array} \right) = [{z^k}]\frac{{{\mathcal{B}_{ -1}}{{(z)} {n+ 
1}}}}{{\sqrt {1 + 4z} }},\end{aligned} 


中 的 项 适当 地 相互 抵消 了 . 现在 我 们 可 以 用 (5.68) 和 “(5.69) 来 得 到 封闭 形式 


BE. \sum\limits_{k \leqslant n} {\left( \begin{matrix}{n - k} \k\end{matrix} 
\right)} ~{z^k} = \frac{1}{{\sqrt {1 + 4z} }}\eft( {{{\left( {\frac{{1 + \sqrt 
{1 + 4z} }}{2}} ight)}{n + 1}} - {{\left( {\frac{{1 - \sqrt {1 + 4z} }}{2}} 
YighbD}Aftn + 1}}} \right) ， 整 数 nn 之 0. 
(5.74) 


(特殊 情形 Pz = - 1 出 现在 5.2 节 的 问题 3 中 .由 于 数 忆 Mfrac{1}{2}(1 \pm \sqrt { - 3} ) 是 六 次 单位 根 ， 故 而 
ZAsum\nolimits_{k\leqslant n}\left(\begin{matrix}n- 

和 式 k\k\end{matrix}\right)\eft(-1\right)^k 有 我 们 在 该 问题 中 观察 到 的 
周期 性 . ) 类 似 地 ， 我 们 可 以 将 〈5.70) 和 “(5.71) 组 合 起 来 以 抵消 大 的 系数 并 得 到 


2 \sum\limits_{k <n} {\left( \begin{matrix}{n - k} \k\end{matrix} \right)} 
\frac{n}{{n- k}}{z^k} = {\left( {\frac{{1 + \sqrt {1 + 4z} }}{2}} Night)An} 
+ {\left( {\frac{{1 - \sqrt {1 + 4z} }}{2}} righbDAn} ， 整 数 Pn > 0. 
(5.75) 


5.5” 超 几何 落 数 HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS 


我 们 对 二 项 式 系 数 所 用 的 方法 在 运用 时 是 非常 有 效 的 ， 但 是 我 们 也 必须 承认 ， 它 们 常常 显得 是 为 某 一 特定 
的 而 设计 的 ， 更 像 是 技巧 而 不 是 通用 的 技术 手段 . 当 我 们 在 解决 一 个 问题 时 ， 常 需要 追寻 多 个 方向 ， 我 
门 可 能 发 现 自己 是 在 原 地 转圈 ， 二 项 式 系数 就 像 变 色 龙 一 样 ， 很 容易 改变 它们 的 外 表 ， 丸 此 我 们 自然 要 
间 ， 是 不 是 并 不 存在 某 种 统一 的 原理 ， 可 以 用 来 一 起 系统 地 处 理 一 大 批 二 项 式 系数 的 求 和 .幸运 的 是 ， 答 
案 是 肯定 的 . 这 种 统一 原理 的 基础 是 一 种 称 为 超 几 何 级 数 (hypergeometric series) 的 无 穷 和 式 的 理论 . 


它们 甚至 比 变色 龙 更 加 变化 多 端 ， 我 们 可 以 对 它们 进行 剖析 并 用 不 同 的 方式 将 它们 放 回 到 一 起 . 


对 超 几 何 级 数 的 研究 是 许多 年 前 由 欧 拉 、 高 断 以 及 黎 曼 发 起 的 ， 
究 对 象 . 但 是 超 几 何 学 有 一 个 有 点 令 人 和 望 而 生 属 的 记号 


任何 经 受 数 百 年 考验 而 留 右 的 令 人 和 敬 县 的 记号 必定 都 是 真正 有 用 的 . 


过 


L 一 


二 


是 


仍然 是 重要 的 研 


全 间 


谎 
并 
i 


一 般 的 超 几何 级 数 是 关于 z 且 站 


有 zm+tn 个 参数 的 寡 级 数 ， 它 用 上 升 的 阶乘 大 定义 如 下 : 


E. F\left(\begin{matrix}a_1,\cdots,a_m\b_1,\cdots,b_nm\end{matrix}\biggl|lz 
\right) = \sum\limits_{k \geqslant 0} {\frac{{a_1^{\overline k } \cdots 
a_m 人 ^{\overline k }~{z^k}}}{{b_1^{\overline k } \cdots b_n^{\overline k 
}~k!}}}.\quad\qguad\quad\guad\quad(5.76) 


为 避免 用 零 作 除数 ， 诸 个 b 均 不 为 零 或 者 负 整 数 . 除 此 之 外 ， 诸 个 a 以 及 可 以 是 我 们 希望 取 的 任何 数 . 

号 PF({a_1}, \cdots Pe m};{b_1}, \cdots ,{b_n};z) 是 (5.76) 中 两 行 形式 的 表示 法 的 一 种 蔡 代 表达 方式 ， 因 
为 有 时 候 一 行 的 排 印 效果 更 好 . 诸 个 称 为 上 参数 (upper parameter) ， 它 们 出 现在 F 的 项 的 分 子 之 
诸 个 b 称 为 下 参数 〈lower parameter) ， 它 们 出 现在 分 母 之 中 . 最 后 的 量 z 称 为 自 变量 (argument) 


标准 的 参考 书 常用 2_m{F_n} 而 代 若 下 做 为 有 m 个 上 参数 和 n 个 下 参数 的 超 几何 级 数 的 名 字 . 但 是 额外 
多 出 来 的 下 标 使 公式 变 得 凌乱 ， 如 果 我 们 被 强制 一 志 又 一 般 地 写 出 这 些 下 标 ， 还 会 浪费 时 间 . 我 们 可 以 统 
计 一 下 有 和 多少 个 参数 ， 这 样 我 们 通常 并 不 需要 额外 增加 不 必要 的 累 芍 . 


许多 重要 的 函数 都 作为 一 般 的 超 几何 级 数 的 特例 出 现 . 的 确 ， 这 就 是 超 几何 级 数 为 何如 此 强 有 力 的 原因 . 
例如 ， 当 =m =n=0 时 最 简单 的 情形 出 现 : 这 里 根本 就 没有 参数 ， 而 我 们 则 得 到 熟悉 的 级 数 


zp2 F(~\left| z \right.) = \sum\limits_{k \geqslant 0} {\frac{{{z^k}}}{{k!}}} = 
{{\rm e}^z}. 


实际 上 当 m 或 者 为 零 时 这 个 记号 有 一 点 不 整齐 . 我 们 可 以 在 上 面 和 下 面额 外 加 上 “1” 以 避免 这 种 情况 : 
zuF\left( \begin{matrix}1\1\end{matrix} \biggllz \right) = {{\rm e}Az}. 


如 果 我 们 消除 了 在 分 子 和 分 母 中 都 出 现 的 一 个 参数 ， 或 者 插入 两 个 完全 相同 的 参数 ， 那 么 一 般 来 说 ， 我 们 
没有 改变 这 个 函数 . 


下 一 个 最 简单 的 情形 是 m= 1 ，P{a_1} =1 以 及 En = 0. 我 们 将 参数 变 成 m=2 ， 己 fa 1}={a 2}=1， 
二 1 以 及 蕊 fb 1} =1 ， 这 样 就 有 七 n > 0. 因为 1^{\overline k }} = k! ， 事 实 表 明 这 个 级 数 也 是 熟知 的 : 


J 


区 | 


B. F\left( \begin{matrix}1l,1N\Lend{tmatrix} \biggllz \right) = \sum\limits_{k 
\geqslant 0} {z^k} = \frac{1}{1 - z}. 


它 是 我 们 的 老 朋 友 几 何 级 数 . PBF({a_1}, \cdots ,{a_m};{b_1}), \cdots ,{b_n};z) 称 为 超 几何 级 数 ， 因 为 它 包 
几何 级 数 EF(1,1;1;z) 这 一 个 非常 特殊 的 情形 . 


事实 上 ， 利 用 (5.13) 和 (5.14) ，m=1 以 及 n=0 时 的 一 般 情形 容易 求 和 成 封闭 形式 


2. F\left( \begin{matrix}a,l\l\end{matrix} \biggllz \right) = \sum\limits_{k 
\gedqslant 0} {{a^{\overline k }}} \frac{{{z^k}}}{{k!}} = \sum\limits _k 
{\left( \begin{array}{c}a + k - 1\k\end{array} \right)} {z^k} = \frac{1} 
{{{{(1 - z)}^a}}}.\quad\quad\quad\quad\guad(5.77) 


如 果 用 -a 代替 a ， 用 -> 代替 > ， 我 们 就 得 到 二 项 式 定理 
ZF\left( \begin{matrix}-a,1\1\end{matrix} \biggl|- z \right) = {(1 + Zz)^a}. 


负 整 数 作为 上 参数 会 使 得 无 穷 级 数 变 成 有 限 的 ， 这 是 由 于 只 要 zk > a \geqslant 0 且 a 是 一 个 整数 ， 就 有 
22(-a)^{\overline{k}}=0 . 


m 二 0，n 二 1 时 的 一 般 情 形 是 另外 一 个 有 名 的 级 数 ， 但 它 在 离散 数学 的 文献 中 不 是 那么 广为人知 : 


z2 F\left( \begin{matrix}1\b,1l\end{matrix} \biggllz \right)= \sum\limits_{k 
\geqslant 0} {\frac{{(b - I)I}}{{(b -1+k)!}}} frac{{{z^k}}}{{k!}} = 
{I_{b-1}}(2\sqrtz )Mfrac{{(b - 1)!}}{{{z^{(b - 
1)/2}}}}.\quad\guad\qguad\qguad\guad(5.78) 


> 


部 


这 个 函数 已 L_{fb-1} 称 为 阶 为 zib-1 的 修正 贝 塞 尔 函 数 (modified Bessel function) .其 特殊 情形 z2b-1 给 出 
FFVeft( \begin{matrix}1\1,1\end{matrix} \biggllz \right) = {1_0}(2\sqrt z ) ， 它 就 是 有 趣 的 级 数 
zAsum {_{k \geqslant 0}{z^k}/k{!^2}}. 


~ 


m = n = 1 的 特殊 情形 称 为 合流 超 几 何 级 数 (confluent hypergeometric series) ， 它 常用 字母 WM 来 表示 : 


zs F\left( \begin{matrix}a\b\end{matrix} \biggllz \right) = \sum\limits_{k 
\geqslant 0} {\frac{{{a^{\overline k }}}}{{{b^{\overline k }}}}} 
\frac{{{z^k}}}{{k!}} = M(a,b,z).\quad\quad\quad\quad\guad(5.79) 


这 个 在 工程 中 有 重要 应 用 的 函数 是 由 恩 斯 特 - 库 默 尔 给 出 的 . 


我 们 也 没有 讨论 (5.56) 、 (5.57) 、 (5.58) 等 的 收敛 性 . 


到 目前 为 止 ， 我们 中 少数 人 会 对 为 什么 没有 讨论 无 穷 级 数 (5.76) 的 收敛 性 感到 奇怪 . 其 答案 是 ， 如 果 我 
们 只 是 简单 地 将 z 用 做 一 个 形式 符号 ， 就 可 以 忽略 收敛 性 . 不 难 验证 ， 如 果 其 系数 zf{\alpha_k} 在 一 个 域 
中 ， 那 么 形 如 Psum\nolimits_{k \geqslant n} {{\alpha_k}{z^k}} (其 中 轧 - \infty <n<\infty ) 的 无 限 和 式 
构成 一 个 域 .我们 可 以 对 这 样 的 和 式 作 加 、 减 、 乘 、 除 、 微 分 以 及 函数 的 复合 ， 而 不 用 担心 其 收敛 性 ， 我 
们 得 到 的 任何 恒等式 都 将 仍然 形式 地 为 真 . 例如 ， 超 几何 级 数 
z-F\left( \begin{matrix}1,1,1\1\end{matrix} \biggllz righb = \sum {_{k 
\geqslant 0}k!{z^k}} 对 任何 非 零 的 z 都 不 收敛 、 然 而 
在 第 7 章 里 我 们 将 会 看 到 ， 我 们 仍然 能 用 它 来 求解 问题 . 另 一 方面 ， 只 要 我 们 用 一 个 特别 的 数值 代替 z， 就 
的 确 需要 确信 和 这 个 无 限 和 式 是 有 良好 定义 的 、 


在 复杂 性 上 再 提升 一 步 ， 就 是 所 有 超 几 何 级 数 中 最 著名 的 那个 了 .事实 上 ， 它 就 是 在 大 约 1870 年 之 前 人 们 
Me 0 而 到 了 1870 年 ， 一 切 都 推广 到 了 任意 的 m 和 n .这 个 级 数 有 两 个 上 参数 和 一 个 下 参 


上 


e. F\left( \begin{matrix}a,b\C\end{matrix} \biggllz \right) = \sum\limits_{k 
\geqslant 0} {\frac{{{a^{\overline k }}{b^{\overline k }}{z^k}}} 
{{{c^{\overline k }}k!}}} .\quad\guad\quad\quad\quad(5.80) 


它 常 常 被 称 为 高 斯 超 几何 级 数 ， 因 为 它 的 许多 精巧 性 质 都 是 高 斯 在 他 1812 年 的 博士 论文 R431 中 首先 证 明 
的 ， 虽然 欧 拉 [3 和 普法 夫 P2331 已 经 发 现 了 它 的 一 些 重要 性 质 . 它 的 一 个 重要 的 特殊 情形 是 


z. \begin{aligned}\n(1 +z)= ZzF\left( \begin{matrix}1,1\2\end{matrix} 

\biggl| - z \right) &= z\sum\limits_{k \geqslant 0} {\frac{{k!k!}}{{(k + 
D!}}frac{{{{( -Zz)}AkK}}}A{K!}}} \&= z - \frac{{{2z 2}}}{2}+ 
\frac{{{z^3}}}{3} - \frac{{{z^4}}}{4} + \cdots \end{aligned} 


“今天 ， 在 许多 大 学 的 物理 学 、 工 程 学 甚至 数学 专业 的 学 生 所 学 习 的 函数 中 ， 即 使 不 是 100%， 也 必定 有 95% 的 函数 被 这 单个 的 符号 
让 F(a,b;c;x) 所 涵盖 . ”一 一 W.W. 索 耶 [31 引 


[Ew 


主意 : pe 是 一 个 超 几 何 函 数 ， 但 是 ln(1+z) 本 身 不 可 能 是 超 几 何 函 数 ， 因 为 超 几 何 级 数 在 
z 二 0 了 时 取 值 总 是 1 


到 目前 为 止 ， 超 几何 学 除了 借助 名 人 提高 身份 之 外 ， 并 没有 真正 为 我 们 做 任何 实事 . 不 过 我 们 已 经 看 到 ， 
若干 个 很 不 相同 的 函数 全 都 可 以 看 成 是 超 几何 的 ， 而 这 就 是 我 们 接 下 来 关注 的 要 点 . 我 们 将 会 看 到 一 大 类 
和 式 都 可 以 用 一 种 “标准 的 ”方式 表示 成 超 几 何 级 数 ， 从 而 我 们 对 与 二 项 式 系数 有 关 的 事实 将 会 有 一 个 好 的 


归 类 系统 . 


什么 样 的 级 数 是 超 几何 的 ? 如 果 我 们 观察 其 相 邻 项 的 比值 就 容易 回答 这 个 问题 了 : 


pw:  F\left( \begin{matrix}a_1,\cdots ,a_m\b_1, \cdots ,b_n\end{matrix} 
\biggllz \right) = \sum\limits_{k \geqslant 0} {{t_k}} ,~{t_k} = 
\frac{{a_1^{\overline k } \cdots a_mA{ 人 overline k }{z^k}}}{{b_1^{\overline 
k } \cdots b_n^{\overline k }k!}}. 


二 第 一 项 是 Bt 0=1 ， 其 他 项 的 比值 


2 \begin{aligned}\frac{{{t_{k + 1}}}}{{{t k}}} &= \frac{{a_1^{\overline 
{k+1}}\cdotsa m^{\overline {k + 1} }}}{{a_1^{\overline k } \cdots 
a_m 人 ^{\overline k }}}M\frac{{b_1^{\overline k } \cdots b_n^{\overline k }}} 
{{b_1^{\overline {k + 1} } \cdots b_n^{\overline {k + 1} }}}\frac{{k!}}{{(k 
+ 1)!l}}\frac{{{z^{k + 1}}}}{{{z Ak}}}\R&= frac{{(k + {a_1}) \ldots (k + 
{a m})z}}{{(k + {b_1}) \ldots (k + {b_n))(k+ 
1)}}M\end{aligned}M\guad\quad\guad\quad\guad(5.81) 


给 出 . 这 是 上 的 一 个 有 理 档 数 (rational function) ， 也 就 是 说 ， 它 是 关于 的 多 项 式 之 商 . 根据 代数 基本 
定理 , 上 的 任何 有 理 函 数 在 复数 范围 内 都 可 以 分 解 并 表达 成 这 种 形式 . 诸 个 a 是 分 子 中 多 项 式 的 根 的 相反 
数 ， 而 诸 个 b 则 是 分 母 中 多 项 式 的 根 的 相反 数 . 如 果 分 母 不 是 已 经 包含 特殊 的 因子 zk+1) ， 我 们 可 以 将 

沪 分 母 中 ， 剩 下 一 个 固定 因子 ， 我 们 称 之 为 > ， 于 是 超 几 何 级 数 恰好 就 是 首 项 为 1 且 项 
的 比值 Pt_{k+1Ht_k 是 的 有 理 画 数 的 那些 级 数 . 


例如 ， 假 设 给 定 一 个 无 穷 级 数 ， 它 的 项 的 比值 


2 \frac{{{t_{k + 1}}}}{{{t k}}} = Atractf{fkA2y+7Zk+10} 4{kA2} + 
1}} 


站 


的 一 个 有 理 函 数 . 分 子 多 项 式 正好 分 解 成 两 个 因子 zk+2)(k+5) ， 而 分 母 则 分 解 成 z24(k+i/2)(k-i/2) . 
于 分 母 缺 少 了 所 要 求 的 因子 2(k+1) ， 我 们 就 把 项 的 比值 写成 


za\frac{{{t_{k + 1}}}}{{{t_ k}}} = \frac{{(k + 2)(k + 5)K + D(A)}}{{(K+ 
i/2)(k - ij2)(k+ 1)}}, 


我 们 能 很 快 写 出 其 结果 : 给 定 的 级 数 就 是 


BP- \sum\limits_{k \geqslant 0} {{t_k} = {t_0}F} \eft( 
\begin{matrix}2,5,1\i/2, - i/2\end{matrix} \biggl|1/4 \right). 


妹 此， 在 有 可 能 存在 这 样 的 表示 时 ， 我 们 就 有 了 般 性 的 方法 来 求 出 一 个 给 定量 s 的 超 几 何 表示 . 首先 我 
门将 5 写成 一 个 -无穷 级 数 ， 项 不 是 零 . 我 们 选择 一 个 记号 ， 使 得 这 个 级 数 就 是 

pAsum\nolimits ens lend pt k ， 其 中 忆 {t_0} ne 0. 然 后 我 们 计算 po{t 0 1}}{t_k}. 如 果 项 的 比值 不 是 
万 的 有 理 函 数 ， 我 们 就 不 走运 了; ; 否则 ， 我 们 就 可 将 它 表 示 成 (5.81) 的 形式 ， 这 就 给 出 参数 za_1,\cdots 
，z-a_m,b_1,\cdots ，zb n 和 自 变 量 > ， 使 得 Iz2S = {t_0}F({a_1}, \cdots ,{a_m};{b_1}, \cdots ,{b_n};z). 


现在 是 做 热身 题 第 11 题 的 好 时 机 .，) 


如 果 我 们 希望 强调 项 的 比值 的 重要 性 ， 高 斯 超 几 何 级 数 可 以 写成 循环 分 解 的 形式 


zs F\left(\begin{matrix}a,b\C\end{matrix} \biggllz \righb = 1 + \frac{a} 
{1}\frac{b}{c}z\left( {1 + \frac{{a + 1}}{2}M\frac{{b + 1}}{{c + 1}}z\left( 
{1+\frac{{a+2}}{3Mfrac{{b + 2}}{{c + 2}}z(1 + \cdots )} \right)} \right). 


我 们 来 尝试 对 这 一 章 早 先 得 到 的 二 项 式 系数 恒等式 重新 用 公式 写成 超 几何 的 形式 . 例如 让 我 们 搞 清 
， 按 照 超 几何 的 记号 ， 平 行 求 和 法 则 


BE. \sum\limits_{k \leqslant n} {\left( \begin{matrix}{r + k} \k\end{matrix} 
\right)} = \left( \begin{matrix}{r + n + 1}\n\end{matrix} \right) ，n 是 整数 


看 起 来 像 什么 . 我们 需要 将 这 个 和 式 写成 从 sk=0 开始 的 一 个 无 穷 级 数 ， 所 以 用 zin-k 代替 : 


PF \sum\limits_{k \geqslant 0} \left( \begin{matrix}{r + n - k}\{n - 
kNMNend{matrix} \right) = \sum\limits_{k \geqslant 0} \frac{(r + n - k)!}{r!(n - 
k)!} = \sum\limits_{k \geqslant 0} {t_k}. 


这 个 级 数 形式 上 是 无 穷 的 ， 但 实际 上 是 有 限 的 ， 因 为 当 上 > n 时 分 母 中 的 一 书 ! 使 得 wi{t_k} = 0，( 以 后 
我 们 将 看 到 ， 对 所 有 z ， 忆 1/x! 都 有 定义 ， 且 当 z 是 负 整 数 时 有 wz21/x!=0 .但 是 目前 来 说 ， 在 积累 了 更 多 的 
超 几 何方 面 的 经 验 之 前 ， 我 们 并 不 在 意 忽 略 这 样 的 技术 性 细节 .) 其 项 的 比值 是 


z-\begin{aligned}\frac{{{t_{k +1}}}}{{{t_ k}}} = \frac{{(r +n-k-1)!rian 
-k)!}}{{rin -k-1)!(r+n- kl}} &= \rac{{n- k}}{{r+n-k}}\&= 
\frac{{(k + 1)(k -nD}}{{GkK-n-rn(k+1)}}.\end{aligned} 


he 


此 外 ， lp2{t_0} = \eft( \begin{array}{c}r + n\n\end{array} \right). 因此 平行 求 和 法 则 等 价 于 超 几何 恒等式 


z2 \left( \begin{array}{l}r + n\n\end{array} \right)F\left( \begin{matrix}1,- 
n\-n-N\end{matrix} \biggl|1 \right) = \left( \begin{array}{c}r +n+ 
1\mend{array} \right). 


从 头 到 必用 zAleft( \begin{array}{c}r + n\n\end{array} \right) 来 除 就 给 出 稍微 简单 一 些 的 形式 


成 F\left( \begin{matrix}1, - n\- n - r\end{matrix} \biggl|l \right) = \frac{{r + 
n+1}}{{r+1}} ， 如 入 
zleft( \begin{array}{c}r + n\n\end{array} \right) \ne 0. (5.82) 


我 们 再 做 另外 一 个 .在 用 zim-k 代替 了 之后， 恒等式 (5.16) 


pa 


Pi\sum\limits_{k \legslant m} {\left( \begin{matrix}r\k\end{matrix} \right)} 
{(- DAk} = {(- 1)Am}\left( \begin{matrix}{r - 1} \m\end{matrix} \right)  ，m 是 整数 


的 项 的 比值 是 (Kk-m)/(r-m+k+)=(k+D(k-m)QYk-m+r+D)(k+tl) ， 从 而 (5.16) 就 | 


2-F\left( \begin{matrix}1,-m\-m+r+l\end{matrix} \biggl1l \right) 


给 出 了 封闭 形式 . 这 本 质 上 与 (5.82) 左边 的 超 几 何 函 数 相 同 ， 但 改 为 用 m 代替 n 以 及 用 Pr+1 代替 zr . 
0 (5.16) 就 已 经 能 从 ( 它 是 (5.9) 的 超 几何 形式 ) 得 到 了 ， (我 们 发 现 容易 用 (5.9) 
来 证 明 (5.16) ， 这 已 经 不 足 为 奇 了 . 


在 进一步 讨论 之 前 ， 我 们 应 该 考虑 一 下 退化 的 情形 ， 为 为 当 有 一 个 下 参数 为 坟 或 是 负 整数 时 ， 超 几何 级 数 
没有 定义 .我 们 通常 是 在 r 和 nn ey 应 用 平行 求 和 恒等式 ， ;但 这 nr 是 一 个 负 整 数 且 超 儿 何 级 数 
(5.76) 没有 定义 ， 这 样 我 们 怎么 能 认为 (5.82) 是 合法 的 呢 ? 答案 是 ， 我 们 可 以 在 pAvarepsilon \to 0 时 


z-F\left( \begin{matrix}{1, - ee n -r+ 人 \varepsilon Mend{matrix} \biggl|1 


对 \right) 朋 限 . 

先是 讲 了 重 排 ， 现 在 又 讲 退 化 . 
在 这 一 章 的 后 面 ， 我 们 会 更 加 仔细 地 探讨 这 一 前 我 们 只 需 知 道 某 些 分 母 可 能 会 出 问题 . 然而 有 趣 的 
是 训 详实 国 我 们 普 二 名 用 起 作 何方 式 来 雪 示 约 第 王 丰 和 式 是 退化 的 

(原来 我 们 是 对 整数 r 证 明了 这 些 恒等式 ， 并 用 多 项 式 推理 法 指出 它们 在 一 般 情形 也 成 立 ， 现 在 我 们 是 首先 证 明 它 们 对 无 理 数 r 成 立 

并 利用 极限 方法 指出 它们 对 整数 也 成 立 .) 
在 推导 (5.82) 的 过 程 中 ， 另 外 一 个 可 能 的 烦心 之 处 是 我 们 将 
Neft( \begin{farrayj{fcjr + n - kW\n - K\end{array} \righb 展开 成 了 PC+n-IOia -区 !. 这 个 展开 式 当 r 是 负 
整数 时 不 成 立 ， 因 为 如 果 要 使 规则 

P0! = 0 \times (- 1) \times (- 2) \times \cdots \times (- m+ 1) \times (- m)! 
成 立 ， 那么 2X( - m)! 必须 是 oo .于 是 我 们 再 次 需要 通过 考虑 当 PAvarepsilon \to 0 时 对 Er + \varepsilon 取 
极限 来 和 逼 近 整 数 时 的 结果 . 
但 是 我 们 仅仅 是 在 > 为 整数 时 才 定 义 了 阶乘 的 表示 法 
Bleft( \begin{farrayj{ljrNkendfarray} \right) =rykltc - k)! 的 ! 如 果 想 要 有 效 地 处 理 超 几 何 级 数 ， 就 需要 一 
个 对 所 有 复数 都 有 定义 的 阶乘 函数 . 幸运 的 是 存在 这 样 一 个 函数 ， 而 且 它 可 以 用 多 种 方法 加 以 定义 ， 下 四 
是 zz! 的 一 个 最 有 用 的 定义 ， 它 实际 上 是 z21z! 的 定义 : 
BP \frac{1}{{z!}} = \mathop {\lim }Mlimits_{n \to \infty } \eft( 
\begin{matrix}{n +z}\n\end{matrix} \right){n 人 ^{ - 
z}}.\quad\quad\guad\qguad\quad(5.83) 
(见习 题 21， 欧 拉 [99,100, 72 在 他 22 岁 时 就 发 现 了 这 一 点 ，) 可 以 证 明 这 个 极限 对 所 有 复数 z 都 存在 ， 而 


js 


日 它 仅 当 z 是 负 整 数 时 取 值 为 零 . 
= \int_{~O}{Minfty } {Wz} {es{ -t}}dt},~ARe z > - 


力 


Pal 


信 浊 写 二 定 多 


1\guad\quad\guad\qguad\guad(5.84) 


这 个 积分 仅 当 = 的 实 部 大 于 -1 时 存在 ， 但 是 我 们 可 以 利用 公式 
.ZI=Zz(Z-1)INAquadxquad\quadvquadquad(5.85) 
将 这 个 定义 延 拓 到 所 有 的 复数 > 〈 负 整数 除外 ) . 还 有 另外 一 个 定义 来 自 〈5.47) 中 zn zl 的 斯 特 林 播 
值 . 所 有 这 些 方法 都 引出 站 文 阶乘 本 数 ， 
还 有 很 类 似 的 函数 ， 称 为 T 画 数 (Gamma function) ， 它 与 通常 的 阶乘 之 间 的 关系 有 点 像 上 升 寡 与 下 降 需 
之 间 的 关系 .标准 的 参考 书 常常 同时 使 用 阶乘 和 TIT 函数， 如 果 必 要 的 话 ， 利 用 下 面 的 公式 
ANGamma (z + 1) = z!;\quad\quad\quad\quad\quad(5.86) 
po (-Z)AGamma (z) = \frac{\pi }{{\sin \pi 
z}},\quad\quad\guad\qguad\quad(5.87) 
就 可 以 很 方便 地 在 它们 之 间 进 行 转换 . 
当 z 和 Wow 是 任意 的 复数 时 ， 我 们 可 以 利用 这 些 广义 阶乘 来 定义 广义 阶乘 寡 : 


当世 Noverline w 是 pow 的 复 


斩 时 ， 如 何 对 z 取 poverline w 次 需 ? 


pz 人 ^{(\overline w)} . 


仅 有 的 限制 性 


我 看 到 下 指标 


FE 条 件 是 
不 会 给 出 0/0， 因 为 阶乘 和 T 画 数 的 值 从 不 为 零 . 


首先 到 达 它 的 极限 ， 那 就 是 为 什么 当 | 


B-ZA{vunderline w}=\frac{z!}{(z-w)!};\quad\quad\qguad\qguad\quad(5.88) 


{z^{\bar w}} = \{rac{{\Gamma (z + w)}}{{\Gamma 
(Zz)}}.\gquad\quad\guad\quad\guad(5.89) 


这 些 公式 给 出 pAinfty Ainfty 时 ， 我 们 必须 使 用 适当 的 极限 值 ， (这 些 公 式 从 来 
) = 和 zw 无 论 是 什么 实数 ， 二 项 式 系数 都 可 以 写成 


\left( \begin{matrix}z\w\end{matrix} \right) = \mathop {\lim 
}Himits_{\zeta \to z} ~~~\mathop {\lim }imits_{\omega \to w} \frac{{\zeta 
!}}{{\omega !(\zeta - \omega )!}}.\guad\guad\guad\guad\guad(5.90) 


ha 


pa 


Bw 是 负 整 数 时 后 Nbegin{pmatrix}z\w\end{pmatrix} 的 值 是 零 ， 当 z 是 负 整数 且 世 w 


不 是 整数 时 ， 


到 


实 表明 ， 二 


有 了 三 义 阶乘 作为 


值 是 无 穷 . 


工具 


一 


抽 式 定理 (5.13) 简 


早先 得 到 的 恒 等 
正如 我 们 期 待 的 那样 . 


在 式 转化 为 其 超 几 何 标准 形式 这 一 目标 
下 


曾 要 尝试 的 最 有 


我 们 就 可 以 回 过 头 来 实现 将 
就 和 (5.77) 一 个 样 ， 


趣 的 | 下 等 式 是 范 德 蒙 德 卷 积 (5.27) : 


网 


\sum\limits_k \left( \begin{matrix}r\k\end{matrix} \rightbNeft( 


\begin{matrix}s\{n - kM\end{matrix} \right) = \left( \begin{matrix}{r + 


这 里 的 第 k 项 是 


s\nm\end{matrix} \right) 


区 {t_k} = \frac{~~~Tr ~ Besant }{{(r- K)!k!~(s - 
n+ A)!'n- kK)!}}, 


妹子 (上 k 的 


而 我 们 也 不 


了 6] 


已 


将 广义 阶乘 应 用 于 这 些 表达 式 中 .只 要 zt_k 包含 一 个 像 局 (\alpha + k) 这 样 


于 和 面 征 正 村 


(5.85) 就 在 项 的 比值 2{t_k}_{+ 从 和 k} 中 得 到 


(alpha 十 kk 十 TDVCalpha 十 J9! = 
一 (alpha + k)! 在 Pt_k 的 分 子 
个 像 Qalpha - k)! 这 样 的 因 
上 下 参数 的 作 
入 到 局 {t_0} 中 ， 从 项 


合 (将 
因子 


k + \alpha + 1. 这 就 给 对 应 的 超 几 何 级 数 增加 了 参数 “FNalpha + 1 一 一 如 果 

， 那 么 它 就 作为 上 参数 ， 而 在 相反 的 情形 它 就 作为 下 参数 ,类似 地 

上 了 BQalpha -k - DJVCalpha - K)! = (- 1)/(k - \alpha ), 这 对 于 相反 的 参数 
变量 的 相反 值 像 er! 这 样 与 


-alpha”， 并 且 取 超 几 何 目 
肖 失 .利用 这 样 的 技巧 ， 无 需 进 一 步 的 计算 我 们 惰 能 预知 


之 中 
子 引出 
其 倒 ) 的 贡献 是 “ 
的 比值 中 


站 并 


(5.27) 的 项 的 比值 是 


乘 以 FX-1)2=1 ， 


a\frac{{{t_{k + 1}}}}{{{t k}}} = Mfrac{{k -rr}}{{k + 1}}frac{{k - n}}{{k 


+s-n+1}} 


而 范 德 蒙 德 卷 积 就 变 成 J 


B. \left( \begin{matrix}s\mM\end{matrix} \right)F\left( \begin{matrix}{ - r, - 
n}\{s -n+1}MNend{matrix} \biggl|1} \right) = \left( \begin{matrix}r + 
s\n\end{matrix} \right).\quad\qguad\guad\quad\guad(5.91) 


当 zz = 1 以 及 当 b 是 负 整 数 时 ， 一 般 来 说 我 们 可 以 用 这 个 等 式 来 确定 2F(a,b;c;z) . 
我 们 来 将 (5.91) 改写 成 这 样 一 种 形式 ， 使 得 当 需 要 对 一 个 新 的 和 式 进 行 计算 时 查 表 很 容易 .这 个 结果 显 
z. F\left(\begin{matrix}a,b\C\end{matrix}\biggl|1\right)=\frac{\Gamma(c-a- 
b)\Gamma(c)}{\Gamma(c-a\Gamma(c-b)} ; 整数 zib\leqslant0 ， 或 者 


ARe c>\Re at\Reb. (5.92) 


范 德 蒙 德 卷 积 
、b、c 是 实 部 满足 PAMRe c > \Re a +\Reb 的 复数 时 ， (5.92) 也 成 立 . 在 其 他 | 
2F\eft( \begin{matrix}{a,b} \c\end{matrix} \biggl|1 \right) 并 不 收敛 . 当 Pb = -n 时 ， 这 个 恒等式 可 以 用 阶 


45.27) 仅仅 适合 上 参数 中 的 一 个 《比如 ) 是 非 正 整数 的 情形 


日 是 高 斯 (143] 证 明了 : 当 a 


形 ， 无 穷 级 数 


Se 


乘 寡 代替 T 画 


数 更 方便 地 表示 成 


zuF\left( \begin{matrix} {a, - n} \C\end{matrix} \biggl|ll \right) = \frac{{{{(c - 
a)}^{\overline n }}}}{{{c^{\overline n }}}} = \frac{{{{(a - O}{\underline 


n}}}}{{{{(- oO}{\underline n }}}} ， 整 数 nn 之 0.， 
(5.93) 


几 个 星期 以 前 ， 


现在 很 清楚 ， 
公式 (5.93) 


注意 > 


我 们 正在 研究 高 斯 在 孩提 时 代 所 做 的 事 ， 现 在 我 们 则 在 研究 超越 了 其 


厦 


士 论 文 的 内 容 . 这 是 吓 路 人 还 是 别 的 什么 ? 


表 5-3 中 的 全 部 5 个 恒等式 都 是 范 德 蒙 德 卷 积 的 特殊 情形 ， 当 对 退化 的 情形 适当 加 以 关注 时 ， 
包含 了 它们 . 


正好 是 (5.93) 在 za=1 时 的 特殊 情形 ， 因 而 我 们 不 需要 真 的 记 住 (5.82) .而 且 我 们 也 并 不 真 


ek \leqslant n} {\left( \begin{matrix}{r + k}\k\end{matrix} 


\right)} 
程序 可 以 将 这 


出 (5.82) 的 恒等式 (5.9) ， 尽 管 表 5-4 说 它 是 值得 记 住 的 . 为 了 解决 计算 


的 问题 ， 一 个 处 理 公式 的 计算 机 
式 并 代入 范 德 蒙 德 卷 积 的 一 般 恒 等 式 


文 个 和 式 转 变 成 超 几何 


NS 


5.2 市 中 的 问题 1 要 求 


FP \sum\limits_{k \gedqslant 
0Mbegin{pmatrix}+m\k\end{pmatrix}\bigglN\begin{pmatrix}n\k\end{pmatri 
X} 


的 值 ， 这 个 问题 对 超 儿 何 学 来 说 是 很 自然 的 ， 稍 经 训练 ， 任 何 超 几何 学 者 都 能 一 眼 就 看 出 2F(1, - m; - n;1) 


的 参数 虹 ， 


问题 2 和 问题 


这 个 问题 还 是 范 德 蒙 德 卷 积 的 另外 一 个 特殊 情形 ! 
题 4 中 的 和 式 同 样 产 生出 FF(2, 1-n; 2-m; 1) . (我们 oe ek+1 代替 上 ，) 而 事实 表明 ， 问 


题 6 中 令 人 惊悚 的 ”和 式 正 是 访 Fn+1l, -n; 2; 1) .除了 威力 强大 的 范 德 蒙 德 卷 积 的 改头换面 的 形式 之 外 ， 对 


于 和 式 而 言 是 否 不 再 有 其 他 的 东西 了 呢 ? 
是 的 ， 正 是 这 样 ， 问 题 3 稍 有 不 同 . 它 处 理 的 是 (5.74) 中 所 考虑 的 一 般 和 式 


ENsumvmolimits k {\left( \begin{matrix}{n - k} \k\end{matrix} \right)} 


{ZAk} 


封闭 形式 表达 


的 一 种 特殊 情形 ， 而 这 就 引导 出 


大 式 


PF F\left( \begin{matrix}1 + 2\left\lceil {n/2} \right\rceil , - 
n\1/2end{matrix} \biggl| - Z/4 \right). 


在 〈5.55) 中 我 们 还 证 明了 一 些 新 的 东西 ， 那 个 时 候 我 们 研究 了 zX1-z)Ar(1+z)r 的 系数 : 


zoF\left( \begin{matrix}1 - c - 2n, - 2nNcvend{fmatrix} \biggl| - 1 \right) = {( - 
1)n}\frac{{(2n)!}}{{n!}} frac{{(c- D)!}}{{(c +n -1)!}} ， 整 数 n 之 0. 
当 这 个 公式 被 推广 到 复数 时 就 称 为 库 默 尔 公式 (Kummer's formula) : 
Kummer 的 发 音 与 summer 相似 . 
zs F\left(\begin{matrix}a,b\1+b-a\end{matrix}\biggl|-1\right)=\frac{(b/2)!} 
{b!}(b-a)^{\underline{b/2}}.\gquad\guad\qguad\guad\guad(5.94) 
( 恩 斯 特 : 库 默 尔 229] 于 1836 年 证 明了 这 个 公式 . 


是 在 1836 年 的 


夏天 . 


将 这 两 个 公式 进行 比较 是 很 有 意思 的 . 我 们 发 现 ， 用 21-2n-a 代替 c ， 这 两 个 结果 是 一 致 的 ， 当 且 仅 当 是 
正 整 数量 


zs: {(-1) nMNfrac{{(2n)!}}{{n!}} = \mathop {\lim Nimits_{fb \to - 2n} 
\frac{{(b/2)!}}{{b!}} = \mathop {\lim Nimits_{x \to - n} \frac{ {x!}} 
{{(2x)!}}.\quad\guad\quad\guad\quad(5.95) 


A 


例如 n=3， 那 么 我 们 就 应 该 有 让 {rm{6}}1/{rm{3}}! = {Niminolimits_{x \to - 3}}xW/(2x)!. 我 们 知道 -3)! 和 
(-6)! 两 者 都 是 无 限 的 ， 但 是 我 们 可 以 选择 忽略 这 个 困难 并 想象 

2 - {rm{3}D!=(- {rm{3}))(- {rm{4}D(- fm{5}))(- J 所 以 两 次 出 现 的 (-6)! 就 会 抵消 ， 然 
而 ， 必 须 抵 制 这 样 的 诱惑 ， 因 为 它们 引导 出 了 错误 的 答案 ! 按照 (5.95) ， 当 Ex to -3 时 
EXI/({Nm{2}}X)! 的 极限 不 是 成 (- frmf3})(- frm{4}})(- {rm{5}}) ， 而 是 

2 {\rm{6}}V/{\rm{3}}! = (- {rm{4}})(- {rm{5}})( - {rm{6}}). 


计算 (5.95) 中 极限 的 正确 方法 是 利用 等 式 (5.87) ， 量 的 [函数 联系 起 来 . 如 果 
我 们 用 zp:- n - \varepsilon 代 区 rz ， 并 令 zAvarepsilon to 0 ， 则 两 次 应 用 (5.87) 就 给 出 


机 


es \frac{{( - n - \varepsilon )!}}{{(- 2n - 2\varepsilon )!}}\frac{ {\Gamma (n 
+ \varepsilon )}}{{\Gamma (2n + 2\varepsilon )}} = \frac{{\sin (2n + 
2\varepsilon )\pi }}{{\sin Cn + \varepsilon )\pi }}. 


现在 2{\rm{sin}}(x +y)= {\rm{sin}}x{\rmf{ cos}}y + {\rm{cos}}x{\rm{ sin}}y ， 所 以 根据 第 9 章 的 方法 ， 正 
弱 函 数 的 这 个 比值 就 是 


zs.\fracf{f\cos 2n\pi \sin 2\varepsilon \pi } }{{\cos n\pi \sin \varepsilon \pi }} = 
{(- 1)n}(2 + OCvarepsilon )). 


于 是 ， 根 据 (5.86) 我 们 就 有 


z-\mathop {\lim }imits_{\varepsilon \to 0} \frac{{(- n - \varepsilon )!}}{{( 

- 2n - 2\varepsilon )!}} = 2{(- 1) nN}M\frac{{\Gamma (2n)}}{{\Gamma (n)}} 

=2{(- Dn}\frac{{(2n - DI}}{{(n- 1)!}}= {(- Dn} rac{{(2n)!}}{{n!}}, 
这 正 是 我 们 所 希望 的 . 


让 我 们 用 超 几何 的 方式 来 重新 叙述 这 一 章 里 至 此 见 到 的 其 他 恒等式 ， 以 此 完成 我 们 的 全 面 考 察 . (5.29) 
中 的 三 重 二 项 和 式 可 以 写成 


当 这 个 公式 推广 到 复数 时 ， 它 被 称 为 迪克 逊 公 式 (Dixon's formula) : 


BE. F\left( \begin{matrix}a,b,c\1+c-a,l+c-b\end{matrix} \biggll1l \right) = 
\frac{{(c/2)!}}{{c!}}\frac{{{{(c -a)}^{\underline {c/2} }}{{(c- 
b)}^{\underline {c/2} }}}}{{{{(c -a-b)}^{\underline {c/2} }}}}, \Rea+ 
\Reb <1+\Rec/2.\guad\guad\quad\guad\quad(5.96) 


我 们 遇 到 过 的 最 一 般 的 公式 之 一 是 三 重 二 项 和 式 (5.28) ， 它 可 推出 Saalschiitz 恒 等 式 (Saalschiitz's 
identity) : 


zs \begin{aligned}F\left( \begin{matrix}a,b,-n\c,a+b-c-n+l\end{matrix} 
\bigglll \right) &= \frac{{{{(c -a)}^{\overline n }}{{(c - b)}^{\overline n 
}}}}{{{c^{\overline n }}{{(c-a-b)}{\overline n }}}}\&= \frac{{{{(a - 
cjAfunderlinen }}{{(b - O};M{\underline n }}}}{{{{(- OM{\underline n 
}}{{(a+b-c)}{\underline n }}}} end{aligned} ， 整 数 n 二 0. 
(5.97) 


(历史 注 记 : 在 普法 夫 B282] 首先 发 表 这 个 结果 差不多 100 年 之 后 ，Saalschiitz[315] 独立 发 现 了 这 个 公式 当 区 novinfty 时 取 极限 就 得 到 等 
式 (5.92) . ) 


这 个 公式 给 出 了 具有 3 个 上 参数 和 2 个 下 参数 的 一 般 超 几何 级 数 在 Pz = 1 时 的 值 ， 只 要 上 参数 中 有 一 个 是 
非 正 的 整数 且 zb 1+b_ 2=a_l+a_2+a_3+1 . (如 果 下 参数 之 和 比 上 参数 之 和 大 2， 而 不 是 大 1， 那 么 习题 25 
的 公式 就 可 以 用 来 表示 PF (a_1, a_2, a_3; b_1,b_2; 1) ， 是 用 满足 Saalschiitz 恒 等 式 的 两 个 超 几 何 级 数 来 表 
示 . ) 


5.2 市 问题 8 中 艰难 获得 的 恒等式 约 化 为 


Pn \frac{1}{{1 +x}}F\left( \begin{matrix} {Xx + 1,n + 1,-n}\{1,x+ 
2Mend{matrix} \biggl|ll \right) = {(- 1)^n}{x^{\underline n }} 
{x^{\underline { -n- 1} }}. 


多 么 令 人 遗憾 ! 这 就 是 Saalschiitz 恒 等 式 (5.97) 当 Pic= 1 时 的 特殊 情形 ， 所以， 如 果 直 接 进 入 超 几何 
学 ， 我 们 可 能 早 就 可 以 节省 大 量 劳动 了 ! 


那么 关于 问题 7 呢 ? 这 个 格外 有 杀伤 力 的 和 式 给 出 公式 


屁 F\left( \begin{matrix}{n + 1,m - n,1,\frac{1}{2}}\{\frac{1}{2}m + | 
1,\Mfrac{1}{2}m + \frac{1}{2},2}\end{matrix} \bigglll \right) = \frac{m}{n} ， 整 数 Pn \geqslantm >0， 


A 见 到 的 第 一 种 有 三 个 下 参数 的 情形 . 所 以 它 看 起 来 很 新 蜂 ， 但 其 实 不 然 ， 利用 习题 26， 它 的 左边 
可 以 用 


zw F\left( \begin{matrix} {n,m - n- 1,-\frac{1}{2}}\{\frac{1}{2}m,\frac{1} 
{2}m- \frac{1}{2}}MNend{matrix} \biggll1 \right)- 1 


的 一 个 倍数 来 代替 ， 于 是 Saalschiitz 恒 等 式 再 次 获得 成 功 . 
是 的 ， 这 是 另 一 个 令 人 泄气 的 经 历 ， 但 它 也 是 领会 超 几 何方 法 威力 的 另 一 个 理 


(历史 注 记 : 超 几 何 级 数 与 二 项 式 系数 恒等式 的 重大 关系 首先 是 由 George Andrews 于 1974 年 四 ,第 5 节 ] 指出 的 ，) 


表 5-6 中 的 卷 积 便 等 式 没有 超 几 何 形式 的 等 价 结果 ， 因 为 它们 的 项 的 比值 仅 当 t 是 整数 时 才 是 k 的 有 理 画 数 . 
=1 时 ， 等 式 (5.64) 和 “(5.65) 都 不 是 超 几 何 的 . 但 是 我 们 可 以 注意 到 上 取 小 整数 值 时 (5.62) 
得 出 结果 : 


再 次 给 出 了 问题 7 的 结 


当量 zr,~s,~n) 分 别 被 (1,~m - {rm{2}}n - 1,~n - m) 取代 时 ， 其 中 的 第 一 个 公式 


六 


a 


出 人 意料 的 ?和 式 (5.20) 给 了 我 们 一 个 意 想 不 到 的 超 几何 恒等式 ， 事 实 表明 这 个 恒等式 是 相当 有 
的 ， 我 们 来 放 慢 速度 加 以 观察 首先 我 们 可 以 将 它 变换 成 一 个 无 限 的 和 式 


za \sum\limits_{k \leqslant m} {\left( \begin{matrix} {m + k} \k\end{matrix} 
\right){2^{ - k}} = {2^m}} ~~ \Leftrightarrow ~~\sum\limits_{k \geqslant 0} 
{\left( \begin{matrix}{2m - kM\{m - kMN\end{matrix} \right)} {2^k} = 
{2^{2m}}. 


岂 却 


最 
教 


由 (fvm{2}}m - 1D!{{vm{2}} 信 Nm!l(m - k)! 得 到 项 的 比值 是 rm{2}}(k - mk - {rm{2}}m) ， 所 以 对 
zz = {rm{2}} ， 我 们 就 有 一 个 超 几 何 恒等式 


尼 \left( \begin{array}{l}2m\m\end{array} \right)F\left( \begin{matrix}1,- 
m\-2m\end{matrix} \biggl|2 \right) = {2^{2m}} ， 整 数 zam \geqslant 0. 
(5.98) 


但 是 请 看 下 参数 “zs-2m ”由 于 负 整 数 是 被 禁止 的 ， 所 以 这 个 恒等式 没有 定义 ! 


正如 我 们 早先 所 允诺 的 那样 ， 现 在 该 是 仔细 审视 这 种 极限 情形 的 时 候 了 ， 因 为 退化 的 超 几何 级 数 常 可 以 通 
过 从 附近 非 退 化 的 点 趋向 于 它们 来 进行 计算 .这 样 做 的 时 候 必 须 谨慎 从 事 ， 因 为 如 果 我 们 用 不 同 的 方式 取 
ss 就 有 可 能 得 到 不 同 的 结果 . 例如 ， 这 里 有 两 个 极限 ， 事 实证 明 它 们 是 完全 不 同 的 极限 ， 其 中 的 一 个 


zleft( \begin{matrix}{ - 1}M\{ - Lend{fmatrix} \right) = 0 = 
{\lim\nolimits_{\varepsilon \to 0}}\left( \begin{matrix}{ - 1 + \varepsilon NM\\ 


类 似 地 ， 我 们 已 经 定义 了 { - 1NMend{matrix} \right) ， 这 与 
z2{\lim\nolimits_{\varepsilon \to 0}}\left( \begin{matrix}{ - 1 + \varepsilon 
MM{-1+ Varepsilon }Mend{matrix} \right) = 1 不 同 . 将 (5.98) 作为 极限 处 理 


的 一 个 适当 方法 是 : 用 上 参数 ?m 来 使 得 级 数 
pAsum\nolimits_{k \geqslant 0} {\left( \begin{matrix}{2m - k}\{m - 


k}\end{matrix} \right){2^k}} 的 所 有 满足 大 > m 的 项 都 为 零 ， 
这 就 意味 着 我 们 想 要 建立 如 下 更 精确 的 命题 : 
屁 \left( \begin{array}{l}2m\m\end{array} \right)\mathop {\lim 
}Himits_{\varepsilon \to \infty } F\left( \begin{matrix}{1, - m}\{ - 2m + 
\varepsilon }end{fmatrix} \biggll2 \right) = {2^{2m}} ， 整 数 zm \geqslant 0. 
(5.99) 


这 个 极限 的 每 一 项 都 有 良好 的 定义 ， 因 为 分 母 的 因子 PA{( - 2m)^{\bar k}} 直到 pk > 2m 时 才 变 为 零 . 这 样 
一 来 ， 这 个 极限 就 恰好 给 出 开始 时 的 和 式 (5.20) 的 值 . 


5.6 超 几 何 变换 HYPERGEOMETRIC TRANSFORMATIONS 


到 现在 为 止 应 该 清楚 的 是 ， 已 知 的 所 有 超 几 何 封 闭 形式 的 数据 库 是 计算 二 项 式 系数 和 式 的 有 用 工具 . 我 们 
可 以 直接 将 任何 给 定 的 和 式 转变 成 它 的 标准 的 超 几 何 形式 ， 然 后 在 这 个 表 中 查询 它 . 如 果 表 中 有 ， 那 我 们 
就 得 到 了 答案 . 如 若 不 然 ， 如 果 事 实 表明 这 个 和 式 可 以 表示 成 封闭 形式 ， 我 们 就 将 它 添 入 数据 库 中 .我 们 
或 许 还 可 以 在 表 里 包 含 这 样 的 条 目 :“ 这 个 和 式 还 没有 一 般 意义 上 的 简单 封闭 形式 . ”例如 ， 和 式 

zAsum\nolimits_{k \leqslant ml {\left( \begin{matrix}n\k\end{matrix} 


\right)} 对 应 于 超 几 何 形式 
ez. \left(\begin{matrix}n\m\end{matrix} \right)F\left( \begin{matrix}{1, - 
m}\{n -m+ 1MNend{matrix}\biggl]| - 1\right) ， 整 数 zin\geqslant m\gedslant0 ; 
(5.100) 


它 仅 当 m 接近 于 0 、 忆 frac{f1}{2}n 或 者 时 才 有 简单 的 封闭 形式 . 


但 是 对 于 这 个 论题 还 有 更 多 的 内 容 ， 因 为 超 儿 何 函 数 也 服从 它们 目 己 的 恒等式 . 这 就 意味 着 超 几 何 函 数 的 
每 一 个 封 闭 形 式 都 导出 客 增加 的 封闭 形式 ， 且 导出 该 数据 库 中 额外 增加 的 条 目 . 例如 ， 习 题 25 和 习题 26 
中 的 恒等式 告诉 我 们 ， 怎 样 将 一 个 超 几 何 级 数 变 换 成 另外 两 个 (或 一 个 ) 具有 类 似 但 不 同 的 参数 的 超 几何 
级 数 ， 这些 级 数 还 可 以 依次 再 进行 变换 . 


超 几 何 资料 库 真 应 该 是 个 “知识 库 ”. 


3 


1797 年 ，J. 下. 普法 夫 R?321 发 现 了 一 个 惊人 的 反射 定律 (reflection law) 


za\frac{1}{{{{(1 - z)}^a}}}F\left( \begin{matrix}{a,b} \C\end{matrix}\bigg]l| 
{\frac{{ - z}}{{1 - z}}} \right) = F\left( \begin{matrix} {a,c - 
b}\c\end{matrix} \biggllz \right),\gquad\guad\quad\guad\quad(5.101) 


E 


上 


十 力 


类 型 的 变换 ， 如果 在 展 


左边 的 时 候 用 无 穷 级 数 


Bf{(-Z)AKNeft({L+AMeft(\begin{fmatrix}{k+ ajNlendftmatrix} \right)z + 
\left( \begin{matrix}{k + a + 1} \2\end{matrix} \right){z^2} + \cdots } righb 代替 量 


ee A Zz) 人 {k + a}}, 
去 则 从 我 


例 


这 个 


如 ， 如 果 选 择 参 


现在 令 Pa =-n 


例如 ， 当 Pn = {vm{3}} 时 这 


几乎 令 人 难以 置信 ， 


这 很 有 趣 ， 我 们 有 
到 这 


这 


应 


反射 定 得 


《5.101 


) 结合 起 


数 使 得 库 默 尔 公式 也 
来 : 


RH 


B.\begin{aligned}j2^A{ - a}F\left( \begin{matrix}a,l - a\l +b - a\end{matrix} 
\biggll\frac{1}{2} \right) &= F\left( \begin{matrix}a,b\1 +b- 
a\end{matrix}M\biggl| - 1 \right)\&= \frac{{(b/2)!}}{{b!}}{(b - 

a) 人 ^{\underline {b/2} }}M\end{aligned}.\qguad\quad\quad\quad\quad(5.102) 


从 这 个 等 式 回 到 关于 


个 恒等式 就 是 


B. 1-3\frac{4}{{2(4+b)}} + 3\frac{{4 \times 5}}{{4(4+b)(5+b)}}- 
\frac{{4 \times 5 \times 6}}{{8(4 + b)(5 + b)(6 + b)}} = \frac{{(b + 3)(b + 2) 
(b+1)}}{{(b + (b+ 4)(b + 2)}}. 


ey 


它 确 实 对 月 


我 


六 | 


例如 ， 当 局 m = {rm{3}} 时 ， 


为 取 极 限 的 项 中 没有 接近 于 零 的 .这 就 引导 出 另 
(历史 当 


生 的 形式 (5.99) 


门 令 Pa=-m， 


了 试 一 次 . es 


fF 有 的 b 都 为 真 . 


取 zz = 


es 


{rm{2}} ) ， 这 个 定律 会 告诉 我 们 什么 呢 ? 
就 得 到 


B. \begin{aligned}(-1)m\lim\limits_{\varepsilon\to0}F\left(\begin{matrix}- 
m,1\-2m+\varepsilon\end{matrix}\biggl|2\biggr)&=\lim\limits_{\varepsilon\ 
to0}F\left(\begin{matrix}-m,-2m- 
1+\varepsilon\-2m+\varepsilon\end{matrix}\biggl|l2\biggr)\&=\lim\limits_{\ 
varepsilon\toO Msum\limits_{k\gegslantO}\frac{(-m){\overline{k}}(-2m- 
1+\varepsilon)^{\overline{k}}} 
{(-2m+\varepsilon)^{\overline{k}}}\frac{2^k} 
{k!} \&=\sum\limits_{k\leqslant 
mi}\left(\begin{matrix}m\k\end{matrix}\right)\frac{(2m+1)^{\underline{k}} 
}{(2m)^{\underline{k}}}(-2)^k,\end{aligned} 


E 记 :如 果 你 得 到 一 个 不 同 的 结果 ， 


外 一 个 不 可 思议 的 公式 


就 看 习题 51. ) 


m| 2m+l1 和 2m 
2 er/ 


1 


该 和 式 就 是 


—1/2 四 
| 整数 m 宇 0. (5.104) 
m 
84 16 
1 一 7 十 一 一 14= 一 一 ， 
5 5 


而 PAleft(\begin{matrix}{ - 1/2}N3\endfmatrixjrighb 的 确 等 于 ”16 


二 项 式 系数 的 一 个 新 的 恒等式 ， 或 许 某 一 天 我 们 会 需 


\ 除 了 分 母 中 某 个 因子 变 为 零 的 情形 之 外 . 
门 会 发 现 一 个 真正 使 朋友 们 大 吃 一 惊 的 公式 . 如 果 将 普法 夫 的 反射 定 得 


在 这 种 情形 下 ， 


II 反 射 定律 这 两 个 恒等式 都 适用 ， 那 么 库 默 尔 公 式 (5.94) 


) 


这 束 是 关于 之 级 数 的 一 个 形式 恒等式 (见习 题 50) ， 当 民 z me 1 时， 可 以 利 
们 已 经 知道 的 恒等式 推导 出 新 的 公式 . 


) 就 可 以 与 


= 


也 


在 讲述 二 项 式 系数 恒等式 并 
一 个 关系 ， 而 不 是 一 个 封闭 形式 . 但 
如 有 果 我 们 将 它 关 于 y 微分 n 次 ， 


mT 


和 


这 就 得 到 如 下 的 超 几 何 变换 ; 
注意 ， 当 Pz = 工时 它 转化 为 范 德 蒙 德 卷 积 


是 现在 ， 我 
然后 用 已 m-n-k 代替 上 ， 


7 十 大 
n 
0 ( 


二 党 


一 全 


m—n—i 


就 得 到 


) Tm-n Kk 


1 十 大 
n 


(5.93) . 


将 它们 转变 成 超 几何 形式 时 ， 我 们 忽略 了 (5.19) ， 
门 可 以 将 (5.19) 视 为 超 几何 级 数 之 间 的 一 个 恒等式 了 . 


的 .我 们 还 发 现 微分 法 在 第 2 章 里 


丸 为 它 是 两 个 和 式 之 间 的 


) (zr)™ "(zr 十 了 


里 对 


如 有 果 这 个 例 于 有 指导 意义 的 话 ， 微 分 法 看 起 来 是 有 月 
zx + 2{Xx^2} + \; \cdots \; + \;n{x^n} 求 和 时 是 有 帮助 的 .我们 来 看 看 当 
会 发 生 什么 : 
a (% ,Gm =) a ak...ak zk 一 1 
dz b1,: nl Wi 
_ 
RE bl™ + br k! 
ailai 十 ba “Gm(lam 十 1)ak 
£7 hilbi + 1) ee bn (bn + 1) A 
1 ... (dm Ql 十 he tm 十 1 
= ey bn+l1 
参数 移 了 出 来 且 原 参数 值 增 加 
也 有 可 能 利用 微分 法 只 调整 其 中 的 一 个 参数 ， 而 其 余 的 参数 保持 不 变 . 


大 Mvartheta 怎么 发 音 ? (我 不 知道 ， 但 是 TEX 称 


它 为 vartheta. 


) 


ENvartheta = z\frac{d}{{dz}}, 


蕊 先 对 函数 求 导 再 乘 以 z ， 这 个 算 子 给 出 
al ,hen 
) 之 | 一 zZ 
(全 ,b, ) < 


个 一 般 的 超 几 何 级 数 关于 z 求 导 时 


(5.106) 


为 此 我 们 利用 


这 个 公式 本 身 不 太 有 用 . 但 是 如 果 我 们 用 它 的 一 个 上 参数 (比方 说 1 ) 乘 以 CF ， 并 将 它 加 到 PAvartheta F 
上 ， 就 得 到 
, Qly an (十 a1) .ak ak 
(+o)r (Pe :) = 大 -bEk! 
于 allal 十 1)™ as. ak zk 
4 bE .bEk! 
al 十 1;a2 ,am|_ 

=ar( ba 中 

只 有 一 个 参数 改变 了 


一 个 类 似 的 技巧 也 适用 于 下 参数 ， 但 是 在 这 种 情形 下 是 把 参数 往 下 减少 而 不 是 往 上 增加 : 


大 


:) 和 ( 开 十 太一 1)ak . … ak 2 
bibRK! 


k=0 


al ,dm 


G+ Dr( 


b1,…* ,bn 


(b1C— 1)at. -ak zk 


1 
£5 (b1 — 1) 6§ .bEk! 


dil,"*"* ,dm 


-Dr (sl). 


现在 我 们 可 以 把 所 有 这 些 运算 都 组 合 起 来 ， 并 用 两 种 不 同 的 方式 表达 同一 个 量 ， 由 此 得 到 数学 的 “双关 
式 ”， 也 就 是 说 ， 我 们 有 


有 没有 听 说 过 关于 几 个 兄弟 的 故事 : 他 们 把 自己 的 养 牛 场 取 名 为 Focus， 因 为 儿子 们 正 是 在 这 里 饲养 牛 的 ? 1 


1 正文 了 数学 的 “双关 式 *"， 而 这 个 旁 注 则 用 了 “双关 语 *"， 它 们 都 来 自 同一 个 英文 单词 pun. 旁 注 中 的 Focus=where the sun's rays meet ( 光 


[ml 
线 汇集 之 处 ) ， 它 的 谐音 正 是 “where the sons raise meat”. 


则 (vartheta + {a_1}) \cdots (vartheta + {a_m})F = {a_1} \cdots 
{a_m}F\left(\begin{matrix}{{a_1} + 1, \cdots ,{a m} + 1}M\{{b_1}, \cdots, 
{b_n}}M\end{matrix}M\biggl| z \right), 
以 及 


) 4 sah = 一 二 -放生 了 Q1; ,dm 攻 
(+01—1) (V+6 1)F = (bi—1):..(b, We (le) 


其 中 BF = F({a_1}, \cdots ,{a_m)};{b_1}, \cdots ,{b_n};z). 而 (5.106) 告诉 我 们 ， 上 面 一 行 是 下 面 一 行 的 导 
数 ， 于 是 ， 一 般 的 超 几 何 函 数 满足 微分 方程 


DO+DT1): V+6n 1)F = (V+a):...(V+an)F, (5.107) 


ad 
/A et 
中 DD 是 算 子 dz 


里 迫切 需要 一 个 例子 .我 们 来 寻求 一 个 微分 方程 ， 它 满足 于 一 个 标准 的 有 两 个 上 参数 和 一 个 下 参数 的 超 
可 级 数 (2) = F(a, bc; .根据 (5.107) ， 我 们 


DIV+cm1l)F=(V+alv +b)r. 


计 


按照 通常 的 记号 ， 它 的 含义 是 什么 ? 好 的 ， 蕊 (vartheta + c- DF 就 是 2 了 (2) 十 (c 一 1)Flz) ， 而 它 的 导数 给 
出 左边 

PF'(z) + ZF"(z) + (c - 1)F'(z). 
而 在 右边 我 们 有 


zi\begin{aligned}(\vartheta + a)(zF'{\rm (}z{\rm ) + }bF{\rm (}z{\rm )}) &= 
z\frac{d}{{dz}}(zF"(z) + bF(z)) + a(zF"(z) + bF(z)\&= 
ZF'(zZ)+z^2F"(z)+bzF'(z)+azF'"(z)+abF(z)\end{aligned} 


使 两 边 相 等 就 得 到 


z(1—z)F"(z)+(c—z(at+b+1))F’(z) — abF(z) = 0, (5.108) 


这 个 方程 等 价 于 分 解 的 形式 (5.107) . 


人 假设 EL) = 2_kxotz 是 一 个 满足 (5.107) 的 宕 级 数 ， 直 接 计 


za\frac{{{t_{k + 1}}}}{{{t k}}} = \frac{{(k + {a_1}) \cdots (k + {a_m})}} 
{{(k + {b_1}) \cdots (k + {b_nD(k + 1)}}; 


从 而 FFE(z) 必定 就 是 局 {t_0}F({a_1}, \cdots ,{a_m};{b_1}, \cdots ,{b_n};z). 我 们 已 经 证 明了 超 几 何 级 数 


( 


成 


5.76) 是 仅 


有 满足 微分 方程 (5.107) 且 常 数 项 为 1 的 形式 需 级 数 . 


如 果 超 几何 学 解决 了 世界 FE 所 有 的 微分 方程 ， 那 固然 很 好 ， 但 是 它们 做 不 到 . " 107) 的 右边 总 是 展开 
形 如 akz*FW(z) 的 项 组 成 的 和 式 ， 其 中 蕊 FA{dO}}(z) 是 Bk 阶 导数 D*F(z) ， 左 边 总 是 展开 成 由 形 如 


2{\beta_k}{z^{k - TEA 的 项 组 成 的 和 式 (Pk>0 ) .所 以 微分 方程 医 107) 总 是 取 特 殊 的 形式 


2n-1(5 一 zanJPtni(z) 十 … .十 (5 一 zal)F(z) — ooF(z) = 


方程 (5.108) 给 出 了 En=2 时 的 例证 . 反之 ， 在 习题 6.13 ' 将 要 证 明 ， 王 何 这 种 形式 的 微分 方程 都 可 以 分 


下 疆 


湛 汉 


外 成 0 0 给 出 像 (5.107) 这 样 的 方程 . 所 以 这 些微 分 方程 的 解 就 是 以 有 理 数 作为 项 的 比值 
和 需 级 普 


jzz 乘 (5.107) 的 两 边 就 去 掉 了 算 子 D， 并 给 出 一 个 有 启发 性 的 全 7 


式 


FP \vartheta (\vartheta + {b_1} - 1) \cdots (\vartheta + {b_n} - 1)F = 
z(\vartheta + {a_1}) \cdots (\vartheta + 
{a_m})F~.\quad\quad\quad\quad\quad(5.109) 


函数 世 F(z)=(1-z)Nr 满足 世 Nvartheta F=z(\vartheta-r)F ， 这 给 出 了 二 项 式 定 理 的 另 一 个 证 明 . 


边 的 第 


个 


天 子 PAvartheta = (\vartheta + 1 - 1) 对 应 于 项 的 比值 (5.81) 中 的 (二 了， 它 与 一 般 的 超 几 何 


数 中 第 Pk 项 的 分 母 中 的 Bk! 相对 应 .其 他 的 因子 ?十 刀 一 与 分 母 中 的 因子 A 二 刀 ; 相对 应 ， 居士 芒 ) 对 应 
于 (5.76) 中 的 六 .在 右边 ， 苞 z 与 关 相 对 应 ， 而 已 Gvartheta + {a j}) 则 与 Pa_j^{\overline k } 相对 应 . 


这 个 微分 理论 的 一 个 用 途 是 发 现 并 证 明 新 的 变换 . 例如， 我 们 可 以 很 容易 地 验证 : 两 个 超 几何 级 数 
r( 2 = 起 F\left( \begin{matrix} {a,b}\{a + b + \frac{1} 
a+b+ 引 /和 {2}}\end{matrix}\biggl|4z\left( {1 - z} \right) \right) 
都 满足 微分 方程 


27(1-z)F"(z)+\left(atb+\frac{1}{2}\right)(1-2z)F"(z)-4abF(z)=0; 


从 而 高 斯 恒等式 (Gauss's identity) 【1 和 43， 等 式 102] 


z2F\left(\begin{matrix}2a,2b\a + b + \frac{1}{2}Mend{matrix}\biggllz \right) 
= F\left(\begin{matrix}a,b\a + b+ \frac{1}{2MNend{matrix}M\biggl|4z(1 - z) 
\right)N\guad\quad\quad\quad\quad(5.110) 


必定 为 真 . 特别 地 ， 


(小 心 : 


人 ~、 
尾 
局 


形 . 


!) | (5.111) 


|z| > 1/2 时 我 们 不 能 安全 无 忧 地 使 用 (5.110) ， 除 非 它 的 两 边 都 是 多 项 式 ， 见 习题 53，) 


1 
要 两 边 的 无 限 和 式 收敛 ， 而 实际 上 两 边 的 和 式 的 确 总 是 收敛 的 ， 除 了 在 “+ “+ 了 是 非 正 整数 这 种 退化 的 


超 几何 级 数 的 每 一 个 新 的 恒等式 都 有 关于 二 项 式 系数 的 推论 ， 这 个 恒等式 也 不 例外 . 我们 来 考虑 和 式 


by (" 一 " (" 十 妈 十 上 ( 动 
n Ek 2 
ksm 整数 nm 之 n 宕 0 


过 


J 220 \leqslant k \leqslant m - n 的 项 是 非 零 的 ， 如 前 一 样 稍 加 小 心 取 极 限 就 能 将 这 个 和 式 表 示 成 超 几 何 


Bs \lim_{\varepsilon \to 0} 
\left(\begin{matrix}+m\n\end{matrix}\right)F\left(\begin{matrix}n - m,-n - 
m - 1 + \alpha \varepsilon\- m + \varepsilon\end{matrix}\biggl| {\frac{1} 
{2}} \right). 


a 的 值 不 影响 极限 ， 这 是 由 于 非 正 的 上 参数 n --m 将 此 和 式 中 除 前 几 项 之 外 的 其 他 项 全 部 变 为 了 零 . 我 们 


可 以 置 ealpha = 2 ， 这 样 就 可 以 应 用 (5.111) 了 . 现在 可 以 计算 这 个 极限 ， 因 为 其 右边 是 (5.92) 的 特 
殊 情 形 ， 其 结果 可 以 表示 成 简化 的 形式 


m—-k\/m+t+nt+l 3] 
kzm\ 天 Kk 2 


-je [mtn 是 偶数 |， 整数 之 n 之 0 ， SD, 
n 


y 


正如 习题 54 中 所 指出 的 那样 . 例如 ， 当 zm = {\rm{5}} 以 及 zn = {\rm{2}} 时 ， 我 们 得 到 
zAleft(\begin{matrix}5\\2\end{matrix}\right)\right)\eft(\begin{matrix}8\Q\e 
nd{matrix}\right)\right) - 
\left(\begin{matrix}4\2\end{matrix}\right)\right)\eft(\begin{matrix}8\1\end 
{matrix}\right)\right)/2 + 
\left(\begin{matrix}3\2\end{matrix}\right)\right)\eft(\begin{matrix}8\2\end 
{matrix}\right)\right)/4 - 
\left(\begin{matrix}2\2\end{matrix}\right)\right)\eft(\begin{matrix}8\3\end 


{matrix}\right)\right/8 = 10- 24 + 21 -7=0 ; 而 当 m= 4 以 及 Pin = {\rm{2}} 
时 ， 两 边 都 得 出 PMrac{3}{4}. 
我 们 还 能 发 现 一 些 情形 ， 在 其 中 ， 当 世 z = -1 时 (5.110) 给 出 二 项 和 式 ， 这 些 是 真正 令 人 不 可 思议 的 . 如 


n 


1 
果 我 们 令 ” 6 3 以 及 蕊 b = -n ， 就 得 到 异化 的 公式 


BE. F\left(\begin{matrix}\frac{1}{3}-\frac{2}{3}n,-2n\\frac{2}{3}-\frac{4} 
{3}n\end{matrix}\biggl|-1\right)=F\left(\begin{matrix}\frac{1}{6}-\frac{1} 
{3}n,-n\\Mfrac{2}{3}-\frac{4}{3}n\end{matrix}\biggl|-8\right). 


这 些 超 几 何 级 数 在 7 取 2lmod 3) 时 是 非 退 化 的 多 项 式 ， 且 其 中 的 参数 选取 得 很 是 巧妙 ， 使 得 其 
(5.94) 来 计算 .这样 一 来 ， 我 们 就 引导 出 一 个 真正 令 人 难以 置信 的 结果 


= 边 可 以 用 


人 


我 们 在 二 项 式 系数 中 看 到 过 的 最 令 人 蜂 目 结 舌 的 恒等式 ， 蕉 至 连 这 个 但 等 式 的 小 数值 的 情形 也 个 容易 


这 是 
通过 手工 计算 来 检验 . (事实 表明 ， 当 En = {rm{3}} 时 两 边 都 得 出 7 ) 这 个 恒等式 当然 完全 没有 用 ， 
已 肯定 不 会 在 实际 问题 中 


Ea 


当 


(5.113) 仅 有 的 用 途 就 是 展示 存在 难以 置信 的 无 用 恒等式 . 


以 上 就 是 我 们 对 超 几 何 学 的 “炒作 ”. 我 们 已 经 看 到 ， 超 几 何 级 数 对 于 理解 二 项 式 系数 和 式 提供 了 一 个 高 水 
平 的 方法 . 更 多 的 信息 可 以 在 Bailey 所 写 的 经 典 著作 [181 以 及 其 后 由 Gasper 和 Rahman 合 著 的 书 [1M411 中 找 
到 


5.7 


部 分 超 几 何 和 式 


在 这 一 章 里 ， 
Pa yeqslantk <b 内 找到 有 效 的 封闭 


我 


们 计算 过 


PARTIIAL HYPERGEOMETRIC SUMS 


的 大 多 数 和 


式 者 


Ee =CD” | 


第 2 于 


们 就 记 2 7 


这 样 一 来 ， 


里 的 理论 


和 


A 


式 (5.114) 就 对 应 于 


站 


昌 也 对 应 于 


从 一 
计算 出 


> 


个 函数 gl/ 


中 开始 可 以 很 容易 计算 Ag = f(A) 
它 的 不 定 和 式 2 7 中 一 (人 + 就 要 轩 


显然 没有 简单 的 
zsummolimits_{k \leqslant n/3} 


F 差 分 公式 


给 了 我 们 一 个 好 方 汶 


kk = g(k) + 


;二 


EB 式 . 


nl 
= 


考虑 到 所 有 的 指标 上 > 0 ， 但 有 时 我 们 也 能 在 


例如 ， 


是 整数 . 


来 理解 这 村 


和 7 = g(k) le 
此 外 ， 当 Pa 和 6 是 满足 Pa eqslantb 的 整数 时 ， 我 们 有 
f(k)ok = >》 fk)= gb 


ask< 


的 公式 : 如 


(5.16) 我 们 知道 


(5.114) 


<b 


Bf) 


= g(b) — gla). 


— gla). 


k/n _ /_1k+1 7 十 1 
(er 人 -com 人 et 


， 这 是 
大 难 得 多 ， 这 个 范 数 zg 可 能 没有 简 


区 式 ， 


否则 我 们 就 能 


{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} 


线索 也 没有 . 不 过 也 可 能 


Flai,: 


无 疑 呢 


1977 年 ，R. W. Gosperl154 发 现 了 一 个 优美 的 方法 ， 


法 求 出 不 定 和 式 2 1(*)5k = g() + C. 我 1 


E? 


,Um; 


六 


区 2 


n 


ok 


计算 


是 一 个 和 等 于 


的 


般 的 范 


\Delta g(k) = g(k + 1)- g(k), 


gl 人) +C 的 丽 数 .但 是 从 f(A) 
多 式 ， 例 如 ， 


出 


那么 我 


发 并 


这 样 的 和 式 了 ， 而 我 们 对 此 一 点 


有 


个 简单 的 


广 辣 


懈 式 ， 


门 记 


而 我 们 正好 还 


受 有 想到 它 . 我 们 凭 人 


只 要 和 9 属于 称 为 超 几何 项 的 一 般 画 数 类 ， 


F{\left(\begin{matrix}{{a_1}, \cdots ,{a_m}}M\{{b_1}, \cdots, 


{b_n} Mend{matrix}\biggllz\right) k} = \frac{{a_1^{\overline k } \cdots 
a_m 人 ^{\overline k }}}{{b_1^{\overline k } \cdots b_n^{\overline k 
}}}\frac{{{z^k}}}{{k!}} guad\qguad\quad\quad\quad(5.115) 


为 超 几何 级 数 Ca 1 \cdots ,{a_m};\;{b_1}, \cdots ,{b_n};\;z) 的 第 Pk 项 .我 们 将 把 


Zk 


>r( 


7 


Dbl, 


, Um 


,bn 


是 kk 而 不 是 z 的 
zs{a_1}, \cdots a \cdots,{b_n} 了 上 
pA{A_1},\cdots,{A_M},\;{B_1}, \cdots ,{B_N} 以 及 z22 ， 


Z k= er (Be 
Lisl 


及 zz ， 


个 画 数 ， 在 许多 情形 下 都 表明 ， 对 给 定 的 
存在 参数 c ， 

使 得 

ee z) +C (5.116) 


| 么 对 此 确信 


此 


如 果 这 
Flal,…: 


样 的 常数 rc,{A_1}), \cdots ,{A_M},{B_1}, \cdots ,{B_N},Z 存在 ， 我 们 将 把 画 数 
;Qam; 了 1,… ,bn; 2)k 称 为 是 可 用 超 几 何 项 求 和 的 (summable in hypergeometric terms) ，Gosper 算 法 


要 么 求 出 未 知 的 常数 ， 要 么 证 明 
一 般 来 说 ， 如 果 Pt(k + 1)t(k) 是 zxk 的 一 个 不 恒 为 零 的 有 理 画 数 ， 我 们 就 称 t(*) 是 一 个 超 几 何 项 


(hypergeometric term) . 这 本 质 上 就 意味 着 ，tl) 是 像 (5.115) 的 一 个 项 的 常数 
有 关 的 技术 性 问题 ， 因 为 我 们 希 
数值 时 ，t(#) 都 是 有 意义 的 . 严 


.1 


9 设 


当 ， 


口 


的 


不 存在 这 样 的 常数 . 


ta 


(然而 会 出 现 与 零 


到 最 一 般 的 超 几何 项 ， 然 后 


股 在 t() 是 一 个 超 几 何 项 时 我 


ee 以 及 当 (5.115) 中 诸 个 中 有 一 个 或 者 多 个 取 零 或 者 负 整 
格 地 说 ， 通 过 用 一 个 非 零 常数 与 一 个 零 的 宕 的 积 来 乘 以 (5.115) ， 我 们 
将 分 子 的 零 与 分 } 母 的 零 相 抵消 ， 习 题 12 中 的 例子 有 助 于 阐明 这 个 一 般 法 


名 


们 想 要 求 zMsum {t(k)\delta k}. Gosper 算 法 分 两 步 走 ， 每 一 步 都 相当 直 截 了 


第 1 步 是 将 项 的 比值 表示 成 一 个 特殊 的 形式 
zo\frac{{t(k + 1)}}{{t(k)}} = \frac{ {p(k + 1)}}{{p(K)} frac{{q(k)}}{{r(k + 


Fp、 入 和 zr 是 满足 下 壕 条 件 


1)}}~,\quad\qguad\quad\quad\quad(5.117) 


(K+ \ qk) DR E+A rE) 
二 0-6 不 是 正 整数 (5.118) 


多 项 式 . 这 个 条 件 容易 达到 |: 


/ 


dd 大 


( 


， 项 的 比值 的 分 子 和 分 母 . 例 


5 


代替 P(A). 新 的 P、4 和 7 


将 会 看 到 为 什么 (5.118) 是 重要 的 . 


) = 二 (十 Q1)…( 太 十 am)z 以 及 TT 
.118) . 如果 g 和 r+ 有 因子 (* 
并 用 


p(k)(k+a—1l 


Gosper 算 法 的 第 2 步 是 完成 这 项 人 


但 


是 怎样 做 到 这 一 点 却 并 不 明显 ， 


(多 项 式 的 整除 与 整数 的 整除 类 似 ， 例 如 ， 蕊 (chalphajsetminus q(k) 就 意味 着 商 gf 大 )/ (大 十 Q) 是 一 个 多 项 式 ， 容 易 看 出 ， 


车 (ktralpha)\setminus q(k) 当 且 仅 当 成 gq(- 


\alpha)=0 . ) 


我 们 暂时 从 P(R) =1 出发， 并 令 4( 刁 和 7 二 1 是 将 它们 分 解 成 线性 因子 
如 ， 如 果 tk) 有 “(5.115) 的 形状 ， 我 们 就 从 因子 分 解 
(二 (于 三 一 上 … (二 br 一 Dk 开始 ， 然后 ， 我 们 来 检查 是 否 违反 了 

二 以 及 (二 ， 其 中 Qe 一 5=N 入 > 0 ， 我 们 就 将 它们 从 4 和 中 除 掉 ， 


)L = p(k)(k+a—1)(k+a—2)...(k+B+1) (5.119) 


仍然 满足 (5.117) .我 们 可 以 重复 这 个 过 程 ， 直 到 (5.118) 成 立 . 一 会 儿 我 们 


FE 务 一 一 求 一 个 超 几 何 项 T(R) ， 使 得 只 要 可 能 就 有 
t(k) =T(k+1)— Tk). (5.120) 


我 们 需要 先 讨论 某 些 理 论 ， 然 后 才能 知道 怎 


全 


做 下 去 . 在 研究 了 许多 特 


殊 的 情形 之 后 ， Gosper 注 意 到 ， 明 智 的 方法 是 将 未 知 范 数 TIA) 写成 形式 


所 以 我 们 需要 有 


(习题 55 对 为 什么 我 


= 


Tk)s(R)t(E NN 
TI (5.121) 
FP sl#) 是 必须 用 某 种 方法 发 现 的 一 个 神秘 的 函数 . 将 (5.121) 代入 (5.120) 并 应 用 (5.117) 就 给 出 


门 要 做 这 样 一 个 魔术 般 的 代 换 给 出 了 一 点 线索 ，) 


T( 太 十 1)s( 太 十 1)t(KK 寺 +1) rTr(k)s(k)t(k) 
p(k+1) p(k) 

大 qlk)s(k + 1)t(k) r(k)s(k)t(k) 

plk) p(k) 


t(k) = 


zp(k) = q(k)s(k + 1) - r(k)s(k).\qguad\quad\quad\quad\quad(5.122) 


如 有 果 能 找到 满足 这 个 


找 不 到 工 . 


我 们 假设 TA) 


(5.121) 以 及 (5.120) ， 


是 一 个 超 几 何 项 ， 


基本 递归 


本 身 必定 是 多 项 式 的 商 


实 上 我 们 可 了 


证 明 ， 


于 设 


设 N 是 对 了 


| 


置 Pk 


又 如 细 


现在 f( 一 5) 闯 0 
及 gl-B—-N)A#0 


性 质 相 矛盾 


当 plk) 


一 六 


i 


日 是 我 们 怎 


. 于是， 


(5.118) 矛盾 
了 : Gosper 提 出 
、g(k) 以 及 rT(k) 


者 证 明 不 存在 这 样 
忆 ({\alpha_d}, \cdots ,{\alpha_0}) 我 们 可 


F 将 这 个 表达 式 代 入 基本 递 
(5.122) 中 Dt ts 
么 才能 确定 s 的 次 数 呢 ? 
一 QIRJIs( 大 十 1) 十 s( 太 )) 十 


th rQ(k) = q(k) - rk) 


于 BN = 1 总 满足 这 个 条 件 ， 故 而 w 的 值 


关系 的 sl) ， 


sk) 本 身 就 是 一 个 多 项 式 . 
某 个 复数 了 使 得 (K+) 和 (K+B+N 


我 们 就 找到 了 ENsum {t(kj\delta k}: 


s(k) = f(k)/g(k). 


项 ， 这 意味 着 BT(k + 1)/T(k) 是 大 的 
Pr(k)s(k)/p(K) = T(K)Aleft( {T(k + 1) - T(k)} righb 是 大 的 一 个 有 理 函 数 ， 而 sl 


个 有 


古 [ 


p(k)g( 丰 十 1)g(k) = g( 太 )f( 丰 十 1 


-\beta 以 及 Pk = - \beta - \boldsymbol{N} ， 


glk) 一 


就 


因为 如 细 
一 了 两 者 都 作为 zxg(k) 的 因 
EF 的. 方程 (5.122) 可 以 改写 成 


如 果 


不 能 


里 范 数 ， 这样 一 来 ， 根 据 


RR zg(k) 不 是 常数 ， 


r(k)g(k + 1)f(k), 


得 到 


r(—B)g(1 — 8)f( 


B) =0=g(-p 


BPA(1 - \beta - \boldsymbol{N}) \neq 0 ， 
如 若 不 然 ，lPg(k) 就 会 包含 


大 


大 


N)fll1—B 


为 和 9 没有 共同 的 根 ， 同 村 
子 户 (k + \beta - 1 或 者 必 十 3+N) 


N)g(-8 


Br( - \beta ) = q( - \beta - \boldsymbol{N}) = 0. 


， 从 而 s() 必定 是 
条 件 (5.118) 是 为 了 使 这 个 证 


-一 


的 多 项 式 . 当 sl 


是 给 定 的 多 项 式 时 ， 


明 能 够 通过 . 


有 特定 的 次 数 d 时 ， 
以 写成 


s(k) = {\alpha_d}{k^d} + {\alpha_{d - 1}}{k^{d -1}} +\cdots+ 


这 很 容易 ， 


一 个 多 项 式 . 


我 们 的 任务 就 归 


寻 为 对 


N). 


， 而 这 与 V 


吉 为 求 一 个 满足 (5.122) 的 多 项 式 sl 有 
未 知 的 系数 


{\alpha_0},~~{\alpha_d} \neq 0O\guad\qguad\quad\quad\quad(5.123) 


弟 归 


式 (5.122) 


耳 


2p(k 


如 果 
s( 大 十 1) 一 s(K) = 


沁 


区 式 


大 


5( 有 的 次 数 为 4 ， 圈 


必定 有 Pd = \deg (p) - \deg (Q). 另 一 方面 ， 
BQQ) = Nambda '{kA{d' - 1}} +\cdots 以 及 R(K) = Xk® 


此 有 两 种 可 能 性 : 


As(k) = dadKd-1L 十 


多 项 式 


且 R(K) = gqg(k) +7(k). 


的 次 数 为 Pd - 1. 
示 多 项 式 PP 的 次 数 . 如 果 deg (Q) \geqslant \deg (R) ， 


了 实 表明 ， 存 在 至 多 
RE (s(k + 1) — s(k)), 


( 


满足 这 


3 


| 


个 递归 式 ， 


仅 当 i 


相逢 


性 .我 们 可 b 


可 能 1 


TS 


了 么 和 式 sk + 1) + s(k) = 2{\alpha_d}{k^d} + \cdots 的 次 数 也 为 a ， 


如 果 Wdeg (Q) <\deg (R)=d ， 


可 以 设 零 多 项 式 的 次 数 为 -1，) 我 人 
那 和 (5.124) 右边 的 次 数 就 是 deelQ) + 
我 们 就 能 


1 pMNambda \neq 0 ， 


~ 


(2Xag + Mag)kdtd-1l 十 


2X +AMd#0, 


HL Pd = deg (p)-\deg (R)+1; 


2N +Ad=0,， 


找到 s(k) ， 


且 f( 有 A) 与 忆 g(0)Y 
子 出 现 的 最 大 整数 . 


那 就 


没有 公 


有 g(1 一 8) 关 0 以 


的 最 大 值 


或 


a 都 满足 令 


将 (5.122) 改写 成 


(5.124) 


) 我 们 用 


ea 的 


右边 就 有 


而 差 


deg(P) 表 


， 所 以 


zd > \deg (p) - \deg (R) + 1. 仅 当 下 2lambda Nlambda 是 一 个 大 于 deg(p) deg(R) +1 的 整数 4 时 ， 才 需要 


对 第 二 种 情形 进行 检查 . 
好 的 ， 现 在 我 们 有 足够 的 事实 来 执行 Gosper 的 两 步 算法 的 第 2 步 : 只 要 (5.122) 有 多 项 式 解 ， 那 么 通过 党 
试 a 的 至 多 两 个 值 ， 我 们 就 能 发 现 zxs(k). 如 果 sp) 存在 ， 我 们 就 能 将 它 代入 (5.121) ， 这 样 就 得 到 了 工 . 
如 者 不 然 ， 我 们 殊 证 明了 t(#) 不 可 用 超 几 何 项 求 和 . 


现在 讨论 一 个 例子 : 尝试 计算 部 分 和 式 (5.114) . Gosper 的 方法 应 该 能 对 任何 固定 的 n 推导 HH 


>》, (0 (—1)*6k 


鼎 


LE 


的 值 ， 所 以 我 们 寻求 


Bt(k) = \left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){( - 1)^k} = \frac{{n!{{( - 
Dk}}}{{k!n - k)!}} 


的 和 式 . 第 1 步 是 将 项 的 比值 表示 成 所 要 求 的 形式 (5.117) ， 我 们 有 


tk+1) kn plk+1)g(k) 


tk) k+l p(k)r(k+1)’ 


所 以 我 们 直接 取 以 局 = 上 ， 世 qdO =k-n 和 Pxr(k) = kk.P、94 和 7 的 这 种 选取 满足 (5.118) ， 除 非 是 负 
整数 ， 我 们 假设 并 非 如 此 . 


为 什么 不 是 7( 太 ) 一 大 十 1? 哦 ， 我 看 出 来 了 . 


现在 我 们 来 做 第 2 步 . 根据 (5.124) ， 我 们 应 该 考虑 多 项 式 PQ(k) = -n 和 RK) =2k 一 n. 由 于 有 R 的 次 数 比 
Q 大 ， 我 们 需要 考虑 两 种 情形 : 要 么 Ce \deg (R) + 1 ， 它 等 于 零 ， 要 么 

BEd= -2Mambda'Aambda ， 其 中 X = 一 mn 从 而 Pd = n 第 种 情形 更 好 一 些 ， 因 为 它 不 要 求 n 是 
正 整数 ， 所 以 我 们 首先 尝试 它 ， 仪 当 第 各 5 不 成 立时 我 们 才 需 要 对 a 党 试 另 一 种 可 能 性 . 假设 d=0 
，5() 的 值 就 是 qo， 方程 (5.122) 就 转化 为 


ee 


21 = (k - n){\alpha_0} - k{\alpha_0}. 
于 是 我 们 选取 am = 一 1/7. 它 满足 这 个 方程 并 给 出 


B. \begin{aligned}T(k) &= \frac{{r(k)s(K)t(k)}}{{p(K)}} NR&= k \times \eft( 
{\frac{{ - 1}}{n}} \right) \times \left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) 
{(- 1)k}\&= \left(\begin{matrix}{n - 1}M\{k - 1 MNend{matrix}\right){( - 
TDA{k - 1}},~~n \neq 0~,\end{aligned} 


这 恰好 就 是 我 们 希望 确认 的 答案 . 


n 5 
如 果 用 同样 的 方法 来 求 没有 (一 1 的 不 定 和 式 ( 让 那么 除了 di 将 是 -大 之 外 ， 其 他 的 都 几乎 
相同 ， 从 而 Qt =n 一 2k 比 成 Rdo =n 有 更 大 的 次 数 ， 我 们 将 得 出 结论 : 欠 取 不 可 能 的 值 


Edeg (p) - deg (Q) =- 1. (多 项 式 s(k) 不 可 能 有 负 的 次 数 ， 因 为 它 不 可 能 是 零 . ) 这 样 一 来 ， 画 数 (9 就 
是 不 可 能 用 超 几 何 项 求 和 的 . 


然而 ， 一 旦 我 们 消除 了 不 可 能 性 ， 不 论 剩 下 的 是 什么 一 一 尽管 不 大 可 能 一 一 都 必定 是 真实 的 〈 按 照 福 尔 摩 
斯 83 ) . 当 在 第 1 步 中 定义 P、 划 和 er 时 ， 我 们 就 决定 了 忽略 =n 取 负 整数 值 的 可 能 性 . 如 果 它 取 负 整数 


n 5 
值 呢 ? 我 们 就 取 = -N ， 其 中 Y 是 正 数 . 这 样 之 JW “的 项 的 比值 是 


忆 \frac{{t(k + Tt = \frac{{ - (K+ N)}}{{kK + 1}} = \frac{{p(k + 
D}}{{p(K)}} frac{{q()}}{ {rk + 1)}}, 


按照 (5.119) 


0 


在 就 


递归 式 (5.122) 是 说 我 们 应 


， 它 应 该 能 用 pt = (K+ 1 ， 


告诉 我 们 ， 要 寻找 一 个 次 数 为 4 = NN 一 1 的 多 项 式 sl*)， 最 或许 会 大计 例如 ， 当 PN = 2 时， 


令 k 和 1 的 系数 相等 就 给 
阿 1=-{\alpha_1} - {\alpha_1};~~1 = - {\alpha_1} - {\alpha_0} - 


1 1 
i 
2 “4 就 是 一 个 解 ， 


该 求解 


Gosper 算 法 的 第 2 步 现 


B. T(k)= \frac{{1 \times \left( { - \frac{1}{2}k - \frac{1}{4}} \right) \times 
\left(\begin{matrix}{ - 2},\k\end{matrix}\right)} }{{k + 1}} = {(- 1)^{k- 


1}}\frac{{2k + 1}}{4}. 
所 希望 的 和 式 吗 ? 是 的 ， 它 经 检查 为 真 : 


(—1)" 


“你 干 得 好 极 了 ， 福 尔 摩 斯 1* 一 点 儿 也 不 难 ， 我 亲 


附带 


， 通 过 附加 一 个 上 限 ， 我 们 可 以 把 这 


Pe = 


表示 法 掩盖 了 这 样 的 事实 : 


| 


ey 


伟 


[0 果 
巴 
UU 


m/2| 不 是 超 几 何 项 (见习 题 12) . 
对 某 个 整数 有 Pp(k) = 0 ， 


2K 十 1 9 
\k—1 Ef 1 2 
1) 1 =(-D"(k+1) [ek 


个 求 和 公式 写成 男 外 的 


SN 


BleftCbegin{matrix}{ - 2}Neend{fmatrix}ight) 可 以 用 超 几 何 项 求 和 ， 医 


则 《5.121) 的 分 母 中 可 能 会 


和 主意， 我 们 无 需 费 神像 这 一 章 


先 提 广 的 确定 的 超 


这 


Marko Petkovsek 


为 Gosper 算 法 提供 了 一 个 在 


291 发 现 了 一 个 将 Gosper 算 法 


任何 超 几 何 项 tk) 以 及 多 项 式 2{p_1}(k), \cdots ,{p_1}(k),{p_0}(k) ， 
+I(kT(kE+1) + po(k) TE) 


> 


t(k 


的 所 有 的 超 几 何 项 AI) 


5.8 


[此 课 充 的 Gosper 算 法 
eilberger[384] 指出 了 怎样 将 Gosper 筑 


机 械 求 和 法 MECHANICAL SUMMATION 


介绍 了 在 这 种 情况 下 我 们 


几何 和 式 .资料 库 那样 ， J 可 项 编纂 成 
青 形 下 都 有 效 的 快速 


ee 


伴 院 定 满足 多 递 J 


= p(k)T(k+D) + 


其 想法 指出 了 ， 给 定 


jl 
上 出 


(5.125) 


们 不 必 就 此 停 步 . 


仅仅 对 实际 中 遇 到 的 几 个 二 项 和 式 求 出 了 封 F 


15.6 节 


' 超 几何 方法 的 男 一 种 


己 


丸 

Z 

Zeilberger 的 推广 ， 我 们 可 以 处 理 
逢 yd 
而 由 计算 机 完成 ， 我 们 不 需要 


函数 是 这 样 的 ) ，Zeilberger 六 po es 
六 对 tn 加 以 修改 ， 从 而 


吕 想 是 ， 将 要 求 和 的 项 视 为 两 个 变量 


) 当 还 没有 事实 表明 tm 


Doron 


优美 ， 能 


法 加 以 推广 ， 使 它 变 得 更 加 


形 下 获得 成 功 ， 利 用 


J 所 有 求 和 的 和 式 ， 而 不 仅仅 半 我 们 就 有 


替代 5.5 节 


， 与 Gosper 原 来 的 广 法 


(在 Gosper 算 法 中 我 们 只 是 记 为 


有 计算 可 以 几乎 “无 需 人 工 操作 


于 不 定 求 和 时 让 我 们 面 对 它 
0 代 妇 Caine J 


所 创立 的 思想 ， 我 们 常 


得 到 另外 一 个 不 定 可 3 


已 ， 只 有 相对 比较 少 的 


主 往 表 明 ， 对 于 适当 的 多 项 式 


忆 {\beta_ 0}n 和 局 {Nbeta_ 1 ， Poln)tln,A) + (nj)t(n +t 
进行 求 和 时 ， 就 得 到 一 个 关于 成 n 的 可 用 来 求解 问题 的 


为 了 熟悉 这 个 一 般 改 


1, 不 ) 


党 
递归 式 . 


的 方法 ， 我 们 移 来 研究 一 个 简单 的 情 


党 是 关于 大 不 定 可 求 和 的 .而 当 我 们 关于 


形 . 假设 我 们 息 记 了 二 项 式 定 理 ， 而 又 想 要 计算 


n 大 
pl ”没有 超人 的 洞察 力 和 来 自 灵感 的 猜想 ， 我 们 怎样 发 现 答案 呢 ? 例 如， 在 5.2 节 的 问题 3 中 ， 我 们 


学 习 了 怎样 用 1 1}M\end{matrix}\right) 


NE 


力气 束 得 到 ] 


士 甲 


及 5- 


咕 


是 否 不 用 


、 t{n,k) = (0 这 a 8 省 Pg 
设 " 是 一 个 要 求 和 的 量 . Gosper 算 
的 用 超 几 何 项 来 计算 部 分 和 2_4em ("及 .所 以 我 们 转 而 考 虚 个 更 加 一 般 的 项 


万 


4? 


.不 过 这 里 有 一 个 更 系统 的 方法 . 


t(n.k) = Boln)t(n,k) + Biln)t(n 


我 们 将 寻求 使 得 


与 ttn, 及 之 间 的 关系 


jp- \begin{aligned}\frac{{t(n + 1,k)}}{{tn,k)}} &= \frac{{(n + 1)!{z^k}}} 
{{(n+1-k)!k!}}\frac{{\left( {n - k} \right)!k!}}{{n!{z^k}}}\&= \frac{{n + 
1}}{{n+1-k}},\end{aligned} 


我 们 有 


Gosper 的 方法 从 Phat p(n,k)= 1 由 发 会 求 得 这 这 样 的 表示 ， 


PN 


来 从 这 个 表达 式 中 消去 Pt(n + 1,k) ， 


z\eft(\begin{matrix} {n- 1}\k\end{matrix}\right) + \left(\begin{matrix}{n - g 


代替 \*/ ， 并 不 费 


告诉 我 们 ， 除 了 Pz = - 1 的 情形 之 外 ， 我 们 不 能 对 任意 


十 工 后 ). 


从 而 化 简 


t(n., kk) 


tln.k) = p(n,k) 
n 


+1—k’ 


(5.126) 


Gosper 算 法 能 够 成 功 的 忆 {\beta_0}(n) 各 {\beta_1}(n) J 有 J ] zt(n + 1,k) 
(5.126) . 


p(n,k) = (n+ 1-k){\beta 0}(n) + (n+ 1){\beta_1}(n). 


现在 我 们 对 t(n, 有 应 用 Gosper 算 法 (保持 nn 不 变 ) . 首先， 如 同 在 (5.117) 中 那样 ， 记 


\frac{{\hat t(n,k + 1)}}{{\hat t(n,k)}} = \frac{{\hat p(n,k + 1)}}{{\hat 
p(n,k)}}\frac{{q(n,k)}}{{r(n,k + 1)}}.\quad\quad\quad\quad\quad(5.127) 


但 是 利用 Zeilberger 的 推广 ， 我 们 从 


zAhat p(n,k) = p(n,k) 发 会 更 好 注意 ， 如 果 我 们 令 zAbar t(n,k) = \hat t(n,k)/p(n,k) 以 及 


PO 由 方程 (6.12) 就 从 于 


我 们 可 以 取 BEqlg = (n+1- kK)z 以 及 Pr(n,k) = kk. 假 


BE \frac{{\bart(n,k + 1)}}{{\bar t(n,k)}} = \frac{{\bar p(n,k + 1)}}{{\bar 
p(n,k)}}\frac{{q(n,k)}}{{rn,k + 1)}}.\quad\quad\quad\quad\quad(5.128) 


所 以 ， 从 Bln, 甩 二 1 出 发 ,通过 寻求 满足 (5.128) 的 PMbarp、4 和 
、4 和 Er. 这 就 使 问 
忆 {\beta_1}(n). 在 我 们 的 情形 中 ， 有 ENbar t(n,k) =tnJon+1-J=nlfzAkMn+1-IOkl ， 所 以 


tl(n. 太 +1) (n+l1—k)z 


t(n.k) 


及 这 些 关 了 


上 十 1 


r ， 我 们 可 以 求 得 满足 (5.127) 的 P 


题 变 得 容易 了 ， 因为 fm, 及) 不 包含 在 让 月 中 出 现 的 未 知 量 成 (beta_， 0}(n) 和 


Fzxk 的 多 项 式 满 足 条 件 (5.118) .如 果 它 


们 不 满足 ， 我 们 设想 去 掉 来 自 9 和 的 因子 并 包含 PAbar p(n,k) 中 对 


仅 当 (5.118) 上 


的 量 


pAalpha - \beta 是 一 个 与 n 无 关 的 


立 的 因子 (5.119) ; 但 是 我 们 应 该 仅 


FE 整 数 常数 时 


才 这 样 做 ， 因 为 我 们 希望 我 们 的 计算 


n 都 成 立 ， (实际 上 ， 利 用 广义 阶乘 (5.83) 可 知 ， 我 们 得 到 的 公式 即便 当 和 上 大 不 是 整数 时 也 
I ) 
这 一 次 我 们 记 住 了 为 什么 蕊 ru 不 等 于 世 krl . 


这 个 意义 上 说 ， 我 们 对 9 和 + 的 第 一 种 选择 确实 满足 (5.118) ， 所 以 正好 可 以 转移 到 Gosper 算 法 的 第 2 
(5.127) 代替 (5.117) 来 求解 与 5.122) 类 似 的 方程 ， 所 以 我 们 想 要 求解 


Ba \hat pn,k) = q(n,k)s@,k + 1) - 
r(n,k)s(n,k),\quad\quad\quad\quad\quad(5.129) 


重演 
三 


则 s(n,k) = {\alpha_d}(n){k^d} + {\alpha_{d - 1}}(n){k^{d - 1}} + \cdots + 
{\alpha_0}(n)\quad\qguad\quad\guad\quad(5.130) 


I (s 的 系数 被 视 为 n 的 函数 ， 而 不 只 是 常数 .) 在 我 们 的 情 
(5.129) 是 


NS 


za\begin{aligned}(n + 1 &- k){\beta_0}(n) + (n+ 1){\beta_ 1}n)\&~= (n+1 
- k)zs(n,k + 1) - ks(n,k),\end{aligned} 


我 们 把 它 看 成 是 一 个 关于 的 以 n 的 函数 做 为 系数 的 多 项 式 方程 . 与 前 面相 同 ， 我 们 通过 考虑 
二 Qu) = q(n,k) - rln,k) 和 Rn, 太 ) = qln, 太 十 7T(n, 太 ) 来 确定 s 的 次 数 Bd. 由 于 deg(@) = deg(R) = 1 (假设 
zz \nedqd \pm1), 我 们 就 有 4 = deg(P) 一 deg(Q)==0， 且 s(n, 不) = aoln) 与 上 无 关 ， 我 们 的 方程 就 变 成 


次 数 画 数 成 \deg(Q) 在 这 里 表示 关于 [Pk 的 次 数 ， 而 把 Pn 当 作 常 数 处 理 . 


(ntl1ok)Bn)+ ntl(n)= (n+1 kza0(n) — kao(n), 
让 天 的 需 相 等 ， 就 得 到 等 价 的 不 含 上 的 方程 
bP \begin{aligned}(n + &1){\beta_0}(n)+ (n+1){\beta_1}(n)-(n+ 


1)z{\alpha_0}(n) = 0,\&- {\beta_0}(n)~~~~~~~~~~~~~~~~ ~ +(z+1) 
{\alpha_0}(n) = 0.\end{aligned} 


By 


此 我 们 有 一 个 满足 条 件 


Bn)=z+1, Pln)=—l1, ao(n)= s(n,k)=1 
的 (5.129) 的 解 ， (碰巧 ,Pon 去 掉 了 .， ) 


ss 纯粹 机 械 的 方法 发 现 了 ， 项 tm, 有 = (2 二 有 tm, 有 一 tn 二 1, 避 是 可 以 用 超 几 何 项 求 和 的 . 换 句 
话说 ， 


hat t(n,k) = T(n,k + 1) - T(n,k),\quad\quad\quad\quad\quad(5.131) 
的 一 个 超 几 何 项 . 这 个 工 m 避 是 什么 呢 ? 根据 (5.121) 和 “(5.128) ， 我 们 有 


r(n,k)s(n, k)t(n, k) | 
T(n,k) = - =7r(n.k)s(n. kt(n. k). (5.132) 
Pln,k) 


中 T(n,) 是 关于 


~ 


By 


为 PAbar p(n,k) = 1. (的确 ， 


gl 


和 实 表 明 PAbar p(n,k) 实际 上 几乎 总 是 等 于 1，) 从 而 


成 Tn,k) = \frac{k}{{n +1-k}}t(n,k) =\frac{k}{{n+1- 
k}}\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){z^k} = \left(\begin{matrix}n\ 
{k - 1Mend{matrix}\right){z^k}. 


上 分 肯定 的 是 一 切 都 经 过 了 核查 一 一 方程 (5.131) 为 真 : 


PVAKk fn+lyk fn kr n 天 
We 


日 是 ， 我 们 实际 上 并 不 需要 精确 地 知道 了; 六 ， 因 为 我 们 是 在 针对 所 有 的 整数 上 对 tln, 甩 求 和 ， 我们 需要 
知道 的 就 是 ， 当 n 是 任意 一 个 给 定 的 非 负 整 数 时 ， Tln, 仅 对 有 限 多 个 上 的 值 不 等 于 零 . 这 样 
Tm 上 二 1 一 Tn, 且 对 所 有 上 的 求 和 必定 缩减 为 零 . 


a 


Sn = >》 tn,k) = 二 (外 zk 2 
设 SN 仑 的 和 式 ， 现 在 来 对 它 进 行 计算 ， 因 为 我 们 现在 知 
道 了 许多 关于 tln, 让) 的 知识 .Gosper-Zeilberger 方 法 推 H 


> (z+ Dt(n,k —t(n+1,k)) = 
天 


是 这 个 和 式 是 (++ 2.tm 有 一 2 tn 二 1 有 ) = (2 二 1)5n 一 Sntt. 这 样 一 来 ， 我 们 就 有 


Sn+l 三 {Zz 十 1)Sn. (5.133) 


i 


i lim T'(n,k)}=0 | 
事实 上 ， 当 |?| 二 工 日 忆 n 是 任意 复数 时 ， 有 由 于 外 二 0 所 以 (5133) 对 所 有 为 真 ， 且 特别 地 ， 当 于 n 是 负 束 数 时 有 


BS_n=(z+ Dn . 


啊 哈 ! 这 是 一 个 我 们 知道 怎样 求解 的 递归 式 ， 只 要 知道 % 即 可 .显然 ， 5 = 1. 于 是 就 推出 ， 对 所 有 整数 
n 之 0 都 有 Sn = (2 二 1)". 证 明 完毕 . 


让 我 们 来 回顾 这 一 计算 ， 并 将 我 们 所 做 的 事 加 以 总 结 ， 使 之 也 能 应 用 于 其 他 的 求 和 项 Pt(n,k). 当 tln, 甩 给 
定时 ，Gosper-Zeilberger 算 法 可 以 总 结 如 下 : 


0 ” 置 列 := 0. (我 们 将 寻求 关于 的 1 阶 递归 式 .，) 


1 令 tn,k) = Pon)t(n,k) + + Bn)t(n+l, ) ， 其 中 Po(n),…… ,Bln) 是 未 知 的 函数 .利用 ttn,) 的 性 质 寻 
求 5 Bu 的 一 个 线性 组 合 pln, 朋 系数 是 关于 和 的 多 项 式 ， 使 得 tn, 有 i) 可 以 写成 形式 

pln, ln, ,有 其 中 ln, 有 是 关于 的 超 几 何 项 . 求 多 项 式 2Abar p(n,k) 、4(n, 有 和 Pr(n,k) ， 使 得 tm, 有) 的 
项 的 比值 表示 成 Pe 的 形式 ， 其 中 4(n, 有 和 Pr(n,k) 满足 Gosper 条 件 (5.118) . 置 
Pln,k) = pln,k)pln, k). 


2a 置 do := deg(g —7) ，d 轨 :=deglqg 十 7) ， 以 及 


p> d:= Neft{ \begin{matrix}{\deg (hatp) - {d_Q}~,~~~~{d_Q} \geqslant 
{d_R}}\{\deg (\hat p)- {d_R} + 1{\rm{, tdQ < {d_R}} MN\end{matrix} 


2b ”如果 dz0， 用 (5.130) 定义 stm 有 ， 并 考虑 关于 ao ,Qa, 0,… ,所 的 诸 个 线性 方程 ， 这 些 方程 是 
在 基本 方程 (5.129) 中 令 上 的 窜 的 系数 相等 而 得 到 的 . 如 果 这 些 方程 有 一 个 使 得 
局 {\beta_0}, \cdots ,{\beta_]} 不 全 为 零 的 解 ， 就 转 到 第 4 上 ， 如 若 不 然 ， 当 d4 < dr 且 忆 - Alambda 'Nambda 
是 一 个 大 于 蜡 的 整数 时 (其 中 Blambda 是 已 +r 中 kr 的 系数 ， 而 入 则 是 4 一 "中 ks-! 的 系数 ) ， 就 置 
Pd: = - 2\lambda 'Alambda 并 重复 第 2b 步 . 


3 项 tln,k) 不 是 超 几 何 可 求 和 的 .) 将 1 增加 1 并 回 到 第 1 步 . 
4 成 功 ，) 置 T(n, 朋 :=7T(n, 有 s(n, 有 tn, 有 /5(n, 有 .由 该 算法 ， 就 得 到 了 tn,k)=T(n,k+1) 一 T(n,). 
以 后 我 们 将 要 证 明 ， 只 要 tln,) 属于 称 为 正常 项 (proper term) 的 一 个 大 类 ， 这 个 算法 就 能 成 功 地 终止 . 


二 项 式 定理 可 以 用 很 多 方法 得 到 ， 所 以 我 们 关于 Gosper-Zeilberger 方 法 的 第 一 个 例子 与 其 说 是 令 人 印象 深 
刻 ， 还 不 如 说 是 富有 指导 意义 . 接 下 来 ， 我 们 处 理 范 德 蒙 德 卷 积 . Gosper 与 Zeilberger 能 从 算法 上 推 知 


ENsummolimits_k 
{\left(\begin{matrix}a\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}b\{n - 
k}\end{matrix}\right)} 简单 的 形式 吗 ? 这 个 算法 从 
1 二 0 开始， 本质 上 是 重复 Gosper 原 来 的 算法 ， 尝 试 
zleft(\begin{matrix}a\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}b\{n - 
k}\end{matrix}\right) 是 否 可 以 用 超 几何 项 求 和 . 令 人 
惊讶 的 是 ， 如 果 a +zD 是 个 指定 的 非 负 整数 ， 那么 事 的 (见习 题 94) . 不 过 
我 们 感 兴趣 的 是 a 和 5 的 一 般 值 ， 而 | 这 很 快 就 发 现 ， 这 个 不 定 的 和 式 一 般 来 说 不 是 超 几 何 项 ， 所 
以 7 从 0 增加 到 1， 而 这 个 算法 则 尝试 jt(n, A) = Po(n)t(n,k) + ait 二 ll 后 作 为 奉 代 往 下 进行 . 如 同 我 们 
在 二 项 式 定 理 的 推导 中 那样 ， 下 一 步 是 记 PAhat t(n,k) = p(n,k)\bar t(n,k) ， 其 中 Pt 如) 是 通过 在 
ta 十 1 有 Mn 有 中 去 掉 分 母 而 得 到 的 ， 在 这 种 情形 中 (请 读者 在 一 张 便条 纸 上 与 我 们 一 起 来 检验 所 有 这 些 
计算 ) ， 它 们 并 不 像 看 起 来 那么 困难 ， 一 切 都 按照 类 似 的 方式 顺利 进行 ， 不 过 现在 有 
pln,k)= (n+1o kin)+ (0 —n+ k(n) = pln, k), 
t(n,k) = t(n,k)/(n+1—ok)=abl/(a 一 大 II 一刀 十 天) 有 十 荆 一 天) 
q(n,k) = (2 十 1 一 大 ja 一 并)， 
Tr(n,k) = (6— n+ k)k. 


第 2a 步 发 现 pAdeg (q -7) <\deg (q+r) zd=\deg (\hatp)-\deg (q+r)+1=0， 所 以 s(n, 有 仍然 与 无 
关 . Gosper 的 基本 方程 (5.129) 与 关于 三 个 未 知 量 的 两 个 方程 是 等 价 的 : 


pa \begin{aligned}&(n + 1){\beta_ 0}(n)+(b-n){\beta_1}(n)-(n+ 
1)a{\alpha_0}(n) = 0,\&- {\beta_0}(n)~~~~~~~~~~~~~~~ + {\beta_1}(n) + 
(a+b+1){\alpha_0}(n)= 0,\\end{aligned} 


关键 之 处 在 于 ，Gosper-Zeilberger 方 法 总 是 引导 出 诸多 关于 未 知 量 世 Nalpha 和 [PNbeta 的 线性 方程 ， 因 为 (5.129) 的 左边 关于 诸 个 
蕊 Nbeta 是 线性 的 ， 而 右边 关于 诸 个 局 \alpha 是 线性 的 . 


这 两 个 方程 有 解 


E{\beta_0}n =a+b-n~,~~{\beta 1}(n)=-n-1~,~~{\alpha_0}(n)=1. 


我 们 得 出 结论 ， 屋 (a +b - mtnlo - (n+ TDttn + 1,k) 关于 大 是 可 求 和 的 . 因此， 如 果 
z:S_n=\sum\nolimits_k\left(\begin{matrix}a\k\end{matrix}\right)\eft(\begin 
{matrix}b\n-k\end{matrix}\right) ， 则 递归 式 


PS {n+1}}=\frac{{a+b-n}}{{n+ 1}}{S_n} 


成 立 ， 从 而 2{S_n} = \left(begin{matrix}{a + bj}\n\end{matrix}\right) ， 这 是 由 于 So = 1. 这 真是 小 菜 一 碟 . 


那么 关于 (5.28) 中 的 Saalschiitz 的 三 重 二 项 | 恒等式 呢 ? 习题 43 中 关于 (5.28) 的 证 明 是 很 有 意思 的 ， 不 过 
它 需 要 灵感 . 当 我 们 将 一 门 艺 术 较 换 成 一 门 科学 时 ， 的 是 用 艰苦 的 劳动 代替 灵感 ， 所 以 我 们 要 来 看 

Gosper-Zeilberger 的 求 和 方法 是 否 能 用 纯粹 机 械 的 方式 发 现 并 旦 证 明 (5.28 为 方便 起 见 ， 我 们 做 代 换 

pm=b+d, pn=a, pr=at+b+c+d, 2ps=a+b+c，, 使 得 (5.28) 有 更 加 对 称 的 形式 


zi\begin{aligned}&\sum\limits k {\frac{{(a +b+c+d+k)!}}{{(a- k)!(b - 
k)!(c + KR)!(d + k)IkI}} INE~N~~~~~~~~~= =\frac{{(a+b+c+d)l(a+b+o)! 
(a+b+d!}}{{alb!(a+ OO!(a+d)!(b + oc)!(b+ 
d)!}}.\guad\quad\guad\quad\gquad(5.134)\end{aligned} 


为 了 使 得 这 个 和 式 是 有 限 的 ， 我 们 假设 a 或 者 b 是 非 负 整数 . 


设 Pt(nk)= (n+b+t+ct+d+k)/n-Kb-R!c+k!(d+ JoOtk! 以 及 
zAhat t(n,k) = {\beta_0}(n)t(n,k) + {\beta_1}(n)t(n + 1,k). 沿 着 一 条 开始 变 得 陈旧 的 路 走 下 去 ， 我 们 取 


决定 哪 一 个 参数 称 为 Pin 是 仅 有 的 非 机 械 劳 动 的 部 分 


Bz. \begin{aligned}&p(n,k) = (n+1-k){\beta 0}(n)+(n+1+b+c+d+k) 
{\beta_1}(n) = \hat p(n,k),\&\overline t (n,k) = \frac{{t(n,k)}}{{n + 1-k)}} 
=\frac{{(m+b+c+d+k)l}}{{(n +1-k)!®-k)!(c+k)!(d+ 
kK)IkI}},\&qnk) = (n+b+c+d+k+1)n+1-k)-k),\ern,k) = (c+k) 
(d+ k)k,\end{aligned} 


我 们 尝试 对 st>; 局 求解 (5.129) . 再 次 有 zdeg (qd-D <\deg (d+D ， 但 是 这 一 次 有 
zAdeg (hatp) - \deg (q +r)+1=-1， 所 以 我 们 看 起 来 像 是 被 难 住 了 . 然而， 第 2b 步 对 于 s 的 次 数 有 一 个 
要 的 第 二 选择 ， 即 Pd = - 2lambda 'Nlambda ， 我 们 最 好 还 是 在 放弃 之 前 对 它 做 一 下 尝试 这 里 
Rn, k) = q(n,k) + rn,k) = 2{kA3} + \cdots ， 所 以 二 2 ， 而 多 项 式 z-Q(n,k) = q(n,k) - r(n,k) 关于 大 的 次 数 几 
乎 是 不 可 思议 地 被 证 明 是 1 E(k/2} 的 系数 变 为 零 ! 这 样 就 有 区 lambda'= 0 ， Gosper 人 允许 我 们 取 qd = 0 
以 有 zs(n,k) = falpha_0}0n. 


[al 
ph 


注意 ，BNambda' 不 是 车 Q 的 首 项 系数 ， 尽 管 PNambda 是 BR 的 首 项 系数 . 数 攻 NMambda' 是 [PQ 中 世 kAfdeg(R)-1} 的 系数 . 


要 求解 的 方程 就 是 


zi\begin{aligned}&(n + 1){\beta 0}(n) + (n+1+b+c+d){\beta_1}(n)-(n 
+1)(n+1+b+c+d)b{\alpha 0}(n)= 0,\&- {\beta_0}(n) + {\beta_1}(n)- 
\left( {(n + 1)b-(n+1+b)m+1+b+c+d)-cd} \ight){\alpha_0}(n)= 
0.\end{aligned} 


在 经 过 一 些 圣 劳 之 后 ， 我 们 就 求 得 


ez \begin{aligned}&{\beta 0}n)=(n+1+b+coan+1l+b+dan+1+b+ 
c+d~,\&{\beta_1}(n)=-+1)m+1+oOn+1+d~,\&{\alpha 0}(n)= 
2n+2+b+c+d~.\end{aligned} 


恒等式 (5.134) 就 立即 得 出 . 
汗水 流 消 走 ， 恒 等 式 随 之 来 . 


如 果 我 们 从 En = d 而 不 是 从 en = a 着 手 ， 就 能 得 到 (5.134) 的 一 个 类 似 的 证 明 . 《见习 题 99，) 


Gosper-Zeilberger 方 法 既 帮 助 我 们 计算 对 某 个 限定 范围 求 和 的 确定 和 式 ， 也 帮助 我 们 计算 对 所 有 上 大 求 和 的 
和 式 . 例如 ， 我 们 来 考虑 


Ba {S_n}(z) = \sum\limits_{k = 0}n {\left(\begin{matrix}{n + 
k}\K\end{matrix}\right)} {z^k}.\gquad\quad\quad\quad\quad(5.135) 


当 zzz = \frac{1}{2} 时 我 们 得 到 (5.20) 中 一 个 “出 乎 意料 的 ”结果 ，Gosper 与 Zeilberger 预 料 到 有 这 个 结果 
吗 ? 置 pt(n,k) = \left(\begin{matrix}{n + k}\K\end{matrix}\right){z^} 就 将 导出 


2- \begin{aligned}&p(n,k) = (n+1){\beta 0}(n)+ (n+1+k){\beta_1}(n)= 
\hat p(n,k)~,\&\bar tn,k) = t(n,k)/(n + 1)= (n+ k)!{z kk + 
1)!~,\&q\left( {n,k} \right) = \left( {n + 1 + k} \right)z~,\&r\left( {n,k} 
\right) = k~,\end{aligned} 


且 戈 deg (s) =\deg (hat p)- deg (q -DD = 0. 方 程 (5.129) 可 以 由 成 {\beta_0}(n) = 1 ， 臣 人 \beta_1}(n) =z-1 
这 s(n,k) = 1 求解， 这 样 一 来 ， 我 们 就 求 得 


B: t(n,k) + (z-1)tn +1,k)= TO,k + 1)- 
T(n,k),\\guad\quad\guad\quad\guad(5.136) 


-Tn,k) = rn,k)sn,k)\hat tnk)Ahat p(n,k) = \left(\begin{matrix}{n + kM\{k 
让 中 - 1}\end{matrix}\right) {zk}. 我 们 现在 能 对 (5.136) 关于 
成 0 \leqslant k \leqslant n + 1 求 和 ， 得 到 


Bz. \begin{aligned}{S_n}(z) +tnn+TD+(z-1T{S tnr+1TZS=IOn+ 
2) - T(n,0)\&= \left(\begin{matrix}{2n + 2}M\{n + 1Mend{matrix}\right) 
{z^{n +2}}\&= 2\left(\begin{matrix}{2n + 1}\n\end{matrix}\right){z^{n + 
2}}.\end{aligned} 


zit(n,n + 1) = \left(\begin{matrix}{2n + 1}\{n + 1 Mend{matrix}\right){z^{n 
日 是 + 1}} = \left(\begin{matrix}{2n + 1}\n\end{matrix}\right){z^{n + 1}} ， 所 以 


i 


Pn {S_{n+1}}(z)= \frac{1}{{1 - z}}\eft( {{S_n}(z)+ (1- 
2z)\\eft(\begin{matrix}{2n + 1}\n\end{matrix}\right){z^{n + 1}}} 
\right).\quad\quad\quad\quad\quad(5.137) 


我 们 立即 看 出 ， zz = \frac{1}{2} 的 情形 是 特殊 的 ， 且 
z2{S_{n + 1}}left( {\frac{1}{2}} \right) = 2{S_n}\left( {\frac{1}{2}} 


可 出 


\right). 此 外 ， 弟 归 式 (5.137) 可 以 通过 


将 求 和 因子 z{(1 - Zz){n+ 1}} 应 用 于 两 边 而 得 以 简化 ， 这 就 得 到 一 般 的 恒等式 


区 2 {(1 -2z)Anhsumlimits_{k=0}An {\left(\begin{matrix}{n + 
k}\k\end{matrix}\right){z^k}} = 1 + \frac{{1 - 2z}}{{2- 
2z} MNsum\limits_{k = 1}^n {\left(\begin{matrix}{2k}\k\end{matrix}\right) 
{{\left( {z(1 - z)} \right)}^k}},\guad\quad\quad\quad\quad(5.138) 


在 0 重要 方法 之 前 ， 很 少 有 人 会 想到 有 这 样 的 结果 ， 而 现在 出 现 这 样 的 恒 
已 经 司空 见 惯 了 
那么 我 们 在 (5.74) 中 遇 到 过 的 类 似 的 和 式 

BP {S_n}(z) = \sum\limits_{k = 0}n {\left(\begin{matrix}{n - 


k}\K\end{matrix}\right)} {z^k}\quad\quad\quad\quad\guad(5.139) 


如 何 呢 ? 我 们 信心 满怀 ， 置 Pt(n,k) = \left(\begin{matrix}{n -k}Nkend{fmatrixjrighb{fzAk} 并 着 手 计算 


BE. \begin{aligned}&p(n,k) = (n+1-2k){\beta 0}(n) + (n+1-k){\beta_1} 
(n) = \hat p(n,k)~,\&\bar tn,k) = tn,k)/n +1-2k)=(n-k)!{z kkI(n+1- 
2k)I~,\&q(n,k) = (n+ 1-2k)m -2k)z~,\8Irn,k)= +1- 
k)k~.\end{aligned} 


喔 ， 如 果 我 们 假设 ez neq - \frac{1}{4} 就 没有 办 法 求解 (5.129) ， 因 为 s 的 次 数 将 会 是 
zAdeg (hat p) - \deg (q -7)=-1. 


BS_n\eft(-\frac{1}{4}\right) 等 于 (n+1)/2^n 


没有 问题 .我们 直接 添加 另外 一 个 参数 zz{\beta_2}(n) ， 并 尝试 用 
zhat t(n,k) = {\beta_O0}(n)t(n,k) + {\beta_1}n)tn + 1,k) + {\beta_2}(n)t(n + 
2,k) 取而代之 : 


z-\begin{aligned}p(n,k) &= (n+ 1-2k)(n+2-2k){\beta 0}n)N\N\&~~~+ (n+ 
1 -kn+2-2k){\beta 1}nN\&~~~+ (n+1-Kk(n+2-k){\beta 2}(n)= 
\hat p(n,k)\bar t(n,k) &= t(n,k)/(n + 1-2k)n +2-2k)=(n-k)!{z kk + 
2 -2k)!,\gn,k) &= (n+ 2-2k)m+1-2k)z,\\rn,k) &= +1- 
k)k.\end{aligned} 


现在 可 以 尝试 sm, 局 = aoln) ， 而 (5.129) 确实 有 一 组 解 : 


zs  {\beta_0}(n)=z~,~~~{\beta_1}(n)= 1~,~~~{\beta_ 2}(n)=- 1~,~~~ 
{\alpha_0}(n)=1. 


我 们 已 经 发 现 了 


等 式 


B.ztnk)+tnr+1k) -tn +2,k)= To,k + 1)- TA,k), 


zr(n,k)s(n,k)\hat t(nk)Ahat pn,k) = (n +1- k)k\bart(n,k) = 
中 T(n,k 于 \left(\begin{matrix}{n + 1 - kM\{k - 1}\end{matrix}\right){z^k}. 从 k=0 到 =n 
求 和 就 给 


BP \begin{aligned}z{S_n}(z) &+ \left( {{S_{n + 1}}(z)- 
\left(\begin{matrix}0\{n + 1 M\end{matrix}\right){z^{n + 1}}} \right) - \left( 
{{S_{n + 2}}(z)- \left\begin{matrix}0O\{n + 2}MNend{matrix}\right){z^{n + 

2}} - \left(\begin{matrix}1\{n + 1 MNend{matrix}\right){z^{n + 1}}} 
\right)\&~= T(n,n + 1) - T(n,0).\end{aligned} 


zleft(\begin{matrix}1\n+l\end{matrix}\right)z^{n+1}=\left(\begin{matrix 
又 对 所 有 宇 0 都 有 }0Wn\end{matrix}\right)z^{n+1}=T(n,n+1) ， 所 以 我 们 
得 到 


区 2 {S_{n+2}}(z) = {S_{n + 1}}(z) +z{S_n}(z)~,~~n \geqslant 
0.\guad\guad\quad\guad\quad(5.140) 


在 第 6 章 和 第 7 章 中 我 们 将 要 研究 这 种 弟 弟 归 式 的 解 ， 当 忆 {S_0}(z) = {S_1}(z) = 1 时 ， 那 两 章 里 的 方法 直接 
从 (5.140) 导出 封闭 形式 (5.74) 


再 讨论 一 个 著名 的 例子 将 使 这 一 图 景 完整 无 缺 ，1978 年 ， 法 国 数学 家 Roger Apkry 解 决 了 一 个 长 期 悬 而 未 
决 的 问题 ， 他 证 明了 数 到 zeta (3)=1+2{}A{ - 3} + {3^{ - 3}} + {4^{ - 3}} + \cdots 是 一 个 无 理 数 049 ， 其 证 
明 的 一 个 主要 部 分 包含 二 项 和 式 


Pn {A _n} =\sum\limits k 
{{{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}^2}} {\left(\begin{matrix} {n 
+ k}\K\end{matrix}\right)^2}~,\quad\quad\quad\quad\guad(5.141) 


对 于 这 些 和 式 ， 他 宣布 了 一 个 递归 式 ， 而 那 时 其 他 数学 家 还 无 法 对 此 进行 验证 ， ( 数 忆 {A_n} 从 那 时 起 被 
称 为 Apéry 数 ,我 们 有 {A_0}=1，P{A_1}=5,， PR{A 2}=73,， {A_3}=1445，P{A_4} = 33001. 

) 最 后 (356] ，Don Zagier 和 Henri Cohen 对 Apéry 的 计 公 断 找到 了 一 个 证 明 ， 而 他 们 对 这 个 特殊 (但 确 是 困难 ) 
的 和 式 给 出 的 证 明 ， 正 是 最 终 引 导 Zeilberger 发 现 我 们 正在 讨论 的 一 般 方 法 的 关键 线索 . 


实际 上 ， 到 目前 为 止 我 们 已 经 见 过 足够 多 的 例子 ， 这 使 得 (5.141) 中 的 和 式 平凡 得 几乎 唾 手 可 得 . 取 
zt(n,k) = {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)^2} 


{\left(\begin{matrix} {n + k}\k\end{matrix}\right)^2} 以 及 
zhat t(n,k) = {\beta_O0}(n)t(n,k) + {\beta_1}n)tn + 1,k) + {\beta_2}(n)t(n + 
2,k) ， 我 们 尝试 求解 (5.129) ， 其 


先 尝试 不 用 | 局 \beta_ 2 ， 但 是 很 快 就 失败 了 . ) 


\begin{aligned}&p(n,k)= {(n+1-k)^2}{(n +2-k)2}{\beta_0} 
(NN\&~~~~~~~~~~~~ + {(n+1+k)2}{(n +2-k)2}{\beta_1} 
(NN\&~~~~~~~~~~~~ +{(n+1+k)2}{(n +2+k)2}{\beta 2}(n) = \hat 
pn,k)~,\&{\bar t}(n,k)=t(n,k)/n+1-k) 2n+2-k)^2=(n+k)!^2/kI 和 4(n+2- 
k)!^2~,\&q(n,k) = {(n + 1+k)2}{(n +2-Kk) 2}~,\&r(n,k) = 
{k^4}~.\end{aligned} 


(我 们 不 担心 9 有 因子 PR(k + n+1) " r 有 因子 大 的 事实 ， 这 并 不 违反 (5.118) ， 因 为 我 们 是 把 n 视 为 变 
动 的 参数 ， 而 不 是 固定 不 hi 于 忆 q(n,k) -ro = - 2{kA3} + \cdots ， 我 们 可 以 令 
Edeg (s) = - Alambda lambda = -所 六 取 


zs(n,k) = {\alpha_2}(n){k^2} + {\alpha_1}(n)k + {\alpha_0}(n). 


这 样 选 择 的 s ， 递 归 式 (5.129) 就 归结 为 关于 
z-{\beta_0}(n),{\beta_1}(n),{\beta_2}(n),{\alpha_0}(n),{\alpha_1}(n), 

{\alpha_2}(n) 六 个 未 知 量 的 五 个 方程 . 例如 ， 
由 z2{k^0} 的 系数 给 出 的 方程 就 简化 成 


BE.{\beta_0} + {\beta_1} + {\beta_2} - {\alpha_0} - {\alpha_1} - {\alpha_2}= 
0; 


而 由 zk^4} 的 系数 给 出 的 方程 是 


BE fbeta 0} + fbeta_ 1} + {\beta 2} + {\alpha_1} + (6+6n+2{n^2}) 
{\alpha_2} = 0. 


另外 三 个 方程 更 为 复杂 . 但 是 要 点 在 于 : 这 些 线性 方程 (如同 在 到 达 Gosper-Zeilberger 算 法 的 这 一 阶段 时 
出 现 的 所 有 方程 一 样 ) 都 是 齐 次 的 (homogeneous) ， 它 们 的 右边 都 是 零 . 所 以 ， 当 未 知 数 的 个 数 超过 方 
程 的 个 数 时 ， 它 们 总 有 非 零 的 解 . 在 我 们 的 情形 中 ， 已 经 明确 有 一 个 解 是 


z-\begin{aligned}&{\beta_0}(n)= { +1)3}~,\&{\beta_1}(n){\rma{ = }}- 
(2n + 3)(17{n^2} + 51n + 39)~,\&{\beta 2}(n)= {(n + 2) 人 3}~,\& 
{\alpha_0}(n) = -16m + 1)(n +2)(2n + 3)&{\alpha_1}(n)=- 12(2n+ 
3)~,\&{\alpha_ 2}(n){\rm{ = }}8(2n + 3)~.\end{aligned} 


由 此 得 出 ， 


z2 \begin{aligned}&{(n + 1)^3}Hn,k)- (2n + 3)(17{n^2} + 5ln + 39)t(n + 
1,k)\&~~~~~~~~~~ + {(n+2)3}H(n +2,k)= Tn,k + 1)- 
T(n,k)~,\end{aligned} 


ZT(n,k) = {k^4}s(n,k)\bar tn,k) = (2n + 3)\eft( {8{k^2} - 12k - 16(n + 1)(n 
P i 2)} \right)n + JO{IA2HMk - D{IM4}0n + 2 -JIA2 关于 k 求 和 ， 就 得 出 Apéry 的 
令 人 难以 置信 的 递归 式 


B. {(n+1)3}H{A n} + {(n+2)3}{A_ tn+2}=(2n+3)(17{nA2} +51n + 
39){A_{n + 1}}.\quad\guad\quad\guad\quad(5.142) 


Gosper-Zeilberger 方 法 对 于 我 们 在 这 一 章 里 遇 到 过 的 所 有 和 式 都 有 效 吗 ? 不 . 当 tln, 包 是 (5.65) 中 的 求 和 
zleft(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){(k + 1){k - 1}}{(n - k + 1)^{n 
项 -k-1}} 时 ， 它 就 不 适用 ， 因 为 项 的 比 
值 Ft(n,k + 1D)/t(n,k) 不 是 上 的 有 理 巩 数 ， 对 于 处 理 Pt(n,k) = \eft(begin{fmatrixjnNkvendfmatrixj\righb{nAk} 
这 样 的 情形 它 也 失效 ， 因 为 另 一 个 项 的 比值 tn 十 1, 六 /tln, 胡 不 是 的 有 理 函 数 . (不 过 ， 我 们 可 以 通过 
对 lpAleft(\begin{matrix}n\K\end{matrix}\right){z^k} 求 和 ， 再 令 苞 z =n 来 处 理 它 ，) 对 于 相对 简单 的 形 如 
Pt(ng = 1/(nk + 1) 的 求 和 项 它 也 失效 ， 尽 管 忆 (nk + 1)/t(n,k) 和 tn 十)/t(n, 太 ) 孝 是 n 入 的 有 理 函 


中 ; 
I 


“ 当 Littlewood 教授 使 用 代数 恒等式 时 ， 他 总 是 让 自己 避免 陷入 证 明 它 的 烦恼 中 . 他 坚持 认为 : 一 个 恒等式 如 果 为 真 ， 那 么 任何 对 验证 
足够 迟钝 的 人 都 只 需 花 费 少许 笔墨 就 能 验证 它 . 在 下 面 几 页 里 ， 我 的 目的 是 驳斥 这 一 论断 . 


[89] 


一 一 FJ.Dyson 


只 要 求 和 项 tm 局 是 所 谓 的 正常 项 就 能 够 取得 成 功 . 所 


NS 
YI 
5 | 


但 是 Gosper-Zeilberger 算 法 确保 了 在 众多 情 
谓 正 常 项 是 指 可 以 表示 成 


z2 t(n,k) = f(n,k)\frac{{({a_l}n+ {a_1}k+ {a_1}")!\cdots \left( {{a_p}n+ 
{a p}k+ {a_p}"} vight)!}}{{({b_1l}n + {b_1}k+ {b_1}")!\cdots ({b_q}n 
+ {b_q}k + {b_q}")!}}{wAn}{z^k}\quad\quad\quad\quad\guad(5.143) 


区 式 的 项 . 这 里 jn 局 是 关于 和 上 的 一 个 多 项 式 ， 系 数 
忆 {fa_1},{a_lj, \cdots ,{a_p},{a_p}',{b_1},{b_1}', \cdots ,{b_q},{b_q}' 是 指定 的 整数 常数 ， 参 数 Bw 和 > 不 


要 tln， k) 是 一 


汝 
汪 


等 于 零 ， 而 其 他 的 量 Pa_1",\cdots,a_p",b_1",\cdots,b_q" 则 是 任意 的 复数 .我们 将 要 证 
个 正常 项 ， 就 存在 不 全 为 零 的 多 项 式 50(n),… ,Bln) 以 及 一 个 正常 项 T(n,k) ， 使 得 


区 {\beta_0}(n)t(n,k) + \cdots + {\beta_l}(mMt(n + 1,k)= Tn,k + 1)- 
T(n,k)\guad\quad\guad\quad\guad(5.144) 


上 


如 果 t(n, 上 不) 与 nn 无关， 会 怎样 ? 


下 面 的 证 明 归 功 于 Wilf 和 Zeilbergerl374] . 


设 N 是 使 n 增加 1 的 算 子 ，K 是 使 增加 1 的 算 子 ， 举 例 来 说， 这 样 就 有 
{NA2}{K^3}tQn,k) = tn + 2,k + 3). 我 们 要 来 研究 关于 NN 、K 和 nn 的 线性 差分 算 子 ， 也 就 是 形 如 


z2 H(N,K,n) = \sum\limits_ {i= 0MI {f\sum\limits_{i = 0}AJ {{\alpha_{i,j}} 
n){NA^i}{KNj}} MNquad\qguad\quad\guad\quad(5.145) 


的 算 子 多 项 式 ， 其 中 忆 {\alpha_{i,j}}(n) 是 关于 n 的 多 项 式 ， 我 们 发 现 的 第 一 个 事实 是 ， 如 果 tln, 是 任何 
一 个 正常 项 ， 且 PH(N,K,n) 是 任何 个 线性 差分 算 那么 PCH(N,K,n)t(nyk) 就 是 一 个 正常 项 .假设 t 和 
互 分 别 由 (5.143) 和 (5.145) 给 出 ， 那么 我 们 就 定义 了 一 个 基础 项 ”( (base term) 


B. \bar t{(n,k)_{1,J}} = \frac{{\prod\nolimits_{i= 1}p {({a_ i}n + {a_ i}'k+ 
{a i}I[{a_ i} <0] + {a i}J[{a i}' <0]+ {a iD }}{{\prod\nolimits_{i= 
1}g {({b_i}n + {b_i}k + {b_i}I[{b_i} > 0] + {b_i}J[{b_i}' > 0] + {b_i}")} 
!}}{wAn} {zk}. 


例如 ， 如 果 t(n, 有 是 FAeft(begin{matrix}{n - 2k}Neendfmatrixjvighb = (n - 2k)Wk!(n - 3k)! ， 那 么 与 次 数 
为 I 和 J 的 线性 差分 算 子 对 应 的 基础 项 就 是 PAbar t{(n,k)_{],J)}} = (n-2k-2JDWVKk+!(n - 3k +D!. 关键 点 在 
于 : 只 要 2.0 \leqslant i \leqslant 1 HL 220 \leqslant j \leqslant ] ，z2{\alpha_{i,j}}(n){NA}{KA 介 }t(n,k) 就 等 于 

起 bar t{(n,k)_{I,J}} 乘 以 一 个 关于 n 和 的 多 项 式 . 多 项 式 的 一 个 有 限 和 式 是 一 个 多 项 式 ， 所 以 
z2H(N,K,n)t(n,k) 有 所 要 求 的 形式 〈5.143) . 


下 一 步 要 证 明 ， 只 要 tm 局 是 正常 项 ， 就 总 是 存在 一 个 非 零 的 线性 差分 入 


BH(N,K,n)t(nk) = 0. 


者 
中 


5z-H(N,K,n) ， 使 入 


如 果 z20 \leqslant i \leqslant I 日 220 \leqslantj \eqslant . 则 平移 后 的 项 {NAi}{K 介 }t@n,k) 就 等 于 
zAbar t{(n,k)_{1,J}} 乘 以 一 个 关于 和 大 的 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 关 于 变量 大 的 次 数 至 多 是 


zs \begin{aligned}{D_{1,J}} =\deg (人 &+ \bigl| {{a_1}} \biglll + bigl| 
{{a_1}'} \bigllJ + \cdots + \bigl| {{a_p}} \biglll + \bigl| {{a_p}'} biglJNSx+ 
\bigl| {{b_1}} \biglll + \bigl| {{b_1}'} \bigllJ + \cdots + \bigl| {{b_q}} \bigl|I 
+ \bigl| {{b_q}'} \bigl|J.\end{aligned} 


天 此 ， 如 果 我 们 能 求解 出 关于 (+ 1)(J + 1) 个 变量 避 {\alpha_{ij}}(n) 的 忆 {D_{1J}}+1 个 齐 次 线性 方 
程 ， 这 些 方程 的 系数 是 的 多 项 式 ， 那 么 所 要 求 的 五 就 存在 . 我 们 所 需要 做 的 就 是 选择 足够 大 的 和 J 
， 使 得 II+DU+D>{D Jr+iL 例 如 ,我们 取 PI=2A'+1 以 及 =J=2A+vdeg( ， 其 中 


已 \begin{faligned}A &= \bigl| {{a_1}} \bigl| + \cdots + \bigl| {{a_p}} \bigl| + 
\bigl| {{b_1}} \bigll + \cdots + \bigl| {{b_q}} \biglj;\A' &= \bigl {{a_1}'} 
\bigl| + \cdots + \bigl| {{a_p}'} \bigl| + \big]| {{b_1}'} \bigl| + \cdots + \bigl| 
{{b_q}'} \bigll.\end{aligned} 


证 明 的 最 后 一 步 是 从 方程 z-H(N,K,n)t(n,k) = 0 过 渡 到 (5.144) 的 解 . 设 选 取石 使 得 J 最小， 也 就 是 说 ， 
使 得 关于 KK 有 可 能 的 最 小 次 数 . 对 某 个 线性 差分 算 子 52G(N,K,n) ， 我 们 可 以 记 


BH(N,K,n) = HIN,Ln - (K - DG(N,Kn). 


这 里 的 技巧 在 于 将 瑟 视 为 关于 KK 的 一 个 多 项 式 ， 然 后 用 攻 \Delta+l 代替 大. 


设 PH(N,1,n) = {\beta | 0}(n) + {\beta_1}(n)N + \cdots + {\beta 1}(n){NAL} 以 及 z:T(n,k) = G(N,K,n)t(n,k) ， 那 
么 工 m, 局 是 一 个 正常 项 ， (5.144) 成 立 . 
证 明 几 乎 就 要 完成 了 ， 我 们 仍然 需要 检验 PH(N,1,n) 并 非 简 单 的 零 算 子 .如 果 它 是 ， 那 么 Tln, 太 ) 就 与 上 无 
关 . 所 以 就 存在 多 项 式 {\beta_0}(n) 和 证 {\beta_1}(n) ， 使 得 
大 Neft( { {\beta_{\rm{0}}}(n) + {Wbeta_1}(n)N} vight)T(n,k) = 0. 但 要 是 那样 ， 
Oe et er nse 分 算 子 ， 
它 使 得 tm 癌变 为 零 . 这 与 了 的 最 小 性 矛盾 ， 由 此 我 们 对 (5.144) 的 证 明 就 完成 了 

且 知 道 了 (5.144) 对 某 个 正常 项 工 成 立 ， 我 们 就 能 确信 : Gosper 算 法 将 会 成 功 地 求 出 TT (或 者 T 加 上 
一 个 常数 ) .尽管 我 们 只 对 单 变 量 志 的 超 几 何 项 tl) 的 情形 证 明了 Gosper 算 法 ， 但 是 我 们 的 证 明 可 以 推 
到 如 下 两 个 变量 的 情形 ， 存 在 无 穷 多 个 复数 n， 使 得 当 (mn, 人 ) 和 由 x(nk) 完全 分 解 成 关于 上 的 多 项 式 时 ， 
条 件 (5.118) 成 立 ， 而 且 对 于 这 样 的 复数 ， a ne 
这 样 的 nw， 我 们 前 面 的 证 明 表明 存在 一 个 关于 的 合适 的 多 项 式 st 局 ， 因 此 也 存在 关于 n 和 上 大 的 一 个 合 
适 的 多 项 式 zs(n,k). 证 明 完毕 . 
我 们 已 经 证 明了 ， 对 某 个 7， Gosper-Zeilberger 算 法 将 求 得 (5.144) 的 一 个 解 ， 其 中 1 尽 可 能 地 小 . 2 
给 出 一 个 关于 的 递归 式 ， 它 可 以 用 来 计算 任何 正常 项 萎 2, 局 对 大 求 和 的 和 式 ， 上 只要 in 月 仅 对 有 限 多 
当然 ，n 和 大 的 角色 可 以 题 个 过 来 ， 姑 为 (5.143) 关于 正常 项 的 定义 是 关于 全 和 上 对 称 
习题 98 一 108 提 供 了 Gosper-Zeilberger 算 法 的 其 他 例子 ， 它 们 描述 了 这 一 算法 的 多 种 用 途 . Wilf 和 
zeilberger274 将 这 些 结果 加 以 极 大 扩展 ”使 之 成 为 处 理 广 义 二 项 式 系数 以 及 多 重 求 和 指标 的 方法 
习题 
热身 题 
1 {11^4} 是 多 少 ? 对 一 个 知道 二 项 式 系数 的 人 来 说 ， 为 什么 这 个 数 容易 计算 ? 
2 ” 当 是 一 个 正 整数 时 ， 上 大 为 何 值 ， (Os 证 明 你 的 答案 . 
3 ”证 明 六 边 形 性 质 

FP \left(\begin{matrix}{n - 1}M\{k - 
lMNend{matrix}\right)\left(\begin{matrix}n\{k + 
lMend{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{n + 1}\k\end{matrix}\right) = 
\left(\begin{matrix}{n - 1},\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{n + 
1}\{k + 1}MNend{matrix}\right)\left(\begin{matrix}n\{k - 
lMend{matrix}\right). 

4 ”通过 反 转 上 指标 (实际 上 是 将 负 的 上 指标 改变 为 正 的 值 ， 来 计算 


zAleft(\begin{matrix}{ - 1}\k\end{matrix}\right). 


5 设 了 是 一 个 素数 . 证 明 对 了 
项 式 系数 
6 ”通过 正确 应 用 对 称 性 来 对 
这 是 一 个 搞 错 了 的 恒等式 的 例子 . 
7 当 大 <0 时 ， (5.34) 仍然 为 真 吗 ? 
8 计算 


5.2 节 中 问题 6 的 推导 进行 修正 


Fz0<k<p 有 ee te 0 p=0. 对 二 
zeft(\begin{matrix}{p - 1}Neend{fmatrixjighb 这 意味 着 什么 ? 


BAsSumMimits_k {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){{( - 1)}^k}{{(1 
- k/n)}An}}. 


当 非常 大 时 这 个 和 式 的 近似 值 是 什么 ? 提示 : 对 某 个 函数 了 上， 该 和 式 等 于 户 {\Delta ^n}f(0). 
9 证 明 (5.58) 中 的 广义 指数 级 数 服 从 规则 


2{\mathcal{E }_t}(z) = \mathcal{E}{(tz)^{1/t}},\quad t \neq 0， 


这 里 ENmathcal{E}(z) 是 忆 {\mathcal{E}_1}(z) 的 缩写 . 


10 ”证明 芭 2\eft( {\n (1 - z) +z} \right)/{z^2} 是 超 几何 函数 . 
11 ”将 两 个 函数 


js: \begin{alignedM\sinz &=z-\frac{{{z^3}}}{{3!}} + \frac{{{z^5}}} 
{{5!}} - \frac{{{z^7}}}{{7!}} + \cdots\arcsin z &= z + \frac{{1 \times 
{z^3}}}{{2 \times 3}} + \frac{{1 \times 3 \times {z^5}}}{{2 \times 4 \times 
5}} + \frac{{1 \times 3 \times 5 \times {2z^7}}}{{2 \times 4 \times 6 \times 
7}} + \cdots\end{aligned} 


3 超 几 何 级 数 的 项 表示 出 来 . 
12 下面 大 的 画 数 中 ， 哪 些 是 5.7 节 中 所 定义 的 超 几何 项 ?” 说明 是 或 者 非 的 理 


a BF.{nAKkT. 


| 


b 世 {kAn}. 


cwAleft( {k! + (k + 1)!} \right)/2. 


d 臣 {H_k} ， 也 就 是 二 \frac{1}{1} + Mfrac{1}{2} +\cdots + \frac{1}{k}. 


e z-1\biggl\begin{pmatrix}n\k\end{pmatrix}. 


f zt(k)T(k) ， 其 中 上 和 工 是 超 几何 项 . 
(这 里 tt 和 工 并 不 一 定 有 (5.120) 中 那样 的 关系 ，) 


g >A(k) +T(k) ， 其 中 上 和 工 是 超 几何 项 . 


h zxt(n -k) ， 其 中 上 是 超 几 何 项 


iat(o + bt(k+ 1)+ ct(k+2)， 其 中 t+ 是 超 几 何 项 . 


j eleftNceil {k/2} \right\rceil. 


k zxk[k > 0]. 


基础 题 


13 “ 找 出 习题 4.55 的 超 阶 乘 函数 2AP_n} = \prod\nolimits_{k = 1}n {k!}、 超 阶乘 函数 
P{Q_n} = \prodmolimits_{k = 1}An {{k^k}} 以 及 乘积 

ez.{R_n} =\prod\nolimits_{k = 0}An 

{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} 之 间 的 关系 . 


14 ”在 范 德 蒙 德 卷 积 (5.22) 中 用 反 转 上 指标 的 方法 证 明 恒 等 式 (5.25) . 然后 指出 ， 另 一 个 反 转 得 到 
(5.26) . 


zxAsummolimits_k {{{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}^3}{{(- 


15 IJ)}Ak}} 等 于 多 少 ? 提示 : 见 
(5.29) . 
16 ”计算 和 式 

BP \sum\limits_k {\left(\begin{matrix}{2a}\{a+ 


kNMNend{matrix}\right)\eft(\begin{matrix} {2b}\\M{b + 
kNM\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{2c}\{c + kMN\end{matrix}\right) 
{{(- 1)} 人 ^k}}, 


中 a, b,c 为 非 负 整数 . 


17 ” 找 出 pANeft(\begin{matrix}{2n - 12}Nnvend{tmatrix}righb 与 
zAleft(\begin{matrix}{2n - 1/2}\{2n}Nend{matrix}\right) 之 间 的 一 个 简单 关系 . 


18 ” 找 出 乘积 


PF \left(\begin{matrix}r\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{r - 
1/3}\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{r - 2/3}\k\end{matrix}\right) 


与 (5.35) 类 似 的 另 一 种 形式 . 
19 ”证 明 : (5.58) 中 的 广义 二 项 级 数 服从 规则 
z-{\mathcal{B}_t}(z) = {B_{1-t}}H{(-2z)^{ -1}}. 
20 在 (5.76) 中 用 下 降 需 代替 上 升 需 ， 用 公式 
| G\left(\begin{matrix}{{a_1}, \cdots ,{a_m}}\{{b_1}, \cdots, 
{b_n} Mend{matrix} \biggllz \right) = \sum\limits_{k \geqslant 0} 
{\frac{{a_1^{\underline k }...a_m^{\underline k }}}{{b_1^{\underline k 
}...b_n^{\underline k }}}\;\frac{{{z^k}}}{{k!}}} 
定义 广义 降 品 几何 级 数 (bloopergeometric series) . 解释 G 与 有 何 关系 . 


21 证明: 当 zz=m 是 正 整数 时 ， (5.83) 的 极限 是 1/m! ， 以 此 来 证 明 欧 拉 对 阶乘 的 定义 与 通常 的 定 


22 ”利用 (5.83) 证 明 阶 乘 加 倍 公式 (factorial duplication formula) : 


BP x!\left( {x - \frac{1}{2}} \right)! = (2x)!\left( { - \frac{1}{2}} 
\right)/{2^{2x}}. 


顺便 指出 有 [Neft(-\frac{1}{2}\right)!=\sqrt{\pi} . 


23 ”BF(-n,1;;D 的 值 是 什么 ? 


zsAsum\nolimits_k {\left(\begin{matrix}n\{m + 
kNMNend{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{m + k} \{2k Mend{matrix}\right) 
24 超 几 何 级 数 求 {4^k}}. 


25 证明 


z-({a_1} - {b_1})F\left(\begin{matrix}{{a_1},{a_2}, \cdots ,{a_m}}M\{{b_1} 
+1,{b_2}, \cdots ,{b_n} Mend{matrix}\biggllz \right)= 
{a_1}F\left(\begin{matrix}{{a_1} +1,{a_2}, \cdots ,{a_m}}\{{b_1}+1, 
{b_2}, \cdots ,{b_n}}M\end{matrix} \biggllz \right) - 
{b_1}F\left(\begin{matrix}{{a_1},{a_2}, \cdots ,{a_m}}\{{b_1},{b_2}, 
\cdots ,{b_n} Mend{matrix} \biggllz \right). 


求 超 几何 级 数 
BE.FNeft( \begin{matrix}{{a_1},{a_2},{a_3}, \cdots ,{a_m}}\{{b_1}, \cdots, 
{b_n}}M\end{matrix} \biggllz \right) 
js: F\left(\begin{matrix}{{a_1} +1,{a 2},{a_3}, \cdots ,{a_m}}\{{b_1)}, 
\cdots ,{b_n} }\end{fmatrix} \biggllz \right) ， 以 及 
zw: F\left(\begin{matrix}{{a_1},{a 2} +1,{a_3},\cdots ,{a_ m}}M\{{b_1}, 
\cdots ,{b_n}}\end{matrix} \biggl|lz \right) 
之 间 的 类 似 关 系 . 


26 ”将 公式 


BP F\left(\begin{matrix}{{a_1}, \cdots ,{a_m}}\{{b_1}, \cdots, 
{b_n}}M\end{matrix}\biggllz \right) = 1 + G(z) 


中 的 函数 z2G\eft( z \right) 表示 成 一 个 超 几何 级 数 的 倍数 . 


27 ”证 明 


zw- F\Biggl(\begin{matrix}{{a_1},{a_1} + \frac{1}{2}, \cdots ,{a_m},{a_m} 
+ \frac{1}{2}}M\{{b_1},{b_1}+\frac{1}{2}, \cdots ,{b_n},{b_n} + \frac{1} 
{2},\frac{1}{2}}M\end{matrixM\Biggl| (2^{m-n-1}z)^2\Biggr) = \frac{1} 
{2}left( {F\left( \begin{matrix} {2{a_1}, \cdots ,2{a_m}}\M{2{b_1}, \cdots 
,2{b_n} Mend{matrix} \biggllz \right) + F\left( \begin{matrix} {2{a_1}, \cdots 
,2{a_m}}\{2{b_1}, \cdots ,2{b_n} MNend{matrix} \biggl| - z \right)} \right).. 


28 ”应 用 普法 夫 的 反射 定律 (5.101) 两 次 ， 证 明 欧 拉 恒 等 式 : 
z2 F\left(\begin{matrix}{a,b} \C\end{matrix}\biggllz \righb = {(1 - z)^{c-a- 
b}}F\left(\begin{matrix}{c -a,c - b} \Q\end{matrix} \biggllz \right). 
29 ”证 明 : 合流 超 几 何 级 数 满足 
zs: {{\rme}^z}F\left(\begin{matrix}a\b\end{matrix} \biggl| - z \right) = 
F\left(\begin{matrix}{b - a} \b\end{matrix} \biggllz \right). 
30 ”什么 样 的 超 几 何 级 数 已 满足 zzF'(z) + F(z) = 1/(1-z)? 


31 证 明 : 如 果 斤 局 是 任何 一 个 可 用 超 几 何 项 求 和 的 函数 ， 那 么 了 本 身 就 是 一 个 超 几 何 项 例如， 如 果 
BAsum {f(k)\delta k} = cF{({A_1}, \cdots ,{A_M};{B_1}, \cdots, 
{B_N};Z) k} +C ， 那 么 就 存在 常数 
己 {a_ lj,\cdots ,{a_m},{b_1}, \cdots ,{b_n} 和 = ， 使 得 f(*) 是 (5.115) 的 倍数 . 


也 


32 “用 Gosper 方 法 求 esum {{kA2j}Ndelta k}. 


33 “利用 Gosper 方 法 求 esum {\delta K/({k^2} - 1)}. 
34 证明， 部 分 超 几 何 和 式 总 可 以 表示 成 通常 的 超 几 何 级 数 的 极限 : 


za{\sum\limits_{k \leqslant c} {F\left(\begin{matrix}{{a_1}, cdots ,{a_m}A 
{{b_1}, \cdots ,{b_n}}Mend{matrix} \biggllz \right)} _k} = \mathop {\lim 
}Himits_{\varepsilon \to 0} F\left(\begin{matrix}{ - c,{a_1}, \cdots, 
{a_m}}\{\varepsilon - c,{b_1}, \cdots ,{b_n} Mend{matrix} \biggllz \right), 


这 里 c 是 一 个 非 负 整数 ( 见 (5.115) ) . 利用 这 个 思想 来 计算 


pMsum\nolimits {k \leqslant m} {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) 
{{(- 1)}^k}}. 


作业 题 


Asum\nolimits_{k \leqslant n} {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) 
35 ”如 果 没 有 上 下 文 ， 记号 {2^{k -mn}}} 
混 不 清 的 .在 下 列 情况 下 计算 它 : 


a 将 它 视 为 关于 大 的 和 式 ; 
b 将 它 视 为 关于 的 和 式 . 


36 ” 设 坟 是 素数 1 


= 


37 ”证 明 对 阶乘 髓 有 一 个 与 二 项 式 定 理 类 似 的 结果 成 立 ， 也 就 是 说 ， 证 明 恒 等 式 


Be \begin{aligned}&{(x + y){\underline n }} = \sum\limits k 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){x^{\underline k }} 
{y^{\underline {n - k} }}},\&{(x + y)^{\overline n }} = \sum\limits_k 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){x^{\overline k }}{y^{\overline 
{n- k} }}},\end{aligned} 


对 所 有 的 非 负 整数 n 成 立 . 


38 ”证 明 :; 所 有 的 非 负 整数 n 都 可 以 用 唯一 的 方式 表示 成 

zn = \left(\begin{matrix}a\l\end{matrix}\right) + 

\left(\begin{matrix}b\2\end{matrix}\right) + 

\left(\begin{matrix}c\3\end{matrix}\right) tf 中 和 cc、b 和 < 是 满足 
20 \Jeqslant a <b <c 的 整数 . (这 称 为 组 合 数 系 (combinatorial number tn Se 


39 ”证 明 : 如 果 Pxy = ax+by， 那 么 对 所 有 n> 0 都 有 


z.{xAnj{tyAn} = \sum\limits_{k = 1}n {\left(\begin{matrix}{2n - 1 - kM\{n - 
lMNend{matrix}\right)({a^n}{b^{n - k}}{x^k} + {a^{n - k}}{bAn}{y^k})}. 


日 
十 忆 


了 


的 整除 + n}\m\end{matrix}\right) 的 最 大 怖 ， 其 中 心 和 nn 是 非 
负 整 数 . 证 明 : 上 是 在 了 P 进 制 系统 中 将 mm 加 到 nn 上 时 所 产生 的 进位 的 个 数 . 提示 : 习题 4.24 对 这 个 问题 


对 更 加 般 的 乘积 zi{x^m}{y^n} 求 一 个 类 似 的 公式 ， (例如 ， 当 zx= VCz-O 以 及 zy=1(z-d) 时 ， 这 


些 公式 给 出 有 用 的 部 分 分 式 展开 


40 ” 求 出 
PA \sum\limits_{j =1}Am {{{(- 1)}^{j + 
1}}\left(\begin{matrix}r\j\end{matrix}\rightN\sum\limits_{k = 1}An 
{\left(\begin{matrix}{ - j +rk + s}M\{m - jM\end{matrix}\right)} } ， 整数 m,n 二 0 


的 封闭 形式 ，. 
41 当 n 是 一 个 非 负 整 数 时 ， 计 算 


Asum\nolimits_k {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)k!l/n + 1+ 
k)!}. 


BASumNleft((-1)AxbigglAleft(Cbegin{fmatrix}jnNkend{tmatrix}NrighbNrightNdel 
42 ” 求 不 定 和 式 ta x ， 并 利用 它 在 
BAsumNolimitsAm_{k=0} 
z20 \leqslant m \leqslant n 时 将 和 式 (-1)^k\biggl 人 left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) 
表示 成 封闭 形式 . 


43 ”证 明 三 重 二 项 恒等式 (5.28) . 提示 : 首先 用 
FAsum\nolimits j {\left(\begin{matrix}N\{m + n - 

j}\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}k\\j\end{matrix}\right)} 代替 
zleft(\begin{matrix}{r + k}\{m + nMNend{matrix}\right). 


44 ”给 定 整数 zim \geqslant a \geqslant 0 以 及 zn \geqslant b \geqslant 0 ， 利 用 恒等式 (5.32) 求 出 二 重 和 


式 
BP \sum\limits_{j,k} {{{(- 1)}^{j + k}}\left(\begin{matrix}{j + 
k}\j\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}a\j\end{matrix}\right)\left(\begin 
{matrix}b\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{m +n-j- kM\{m- 
j}M\end{matrix}\right)} 
以 及 


BE.  \sum\limits {j,k\geqslant0} {{{(- 1)}^{j + k}}\left\begin{matrix} 

{a}l\j\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}m\j\end{matrix}\right)\left(\beg 

in{matrix}b\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) 
\biggl\left(\begin{matrix}{m + n M{j + kM\end{matrix}\right)} 


的 封闭 形式 ，. 


pAsum\nolimits_{k \leqslant n} {\left(\begin{matrix} 


45 ” 求 出 {2k}Nkend{fmatrixjNrighbD{f4A{ - k}}} 的 封闭 形式 
46 ” 当 n 是 正 整数 时 ， 将 下 列 和 式 计算 成 封闭 形式 : 
PF \sum\limits_k {\left(\begin{matrix} {2k - 


1}\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{4n - 2k - 1}M\{2n - 
kM\end{matrix}\right)\frac{{{{(- 1)} 人 ^{k - 1}}}}{{(2k - 1)(4n - 2k - 1)}}}. 


提示 : 生成 画 数 再 次 获得 成 功 . 
47 ”和 式 


PB \sum\limits_k {\left(\begin{matrix} {rk + 
sl\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix} {rn -rk - sM\{n - 
kNMNend{matrix}\right)} 
是 关于 r 和 s 的 一 个 多 项 式 . 证 明 它 与 s 无关. 


zwAsum\nolimits_{k = 0}^n {\left(\begin{matrix}{n + 


48 ”恒等式 k}\n\end{matrix}\right){2^{ - k}}} = {2An} 可 以 和 公式 
Asum\nolimits_{k \geqslant 0} {\left(\begin{matrix}{n + 
k} \n\end{matrix}\right){zAk}} = 1/{(1 - z)^{n + 1}} 组 合 起 来 得 到 


zs \sum\limits_{k > n} {\left(\begin{matrix}{n + k}\n\end{matrix}\right) 
{2^{ - k}}} = {2^n}. 


后 面 这 个 恒等式 的 超 几 何 形式 是 什么 ? 
49 “利用 超 几 何方 法 计算 


BP \sum\limits_k {{{(- 
1)}^k}\left(\begin{matrix}x\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix} {x + n 
-k}\{n -kMNend{matrix}\right)frac{y}{{y + n - k}}}. 
50 比较 方程 两 边 2" 的 系数 的 方法 来 证 明 普 法 夫 反射 定律 (5.101) . 


51 ”(5.104) 的 推导 过 程 表 明 


sz {\lim\nolimits_{\varepsilon \to 0}}F\left( { - m, - 2m - 1 + \varepsilon ; - 
2m + \varepsilon ;2} \right) = 1\biggl\left(\begin{matrix}{ - 
1/2}M\m\end{matrix}\right). 


下 这 个 习题 里 我 们 将 看 到 ， 对 于 退化 的 超 几 何 级 数 zxF( - m, - 2m - 1; - 2m;2) ， 稍 微 不 同 的 极限 过 程 会 导致 
完全 不 同 的 答案 . 


a 用 普法 夫 反 射 定 律 证 明 对 所 有 整数 m > 0 有 恒等式 


BF(a, - 2m - 1;2a;2) = 0, 


sz-{\lim\nolimits_{\varepsilon \to O}}F( - m + \varepsilon,- 2m - 1;- 2m + 
由 此 证 明 2\varepsilon ;2) = 0. 


z-{\lim\nolimits_{\varepsilon \to O}}F( - m + \varepsilon ,-2m-1;-2m+ 
b \varepsilon ;2) 等 于 什么 ? 


52 ”证 明 : 如 果 N 是 非 负 整数 ， 则 有 


2-{%} 


53 ”如 果 我 们 在 高 斯 恒等式 (5.110) 中 置 Pb = - frac{1}{2} 以 及 z=1， 左 边 就 化 为 -1， 而 右边 就 变 成 
+1. 为 什么 这 并 不 能 证 明 -1=+1? 


54 ”说 明 (5.112) 的 右边 是 如 何 得 到 的 . 
55 ”如 果 对 所 有 不 宕 0 超 几 何 项 Pt(k) = F{({a_1}, \cdots ,{a_m};{b_1}, \cdots ,{b_n};z) k} 和 


ZT(k) = F{({A_1}, \cdots ,{A_M};{B_1}, \cdots ,{B_N};Z)_k} 满足 zt(k) = Cleft({TGk + 1) - T(k)} \right) ， 
证 明 rz =Z 以 及 mm-n=M-N. 


56 ”利用 Gosper 方 法 对 PNsum {\left(\begin{matrix}{ - 3}\K\end{matrix}\right)\delta k} 求 一 般 的 公式 . 证 明 
z-{(- 1)^{k -1}}eft\lfloor {\frac{{k + 1}}{2}} \right\rfloor \left\lfloor 
{\frac{{k + 2}}{2}} right\rfloor 也 是 一 个 解 . 


57 ”给 定 n 和， 利用 Gosper 方 法 求 一 个 常数 zaAtheta ， 使 得 


22 \sum {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){z^k}(k + \theta )\delta 
k} 


是 可 以 用 超 儿 何 项 求 和 的 . 


58 ”如 果 m 和 nn 是 满足 220 \leqslant m \leqslantn 的 整数 ， 设 


PN {T_{m,n}} = \sum\limits_{0 \leqslant k <n} 
{\left(\begin{matrix}k\m\end{matrix}\right)\frac{1}{{n - k}}}. 


求 忆 {T_{mn}} 和 CB{T_{m- ln-1}} 之 间 的 一 个 关系 ， 然 后 应 用 求 和 因子 法 来 求解 递归 式 . 
考试 题 


59 当 m 和 nn 是 正 整数 时 ， 求 出 


jw: \sum\limits _{k \geqslant 1} {\left(\begin{matrix}n\{\left\lfloor {{{\log 
}_m}k} \right\rfloor Mend{matrix}\right)} 


的 封闭 形式 ，. 


60 ” 当 m 和 nn 两 者 都 很 大 时 ， 利 用 斯 特 林 近似 (4.23) 来 估计 
zAleft(\begin{matrix}{m + niNnend{fmatrixjrighb. 当 sam = n 时 ， 你 的 公式 转化 成 了 什么 ? 


61 证明: 当 P 为 素数 时 ， 对 所 有 的 非 负 整数 mm 和 nn 有 


zs \left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right) \egquiv \left(\begin{matrix} 
{\left\lfloor {n/p} \right\rfloor }\{\left\lfloor {nm/p} 
\right\rfloor}M\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix} {nm\bmod p} \{m\bmod 
ph\end{matrix}\right)\left( {\bmod p} \right). 


62 ”假设 了 是 一 个 素数 旦 m 和 nn 是正 整 数 ， 确 定 
zAleft(\begin{matrix} {np}\{mp}\end{matrix}\rightN\bmod {p^2} 的 值 ， 提 示 : 你 或 许 希 望 应 用 范 德 蒙 德 卷 积 
的 如 下 推广 : 


z2 \sum\limits_{{k_1} +{k 2} +\cdots+ {k_m} = n} {\left(\begin{matrix} 
{{r_1}}\{{k_1}}M\end{matrix}\right)} \left(\begin{matrix}{{r_2}}\\ 
{{k_2}}M\end{matrix}\right) \cdots \left(\begin{matrix}{{r_m}}\\ 
{{k_m}}MNend{matrix}\right) = \left(\begin{matrix}{{r_1} + {r_2} + \cdots + 
{r_m}}\nmend{matrix}\right). 


63 ”给 定 整数 nn0， 求 出 


区 2 \sum\limits_{k = 0}n {{{(- 4)}^k} left(\begin{matrix}{n +kAN 
{2k}M\end{matrix}\right)} 


的 封闭 形式 . 


wzAsum\limits_{k = 0}^n\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) \biggl/ 
64 “给 定 整数 风 >0 ， 计 算 eft\lceil {\frac{{k + 1}}{2}} \right\rceil. 


65 证明 


za\sum\limits_k {\left(\begin{matrix}{n - 1}\k\end{matrix}\right){n^{ - k}} 
(k+1)!}=n. 


66 ”计算 作为 m 的 函数 的 “Harry 二 重 和 式 ” 


ez. \sum\limits_{0 \leqslant j \leqslant k} {\left(begin{matrix}{ - 1}M\{j - 
\Jeft\lfloor fsqrt {k -j} } \right\rfloor 
Mend{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}j\m\end{matrix}\right)\frac{1} 


{{{2}}}} ， 整数 zm \geqslant 0. 
(对 7 与 上 两 者 求 和 . ) 
67 ” 求 出 
FP \sum\limits_{k = 0}n {\left(\begin{matrix} 
{\left(\begin{matrix}k\2\end{matrix}\right)} \2\end{matrix}\right)\left(\begi 
n{matrix} {2n - k} \mend{matrix}\right)} ， 整 数 nn 宇 0 


的 封闭 形式 . 


68 ” 求 出 
zAsum\limits_k {\left(\begin{matrix}n\K\end{matrix}\right)\min (k,n - k)} ， 整数 nn 宕 0 

的 封闭 形式 . 

69 ” 求 出 作为 m 和 n 的 函数 


z2\mathop {\min }Mlimits_\begin{matrix}{{k_1}, \cdots ,{k_m} \geqslant 0 和 
{{k_1}+\cdots + {k_m} = nMend{matrix}\right) \sum\limits_{j = 1}Am 
{\left(\begin{matrix}{{k_j}}\2\end{matrix}\right)} 


的 封闭 形式 . 


70” 求 出 
PA \sum\limits k 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix} 
{2k} \k\end{matrix}\right){ {\left( {\frac{{ - 1}}{2}} \right)}^k}} ， 整 数 nn 宇 0 
的 封闭 形式 . 
71 设 


BE. {S_n}=\sum\limits_{k \geqslant 0} {\left(\begin{matrix}{n + k}\{m+ 
2kNMNend{matrix}\right){a_k}}, 


生成 函数 . 
a 将 生成 函数 PS(z) = \sum\nolimits_{n \geqslant 0} {{S_n}{zAn}} 用 44z) 表示 出 . 
b 利用 这 一 技术 求解 5.2 节 中 的 问题 7. 


72 ”证 明 : 如 果 和 my、n 入 是 整数 且 n>0， 则 


zs:  \left(\begin{matrix}{m/n}\k\end{matrix}\right){n^{2k - \nu \left( k 
\right)}} 


是 一 个 整数 ， 其 中 enu (k) 是 上 的 二 进 制 表 示 中 1 的 个 数 . 
73 ”利用 成 套 方法 求解 递归 式 


B. \begin{aligned}{X_0} = \alpha,~~~~~~~~ &{X_1}=\beta\{X_n}=(n- 
1)(&{X_{n-1}}+{X_{n-2}}),~~n > 1\end{aligned} 


提示 : n! 和 这 两 者 都 满足 此 递归 式 ， 


74 ”这 个 问题 涉及 帕斯卡 三 角形 的 一 种 非 正常 形式 ， 其 边 上 的 数 由 1,2,3,4,… 组 成 ， 而 不 是 全 由 1 组 成 ， 
管 里 面 的 数 仍然 满足 加 法 公式 : 


让 中 m 和 n 是非 负 整 数 ， 又 设 启 A(z) = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {{a_k}{z^k}} 是 序列 (ao;Q1,042,…) 的 


六 


如 果 ENeft( {\left(begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} \right) 表示 第 nn 行 中 的 第 上 个 数 (对 1<kg<n)， 


zwAleft( {\left(\begin{matrix}n\lN\end{matrix}\right)} \right) = \left( 
我 们 就 有 {\left(begin{matrix}nWn\end{matrix}\right)} \right) = n ， 且 对 已 1 <k<n 有 


FAleft( {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} \right) = \left( 
{\left(\begin{matrix}{n - 1}\k\end{matrix}\right)} \right) + \left( 
{\left(\begin{matrix} {n - 1}M\{k - 1}\end{matrix}\right)} \right). 将 量 
zAleft( {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} \right) 表示 成 封闭 形式 


75 “ 求 函 数 


FP {S_0}(n) = \sum\limits_k {\left(\begin{matrix}n\ 
{3k}MNend{matrix}\right)},~~{S_1}(n) = \sum\limits k 
{\left(\begin{matrix}n\{3k + 1 MNend{matrix}\right)},~~{S_2}(n) = 
\sum\limits_k {\left(\begin{matrix}n\{3k + 2M\end{matrix}\right)} 


以 及 量 PNleft\lfloor {{2^n}/3} \right\rfloor 和 PAleft\lceil {{2^An}/3} rightwceil 之 间 的 关系 . 
76 ”对 zin,k \geqslant 0 求解 如 下 的 递归 式 : 
B. \begin{aligned}&{Q_{n,0}} = 1;~~{Q_{0,k}} = \left[ {k = 0} \right];\& 


{Q_ {nk}} = {Q {n-1,k}}+{Q {fn-1,k-1}}+ 
\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right),~~n,k > 0.\end{aligned} 


77 如 果 m>>1 . 那么 


\sum\limits_{0 \legslant {k_1}, \cdots ,{k_m} \leqslant n} 
{~\prod\limits_{1 \leqslant j <m} {\left(\begin{matrix}{{k_{j + 1}}\\ 
{{k_j}}\end{matrix}\right)} } 


的 值 是 什么 ? 
78 ”假设 m 是 一 个 正 整 数 ， 求 出 


B. \sum\limits_{k = 0}^{2{m^2}} {\left(\begin{matrix}{k~\bmod ~m}\{(2k 
+1)~\bmod ~(2m + 1)MNend{matrix}\right)} 


的 封闭 


79 


NS 


式 . 


zwAleft(\begin{matrix}{2n}\\1\end{matrix}\right),\left(\begin{matrix} 
{2n}\3\end{matrix}\right), \cdots ,\left(\begin{matrix} {2n}M\{2n - 
a lMNend{matrix}\right) 的 最 大 公 


提示 : 考虑 这 个 数 的 和 式 . 
eleft(begin{ftmatrix}jnNOvend{matrixjright)\leftCAbegin{tmatrixjnNlend{fm 


b 证明: atrix}\right), \cdots ,\left(\begin{matrix}n\n\end{matrix}\right) 的 最 小 公 倍 数 等 了 
BTLn+1Xn+DT ， 其 中 ELOn)={mntlcm}i(1L2, \cdots ,n). 


By 


子 是 什么 ? 


tL 


80 ”证 明 对 所 有 整数 zik,n \geqslant 0 有 wzAleft(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) \leqslant {(en/K)^k}. 


容易 知道 . 


81 如果 20<\theta <1 且 220\eqslantx\eqslant 1 ， 又 如 果 l,mn 是 满足 pom <n 的 非 负 整 数 ， 证 明 不 


PF {(-1){n-m-1}MNsum\limits k 
{\left(\begin{matrix}l\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{m + \theta \ 
{n+ kMNend{matrix}\right){x^k}} > 0. 


提示 : 考虑 关于 取 导 数 ， 
附加 题 
82 ”证 明 由 斯 卡 三 角形 有 一 个 比 在 正文 中 提 及 的 更 加 惊人 的 六 边 


性 质 ， 如 果 民 0 <k<n ， 则 有 


WR 


FP \gcd \left( {\left(\begin{matrix}{n - 1}M\{k - 
lMend{matrix}\right),\left(\begin{matrix}n\{k + 
lMend{matrix}\right),\left(\begin{matrix}{n + 1}\k\end{matrix}\right)} 
\right) = \gcd \left( {\left(\begin{matrix}{n - 
l1}\kK\end{matrix}\right),\left(\begin{matrix}{n + 1}\{k + 
lMNend{matrix}\right),\eft(\begin{matrix}n\{k - 1M\end{matrix}\right)} 
\right). 


例如 ， PNgcd (56,36,210) = \gcd (28,120,126) = 2. 

正明 惊人 的 五 参数 二 重 和 式 恒 等 式 (5.32) . 

84 证明 : 第 二 对 卷 积 公式 (5.61) 可 由 第 一 对 公式 (5.60) 得 出 . 提示 : 关于 > 微分 . 
85 ”证 明 


< 


83 


B. \sum\limits {m= 1}Mn {{{(- TiAmnhsumlimnits_{1Meqslant {k_1} < 
{k_2} <\cdots < {k_m} \legslant n} {\left(\begin{matrix}{k_1^3 + k_2^3+ 
\cdots + k_m^3 + {2^n}} \n\end{matrix}\right)} } = {(- 1)n}n{!^3} - 
\left(\begin{matrix}{{2^n}}\mend{matrix}\right). 


(左边 是 2" 一 1 项 之 和 .，) 提示 : 更 多 的 结论 为 真 . 


86 ” 设 忆 {a_1}), \cdots ,{a_n} 是 非 负 整数 ，z2C({a_1}, \cdots ,{a_n}) 是 在 把 n(n 一 1 个 因子 


lsi,jsn 
i#) 


完全 展开 成 复 变量 z:{z_1}, \cdots ,{z_n} 的 正 的 或 者 负 的 需 时 常数 项 wiz_1^0, \cdots ,z_n^0 的 系数 . 


a 证 明 2C({a_1}, \cdots ,{a_n}) 等 于 (5.31) 的 左边 . 


b 证 明 : 如 果 忆 {z_1}, \cdots ,{z_n} 是 不 同 的 复数 ， 那 么 多 项 式 


FP f(z) = \sum\limits_{k = 1}An 
{\prod\limits_{{\scriptstyle{1}}\legqslant{\scriptstyle{j} }\leqslant{\scriptstyle 
{n}}M\atop{\scriptstyle{j} }\neq{\scriptstyle{k}}} {\frac{{z - {zj}}}{{{z_k} 
- {2j}}}}} 


恒 等 于 1. 


c 用 PX(0) 乘 以 原来 的 tn 一 1 个 因子 的 乘积 ， 由 此 推出 PEC({a_1},{a_2}), \cdots ,{a_n}) 等 于 


zs C({a_1}-1,{a 2},\cdots ,{a n})+C({a_1},{a 2}-1,\cdots,{a_n})+ 
\cdots + C({a_1},{a_ 2}, \cdots ,{a_n} - 1). 


(这 个 递归 式 定 义 了 多 项 式 系数 ， 所 以 启 C(fa_lj, \cdots ,{a_n}) 必定 等 于 (5.31) 的 右边 . ) 
表 


巧 


87” 设 m 是 一 个 正 整数 ， 且 令 ezeta = {{wmfe}jAf\piim}}. 证 


Bz. \begin{aligned}&\sum\limits_{k \leqslant n/m} {\left(\begin{matrix}{n - 
mk}\k\end{matrix}\right){z^{mk}}} \&~~~= \frac{{{\mathcal{B}_{ - m}} 
{{({zAmD} {n+ 1}}}}{{(1 + m){\mathcal{B}_{ - m}}({zAm}) - m}} - 
\sum\limits_{0 \leqslant j < m} \frac{(\zeta^{2j + 1}z\mathcal{B}_{1 + 1/m} 
(\zeta 和 {2j + 1}z) 人 {1/m}){n+1}}{(m+ 1)mathcal{B}_{1 + 1/m}(\zeta 
人 {2j + 1}z) 人 ^{ - 1} - 1}.\end{aligned} 


(在 m= 1 的 特殊 情形 下 ， 这 转化 为 (5.74) . ) 
88 ”证 明 : 对 所 有 Pk>1， (5.47) 中 蕊 {s_k} 的 系数 等 于 


= {(- DAkhNint {~OM{Minfty } {{{\rm{e}} 和 { -tO}}{{(1- {{\rm{e}}At{ - 
DI{k- 1}}\frac{{{\rm{d}}t}}{t}}, 


从 而 pAbigl| {{s_k}} \bigl| < 1k - 1). 


! 


证 明 : 如 果 PNbigl| x \bigl| < \bigl| y \bigl| 且 PAbigl| x \bigl| < \bigl| {x + y} \bigl| ， 则 (5.19) 有 一 个 无 
限 的 对 应 形式 


B. \sum\limits _{k > m} {\left(\begin{matrix}{m +r}\k\end{matrix}\right) 
{x^k}{y^{m - k}}} = \sum\limits_{k > m} {\left(\begin{matrix}{ - 
r} \k\end{matrix}\right){{(- x)}^k}{{(x + y)}{m - k}}} ，m 是 整数 . 


将 这 个 恒等式 关于 y 微 分 n 次 ， 并 将 它 用 超 几 何 的 项 表示 出 来 ， 你 得 到 什么 关系 ? 


90 ”5.2 节 中 的 问题 1 在 > 和 s 是 满足 zs \geqslantr \geqslant 0 的 整数 时 考虑 了 

zsSUummolimits_{k \geqslant 0} 

\left(\begin{matrix}r\k\end{matrix}\right)\bigglA\left(\begin{matrix}r\k\end 

{matrix}\right). 如 果 r+ 和 s 不 是 整数 ， 这 个 和 式 
的 值 是 什么 ? 


91 ”通过 证 明 它 的 两 边 满足 同样 的 微分 方程 来 证 明 Whipple 恒 等 式 


z2F\left(\begin{matrix}\frac{1}{2}a,\frac{1}{2}at+\frac{1}{2},1+a-b-c\1+a- 
b,1+a-C\end{matrix}\biggll\frac{-4z}{(1-z)^2}\right)=(1- 
z)^aF\left(\begin{matrix}a,b,c\1+a-b,1+a-c\end{matrix}\biggllz\right). 


92 ”证 明 克 劳 森 乘积 恒等式 


BP \begin{aligned}&F\left(\begin{matrix}a,b\a + b + \frac{1} 
{2}MNend{matrix} \biggllz \right)^2 = F\left(\begin{matrix}2a,a + b,2b\2a + 
2b,a + b+\frac{1}{2}MNend{matrix} \biggllz 
\right),\&F\left(\begin{matrix}\frac{1}{4} +a,\frac{1}{4} + b\1 +a+ 
b\end{matrix} \biggllz \right)F\left(\begin{matrix}\frac{1}{4} - a,\frac{1} 
{4} - b\1 - a - b\end{matrix} \biggllz \right) = F\left(\begin{matrix}\frac{1} 
{2},\frac{1}{2} +a-b,\frac{1}{2}-a+b\1l+a+b,1 -a-b\end{matrix} 
\biggllz \right).\end{aligned} 


当 这 些 公式 两 边 "的 系数 相等 时 会 得 到 什么 恒等式 ? 
93 ”证 明 : 不 定 的 和 式 


za \sum {\left( {{{\prod\limits_{j = 1}^{k - 1} {\left( {fj) + \alpha } \right)} 
} \left/{\prod\limits_{j = 1}^k {f0)} }}} right)\delta k} 


对 给 定 的 任何 函数 了 和 任何 和 常数 ealpha \neq 0 有 一 个 比较 简单 的 形式 . 


esum {\left(\begin{matrix}a\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{ - 
94 “ 当 是 一 个 正 整数 时 ， 求 aj\n -kjend{fmatrixjrighbDvdelta k}. 


95 ”向 (5.118) 中 添加 什么 样 的 条 件 会 使 得 (5.117) 中 的 多 项 式 了 了、4 、r 唯一 确定 ? 


96 ”证 明 : 给 定 一 个 超 几 何 项 tk) ， 如 果 Gosper 算 法 没有 发 现 (5.120) 的 解 ， 那么 更 一 般 的 方程 


wt(k) = \left( {{T_1}(k + 1)+\cdots + {T_m}(k + 1)} \right) - \left( {{T_1} 
(k) + \cdots + {T_m}(k)} \right) 


也 没有 解 ， 其 中 记 {T_1}0do, \cdots ,{T_m}(k) 是 超 几 何 项 . 


97 ” 求 所 有 的 复数 > ， 使 得 Pk{!^2}Aprod\nolimits_{j = 1}Ak {({j^2} +jz+1)} 是 可 以 用 超 几 何 项 求 和 的 . 


98 ”对 于 和 式 22{S_n} =\sum\nolimits k {\left(\begin{matrix}n\{2k}M\end{matrix}\right)} ，Gosper-Zeilberger 
方法 给 出 什么 样 的 递归 式 ? 


99 ”假设 “是 一 个 非 负 整数 , 当 zt(n,k)= (n+a+b+c+RWV/n+kK)!l(c+kR)!(b-k)!(a-k)!k! 时， 利用 Gosper- 
Zeilberger 方 法 求 出 esummolimits_k {t(n,k)} 的 封闭 形式 . 


100 ” 求 出 和 式 


BP {S_n} = \sum\limits_{k = 0}n {\frac{1} 
{{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}}} 


的 递归 关系 ， 并 用 这 个 递归 关系 求 出 5 的 另 一 个 公式 . 
101 求 由 下 列 和 式 所 满足 的 递归 关系 
z-{S_{m,n}}(z) = \sum\limits_k 


{\left(\begin{matrix}+m\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}n\k\end{ma 
a trix}\right){z 人 ^k}}; 


BF.{S_nj(z) = {S_{n,n}}(z) = \sum\limits k 
b {{{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}^2}{z^k}}. 


102 ”利用 Gosper-Zeilberger 程 序 来 推广 “无 用 的 ”恒等式 (5.113) : 求 a、& 和 的 附加 的 值 ， 使 得 


ZAsum\limits_k\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix 
}rac{1}{3}n - a\k\end{matrix}\right)z^k\biggl\left(\begin{matrix}\frac{4} 
{3}n - b\k\end{matrix}\right) 


林 单 的 封闭 形式 ， 
最 好 用 计算 机 代数 解 这 个 习题 (以 及 下 面 几 题 ) 


™ 


记 
起 
全 


103” 设 tn, 有 是 正常 项 (5.143 当 将 Gosper 和 Zeilberger 的 方法 应 用 于 
雹 widehat tn) = {\beta_0} (mt(nl) + \cdots + {\beta 1} (njt(n + Lk) 时 ， 大 widehat p(n,k) 、4(m,h) 以 及 
zr(n,k) 天 于 变量 的 次 数 是 什么 ? (忽略 罕见 的 例外 情形 . ) 


-人 昌 


104 ”利用 Gosper-Zeilberger 方 法 来 验证 值得 关注 的 恒等式 


FP \sum\limits_k {{{(- 1)}^k}\left(\begin{matrix}{r-s- 
k}\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{r - 2k}M\{n - 
kNMNend{matrix}\right)itfrac{1}{{r-n-k+1}}}= 
\left(\begin{matrix}s\n\end{matrix}\right)\frac{1}{{r- 2n + 1}}. 


说 明 为 什么 对 这 个 和 式 没有 找到 最 简单 的 递归 式 . 


105 ”证 明 :， 如果 到 omega = {{\rm{e}}{2{\rm{\pi }}3}} ， 我 们 就 有 


zwAsum\limits_{k +1+m= 3n} {{{\left(\begin{matrix}{3nN\ 
{k,l,m}M\end{matrix}\right)}^2}{\omega ^{] - m}}} = \left(\begin{matrix} 
{4n}\{n,n,2nMNend{matrix}\right) ， 整数 nn 之 0. 


106 ”通过 设 区 (rj,k) 是 被 右边 除 得 到 的 求 和 项 ， 然 后 指出 存在 画 数 芒 rtjJo 和 属 U(rjJo ， 使 得 


-A 


tr + Lj,k) -tjo = TOj + LI -Tojo + Uwj,k + 1) - UG,j,k), 
由 此 来 证 明 惊 人 的 恒等式 (5.32) 


107 ”证 明 局 Uk+1) 不 是 正常 项 . 


108 证明: (5.141) 中 的 Apéry 数 {A_n} 是 | 


PP {A_{m,n}} = \sum\limits_{j,k} 
{{{\left\begin{matrix}m\j\end{matrix}\right)}^2} 
{{\left(\begin{matrix}m\k\end{matrix}\right)}^2}left(\begin{matrix} {2m + 
n-j-k}\{2mNMNend{matrix}\right)} 


所 定义 的 数 形成 的 矩阵 的 对 角 元 素 22{A_{n,n}}. 实际 上 ， 要 证 明 这 个 矩阵 是 对 称 的 ， 且 有 


Bs A_{m,n} = \sum\limits_k\left(\begin{matrix}m + n - 
k\k\end{matrix}\right)^2\left(\begin{matrix}m + n - 2k\m - 
Kk\end{matrix}\right)^2 = \sum\limits k 
\left(\begin{matrix}m\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}n\k\end{mat 
rix}\right)\left(\begin{matrix}{m + 
k}\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{n + k} \k\end{matrix}\right). 


109 ”证 明 : 对 所 有 素数 PP 和 所 有 整数 nn 宇 0 ，Apéry 数 (5.141) 满足 


gz {A_n}\equiv {A_{\left\floor {n/p} \right\rfloor }}{A_{n\bmod p}}~ 
(bmod~p). 


研究 题 


ZNeft(\begin{matrix} {2n} \nm\end{matrix}\right) \equiv {( - 1D)^n}\eft( 
110 ”nn 为何 值 有 {\bmod ~(2n + 1)} \right) 


111 设 zq(n) 是 中 间 的 二 项 式 系数 pAleft(\begin{matrix}{2n}\n\end{matrix}\right) 的 最 小 奇 素 因 子 . 根据 
习题 36， 不 整除 eeft(begin{fmatrix}{2n}\Nnvend{fmatrixjrighb 的 奇 素数 了 是 在 n 的 了 进 制 表 示 中 所 有 数 
字 都 不 超过 zi(p - 1)/2 的 那些 奇 素数 . 计算 机 实验 已 经 表明 ， 除 了 ziq(3160) = 13 之 外 ,对 

z21 <n < {10^{10000}} 有 2:q(n) \leqslant 11. 


a 对 所 有 zn > 3160 是 否 有 22q(n) eqslant 11 ? 


b 是 否 对 无 穷 多 个 n 有 zgq(n)= 11? 
对 于 解 出 a 或 者 b 的 人 提供 7 \times 11 \times 13 美元 奖金 . 


112 ”对 除了 n= 64 以 及 En = 256 之 外 所 有 的 En >4，zAeft(\begin{matrix}{2n}\n\end{matrix}vight) 都 
能 被 4 或 者 被 9 整除 吗 ? 


113 如果 tn 二 4)/t(n, 有 ) 和 臣 (nk + 1D/t(n,k) 是 n 和 的 有 理 画 数 ， 且 存在 非 零 的 线性 差分 算 子 
PH(N,K,n) ， 使 得 PH(N,K,nm)t(n,k) = 0 ， 由 此 是 否 能 推出 t(n, 有 是 一 个 正常 项 ? 


114 设 m 是 一 个 正 整数 ， 并 用 递归 式 


Bs \sum\limits_k {{{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}^m} 
{{\left(\begin{matrix}{n + k} \K\end{matrix}\right)}^m}} = \sum\limits_k 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{n + 
k}\K\end{matrix}\right)c_k^{(m)}}. 


定义 序列 zc_n^{(m)}. 这 些 数 Pc_n 和 人 {(m)} 是 整数 吗 ? 


6 特殊 的 数 SPECIAL NUMBERS 


1 入 入 


经 常 出 现 某 些 数列 ， 
“ 方 数 数 列 


数学 
知道 


FAleftNlangle {1,3,6,10, \cdots } \right\rangle ， 


， 在 第 5 章 简略 地 讨论 了 卡 


我 们 马上 就 


浴 兰 数 NefNangle {1,2,5 


本 章 我 们 要 研究 其 


岂 几 个 重要 的 数列 . 


zAbegin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} ， 


中 二 项 式 系 数 人 类 化 


这 些 数 构成 了 与 由 基 形 的 三 角 型 系数 . 此 后 我 们 要 仔鱼 
伯 努 利 数 ziA{B_n} ， 这 些 数 与 其 他 数列 不 同 ， 因 为 它们 是 分 数 ， 而 不 是 整数 . 最 后 ， 
的 斐 波 那 契 数 22{F_ 六 某 些 重要 推 


在 第 4 章 研究 了 


先 要 讨论 的 是 斯 4 


会 认识 它们 并 赋予 它们 特殊 的 名 
zleftlangle {1,4,9,16, \cdots } \right\rangle. 我 们 在 第 1 章 里 遇 到 了 三 角 
素数 zeft\langle {2,3,5,7, \cdots } \right\rangle 
,14, \cdots } \right\rangle. 


称 . 例如， 


A 


和 母 


个 学 过 算术 的 人 都 
数 


桂林 数 PMNbegin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} 和 
以 及 欧 拉 数 FAleftNangle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle ， 


6.1 斯 特 林 数 STIRLING NUMBERS 


研究 调和 数 以 及 


我 们 要 审视 令 人 着 迷 


我 们 先 研 究 与 二 项 式 系数 密切 相关 的 斯 特 林 数 ， 它们 因 和 詹姆斯 -斯 特 林 (1692 一 1770) 而 得 名 . 这些 数 
有 两 种 风格 ， 习 惯 上 使 用 朴实 无 华 的 名 称 : “第 一 类 斯 特 林 数 ”和 “第 二 类 斯 特 林 数 ”"， 尽管 它们 有 值得 一 提 
的 历史 和 众 多 的 应 ] ， 但 是 仍然 缺少 标准 的 记号 .仿照 Jovan Karamata 的 做 法 ， 我 们 将 用 
苇 begin{Bmatrix}n\\k\end {Bmatrix} 记 第 二 类 斯 特 林 数 ， 用 zAbegin{bmatrix}n\K\end{bmatrix} 记 第 一 类 斯 
特 林 数 ， 这 些 符号 明显 要 比 人 们 党 斌 使 用 的 许多 其 他 记号 更 加 方便 适用 . 
个 记号 ， 公 式 变 得 更 加 对 称 . ” 


— J. Karamata [199] 


表 6-1 和 表 6-2 给 出 了 ， 


zAbegin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} 有 关 ， 
性 序列 . 


些 是 当 n = 二 4 时 出 现 的 标志 


当 n 和 k 很 小 时 
beginil bruatrian i oncehrati 的 值 . 
Abegin{Bmatrix}n\K\end{Bmatrix} 有 关 


表 6-1 关于 子 集 的 斯 特 林 三 角形 


ZANbegin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} 和 
个 涉及 数 “ 521,7,6,1 ”的 问题 有 可 能 
， 涉 及 “ 526,11,6,1 ”的 问题 有 可 能 与 


束 如 我 们 假设 涉及 “1,4,6,4,1 ”的 问题 可 能 


人 有 关 一 样 


可 


机 Se ER en pe 
0 |1 

1 10 Il 

2 |0 1 1 

310 1 3 让 

410 1 7 6 

510 Il 5 25 

6 |0 1 31 90 


机 OO I ee ee 
710 il 63 301 
810 1 127 966 
9 |0 让 255 3025 


第 二 类 斯 特 林 数 要 比 其 他 各 类 数 出 现 得 更 为 频繁 ， 所 以 我 们 首先 考虑 第 二 类 斯 特 林 数 . 符号 
合 划分 成 个 非 空子 集 的 方法 数 . 例如 ， 


zA\begin{Bmatrix}n\kK\end{Bmatrix} 表示 将 一 个 有 nn 件 物 品 的 集 
将 一 个 有 4 个 元 素 的 集合 分 成 两 部 分 有 7 种 方法 : 


(斯 特 林 在 他 自己 的 书 B43] 中 也 首先 对 此 进行 了 考虑 ，) 


zp \begin{aligned}&\left{ {1,2,3} \right\} \cup \left\{ 4 \right\},~~\left\{ 
{1,2,4} \right\} \cup \left\{ 3 \right\},~~\left\{ {1,3,4} \right\} \cup \left\{ 2 
\right\},~~\left\{ {2,3,4} \right\} \cup \left\{ 1 \right\},\&\left\{ {1,2} \right\} 
\cup \left\{ {3,4} \right\},~~\left\{ {1,3} \right\} \cup \left\{ {2,4} 
\right\},~~\left\{ {1,4} \right\} \cup \left\{ {2,3} 
\right\};\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\guad\guad\qguad\gu 


ad(6.1)end{aligned} 


从 而 zAbegin{Bmatrix}4\2\end{Bmatrix} = 7. 注意 ， 花 括 号 用 来 表示 和 集合 ， 也 用 来 表示 数 
] 记 住 pAbegin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} 


>Abegin {Bmatrix}n\\k\end{Bmatrix}. 这 种 记号 J FE 的 雷 雷同 有 助 于 我 介 


的 意义 ， szAbegin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} 可 以 读 作 “n 子 集 大 ” 

我 们 来 观察 小 的 zxk. 恰 有 一 种 方法 将 7 个 元 素 分 成 个 单独 的 非 空 ， 于 是 对 所 有 n > 0 有 

zAbegin{Bmatrix}n\1\end{Bmatrix} = 1. 另 一 方面 i 0 ， 因 为 有 零 

素 的 集合 是 空 集 . 

:二 0 的 情形 有 一 点 微妙 . 如果 我 们 认可 只 有 一 种 方法 把 一 个 空 集 分 成 零 个 非 空 的 部 分 ， 那 么 事情 就 能 圆 

满 地 解决 ， 从 而 成 begin{Bmatix}O\0\end{Bmatrix} 1. 但 是 ， 一 个 非 空 集合 至 少 需 要 分 成 一 个 部 分 ， 故 

对 所 有 n=>0 有 ZAMbegin{Bmatrix}n\Q\end{Bmatrix} = 0. 

万 二 2 时 会 怎样 呢 ? 肯 定 有 >Abegin{Bmatrix}O\2\end{Bmatrix} = 0. 如 果 一 个 有 n > 0 个 元 素 的 集合 被 分 成 
的 某 个 子 集 . 有 2"-1 种 方式 选择 那个 


为 我 们 想 要 划分 出 两 个 非 空 的 部 分 ， 于 是 我 们 减 去 1: 


FAbegin{Bmatrix}n\2\end{ Bmatrix} = {2^{n- 1}} -1, 


(这 与 我 们 在 上 面 计算 的 pAbegin{Bmatrix}4\2\end{Bmatrix} = 7 = {2^3} - 1 种 方式 相 吻 合 . 


时 人 
两 个 非 空 的 部 分 ， 其 中 一 部 分 包含 最 后 一 个 元 素 以 及 前 一 1 个 元 素 上 
大 


为 前 nn 一 1 个 元 未 的 每 一 个 要 么 在 它 当中 ， 要 么 在 它 之 外 .但 是 我 们 不 能 把 那些 元 素 全 部 放 入 


这 个 方法 的 修改 引出 一 个 递归 式 ， 通 过 它 我 们 可 以 对 所 有 的 大 计算 begin{Bmatr 


给 定 一 个 有 n> 0 个 元 素 的 集合 ， 要 把 它 分 成 个 非 空 的 部 分 ， 


zAbegin{Bmatrix}{n - 1M\{k - 1}\end{Bmatrix} 种 方式 ) ， 或 者 把 它 与 前 一 1 个 元 素 


整数 zin > 0. (6.2) 
) 
ix}n\k\end{Bmatrix} : 
我 们 或 者 将 最 后 的 元 素 单 人 类 (用 
的 某 个 非 空 子 集 放 在 


一 起 . 在 后 一 种 情形 下 ， 有 2 水 \begin{Bmatrix}{n - 1}Neend{Bmatrix} 种 可 能 性 ， 因 为 把 前 n 一 个 元 素 分 


成 个 非 空 部 分 的 zAbegin{Bmatrix}{n - 1}Nend{Bmatrix} 种 方式 的 每 一 都 给 出 大人 个 子 集 ， 
从 而 


第 个 元 素 合 并 在 一 起 . 


FP \begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} = k\begin{Bmatrix} {n - 
1}\K\end{Bmatrix} + \begin{Bmatrix} {n - 1M\{k - 1MNend{Bmatrix} ， 整 数 zn > 0. 


(6.3) 


它们 都 能 所 


这 是 生成 表 6-1 的 法 则 .去 掉 因 


表 6-2 关于 轮换 的 斯 特 林 三 角形 


子 上 就 会 转化 成 加 法 公式 (5.8) ， 


它 


E 成 了 由 


pi\begin{bmatrixnn\Q\end{bmatr | .begin{bmatrixjnNlvend{bmatr |I$\begin{bmatrixmn\2\end{bmatr |i5i\begin{bmatrixn\3\end{bmatr 
ix} ix} ix} ix} 

0l1 

110 1 

2 |0 1 1 

310 2 3 业 

4 |0 6 11 6 

5 |0 24 50 35 

610 120 274 225 

ge | 720 1764 1624 

8 |0 5040 13068 13132 

9 |0 40320 109584 118124 


现在 ， 来 讨论 第 一 类 斯 特 林 数 . 


计算 的 


Pa begin{b 


轮换 是 


EF 


是 将 个 元 素 排 成 大 个 轮换 (cycle) ， 而 不 是 记 个 子 鲁 
matrix}n\k\end{bmatrix} 读 作 “n 轮换 大 ”. 


区 排列， 如 同 在 第 4 章 里 考虑 过 的 项 链 . 轮换 


可 以 更 


一 个 轮 


[D,C,B, 可 是 不 一 样 的 . 


Ss 
B 
cc 


D 


紧 凌 地 写成 “4, B,C, D]”*， 我 们 把 它 理 解 为 


[A, B,C, D] = [B,C, D, A] = [C, D, A, B] = 


轮换 [4 B,C, DD] 与 轮换 [4 B,D,C] 或 # 


换 是 “环绕 ”的 


By 


有 11 


不 同 的 方式 对 4 个 元 素 做 出 


个 轮换 : 


为 它 的 终点 与 起 点 相连 接 . 另 一 方面 ， 


的 方 为 


D, A, B,C]. 


这 些 数 与 第 二 类 斯 特 林 数 有 点 像 ， 但 是 zsANbegin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} 
数 ， 我 们 将 


,2,3][ 犁 ，[1,2, 和 [3]，[1,3,4][2]， [2,3, 生 [1]， 
[1,3,2][g]，[1,4,2][3]，[1,4,3][2]，[2,4,3][1], 
[1,2][3, 和 ，[1,3][2;, 和，[1,4][2, 3]; (6.4) 
“有 69 种 方式 构造 部 落 民歌 ， 而 其 中 每 一 种 单独 的 方式 都 是 正确 的 . ” 
Rudyard Kipling 
1 
= 
单个 元 素 轮换 (也 就 是 只 有 一 个 元 素 的 轮换 本质 上 与 单元 素 集 人 ( 仅 有 一 人 元 素 的 集合 ) 是 相同 的 . 类 似 
地 ，2 轮 换 与 2 集合 相同 ， 因 为 有 [由 可 = [8, 直 ， 恰 如 {4,B}={B,4}. 但 是 有 两 个 不 同 的 3 轮换 [4 B,C] 和 
[4, C, 本. 注意， 通过 对 每 一 个 3 元 素 集合 做 出 两 个 轮换 的 方法 ， 可 以 从 (6.1) 中 的 7 对 集合 得 出 (6.4) 中 
的 11 对 轮 氮 
一 般 来 说 ， 只 要 ?> 0， zl/n= (nn 一)! 个 不 同 的 n 轮换 可 以 从 任何 一 个 有 n 个 元 素 的 集合 得 出 。 (有 nl! 个 
2 每 一 个 轮换 与 它们 中 的 个 相对 应 ， 因 为 其 中 的 任何 一 个 元 素 都 可 以 排列 在 首位 ，) 于 是 我 们 就 


n _1 
| 大 得 多 . 事实 上 容易 看 出 ， 


n nn 
> 
四 | ， 整 数 见 大 > 0， 


为 分 成 非 空子 集 的 每 个 划分 至 少 引 出 轮换 的 一 种 安排 . 


n 
| | = (no—1)! 
1 有 整数 > 0. 


大 


介 . 


(将 nn 个 元 素 放 进 n 一 1 个 轮换 或 者 子 集 的 方法 数 ， 是 在 同一 个 轮换 或 


数 .) 


当 所 有 的 轮换 都 必定 
和 大 二 m 和 大 = 于 一 1 时 这 就 


三 角形 数 \? 


在 不 于 


n 
n 


2) -13610… 


可 以 通过 修改 


递归 式 . 把 nn 个 元 素 放 进 上 个 轮换 的 每 一 种 安排 ， 要么 将 最 后 的 元 素 放 进 它 


方式 ) 


种 不 同 的 方式 这 样 做 . 
一 个 + 轮换 是 很 容易 的 . 例如， 


者 双 元 素 时 ， 
会 发 生 ， 因 此 


js 


明显 地 出 现在 
于 FANbegin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} 的 方 没 


， 要 么 把 最 后 的 元 素 放 进 前 n 一 1 个 元 素 分 成 的 
(这 要 动 一 点 脑筋 ， 不 过 ， 


a 


j=3, 


[A, B,C, D], 


(6.6) 


轮换 数 必定 至 少 与 子 集 数 一 样 


(6.6) 中 的 等 


|-{. -G2) 


号 成立， 因为 在 


这 种 情 


(6.7) 


乡 中 轮换 与 子 集 


表 6-1 和 表 6-2 之 中 


条 子 集 


0 


个 轮换 


的 


中 选取 两 个 元 素 的 方法 


来 导出 PNbegin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} 


自身 的 轮换 


! (有 区 T| 种 


上 


nO—1l 


个 .在 后 一 和 


情形 ， 


验证 恰 让 j 种 方式 把 一 个 新 元 素 放 进 7 轮换 


放 入 一 个 新 的 元 素 忆 时 ， 轮 换 上 4 BC 产生 


[4, B,D,C] 或 者 [4, D, B,C]， 


区 
Ey 
伟 
渤 


且 没 有 其 他 的 可 能 性 . 对 所 有 的 了 求 和 就 给 出 于 一 1 种 方式 把 第 个 元 素 放 进 n 一 1 个 元 素 分 解 所 得 的 轮换 
中 . ) 这 样 一 来 ， 所 要 求 的 递归 式 束 是 


n (nl1) n—1 7 一 1 
Ek| 天 | 大 一 1 ， 整 数 半 > 0. (6.8) 


类 似 地 ， 这 是 生成 表 6-2 的 加 法 公式 . 
比较 (6.8) 和 “(6.3) 可 知 ， 在 斯 特 林 轮 换 数 的 情形 中 ， 石 边 的 第 一 项 是 乘 以 它 上 面 的 指标 n 一 1， 而 在 斯 


n nl 天 n 
特 林子 集 数 的 情形 中 则 是 乘 以 下 面 的 指标 欧 k. 于 是 ， 用 归纳 法 来 证 明 时 ， 我 们 可 以 用 像 ”[ 夺 以 及 时 
这 样 的 项 来 完成 < 吸收 ”. 


SB 例如 将 123456789 变 成 384729156 的 排列 .我 们 可 以 很 方便 地 将 它们 
对 不 行 


123456789 
3847291556, 


这 表明 1 变 成 3，2 变 成 8， 等 等 ， 由 于 1 变 成 3，3 变 成 4，4 变 成 7，7 又 变 成 元 素 1， 这 就 是 轮换 [3, 和 如 这 个 
排列 中 的 另 一 个 轮换 是 2,8, 引 ， 还 有 一 个 是 16, 引 . 于 是 排列 384729156 等 价 于 轮换 安排 


[1, 3, 4, 7][2, 8, 5][6, 9]. 


如 果 我 们 有 {1,2,… ,中 的 任意 排列 m172… 7 ， 那 么 每 一 个 元 素 在 唯一 的 轮换 中 因为 如 果 从 m0 三 mn 
始 ， 观 察 ml = mm，ma = fm 等 ， 我 们 最 后 必定 回 到 mk = mo， (这 些 数 必 定 会 或 迟 或 早 重复 ， 且 重复 出 
现 的 第 一 个 数 必定 是 mo ， 因 为 我 们 知道 其 他 诸 数 mw, m2,… mp-1 了 唯一 的 前 导 ，) 这 样 一 来 ， 每 一 个 排列 
就 定义 了 一 个 轮换 安排 . 反之 ， 如 果 将 这 构造 反 转 过 来 ， 那么 每 个 轮换 安排 显然 也 定义 一 个 排列 ， 这 个 
一 一 对 应 表明 : 排列 和 轮换 安排 本 质 上 相 


于 是 ， PAbegin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} 是 n 个 元 素 恰好 包含 大 个 轮换 的 排列 的 个 数 . 如 果 对 所 有 的 大 
求 和 PAbegin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} ， 必 定 得 到 排列 的 总 数 : 


eM 


x nn 

=n! 
2 中 ”整数 nn 之 0. (6.9) 
例如 ，6+11+6+1= 24= 4 


斯 特 林 数 很 有 用 ， 因 为 递归 关系 (6.3) 和 〈6.8) 出 现在 各 种 各 样 的 问题 中 . 例如， 如 果 我 们 想 要 用 下 降 
客 x2 表示 通常 曙 rz" ， 那 么 会 发 现 前 几 种 情形 是 


2 一 于 十 对 
za 一 好 十 3z2 十 ， 
ZL = 74+6r2+7r2+ zt. 
这 些 系数 看 起 来 很 像 表 6-1 中 的 数 ， 左 右 两 边 做 了 反射 ， 于 是 我 们 确信 一 般 的 公式 是 
nl uk 
-> ， 束 数 n 宕 0. (6.10) 


三 0 且 之 0 时 ， 最 好 还 是 定义 


n n 
-= 


[一 一 止 


为 了 确信 ， 用 归纳 法 做 简单 的 证 明 就 能 获得 这 个 公式 : 我 人 有 zz 汉 = 7 全 + kz* ， 因 为 TE = zt(r —k) 


换 句 话 说， 斯 特 林 子 集 数 是 产生 通常 需 的 阶乘 天 的 系数 


我 们 也 可 以 走 另 一 条 路 ， 因 为 斯 特 林 轮换 数 是 产生 阶乘 需 的 通常 需 的 系数 : 
二 
zi= zl， 
2 
z = 13 + 372 +27!, 
I 


Ti =ri+6r +1lr +6rl. 


我 们 有 (z+ 一 了 -2 二 2 二 (nn 一 1)z* ， 所 以 类 似 于 刚刚 给 出 的 证 明 就 表明 有 
(z+n 1)z™I = (z+nom1) > 大 | T= > 四 rk. 
天 


Ts 


生 公式 


这 导出 一 般 | 
Se n| x 
I 一 - 上 让 


的 归纳 法 证 明 .( 令 z= 工会 再 次 给 出 〈6.9) .) 


整数 nn 三 0 (6.11) 


但 是 等 一 等 ， 这 个 等 式 包含 上 升 的 阶乘 需 普 ， 而 (6.10) 则 包含 下 降 的 阶乘 曙 zz 如果 我 们 想 要 用 遂 


来 表示 z+* ， 或 者 想 要 用 上 升 需 来 表示 z" 又 会 如 何 ? 容易 ， 我 们 只 需 外 加 一 些 负 号 就 得 到 


局 {xAn} = \sum\limits k {\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix}{{( - TD}Atn- 
k}}{x{\overline k }}} ， 整 数 
zn \geqslant 0,\guad\quad\quad\quad\quad(6.12) 


n 于 一 大 大 
{=1) 3z 
Kk | ， 整 数 En \geqslant 0.\quad\quad\quad\quad\quad(6.13) 


它们 成 立 是 因为 公式 
了 {x^{\underline 4 }} = x(x - 1)(x - 2)(x - 3) = {x^4} - 6{x^3} + 11{x^2} - 
6x 
很 像 公式 


2 {x^{\overline 4 }} = x(X + 1)(x +2)(x+3)= {x^4} + 6{X^3} + 11{x^2}+ 
6X， 


不 过 带 有 交错 的 符号 ， 如果 我 们 取 z 的 相反 值 ， 习 题 2.17 中 的 一 般 恒 等 式 


T= (1)"(—r)™ (6.14) 
就 把 (6.10) 转变 成 (6.12) ， 而 把 (6.11) 转变 成 (6.13) . 
表 6-3 ”基本 的 斯 特 林 数 恒等式 (整数 nz\geqslant 0) 


表 6-4 ”附加 的 斯 特 林 数 恒等式 (整数 1,m ,n ENgeqslant 0) 


我 们 能 记 起 什么 时 候 将 因子 (-1D"” “添加 到 像 (6.12) 这 样 的 公式 
的 排序 : 


{x^{\overline n }} > {fxAn} > {x^{\underline n }} ， 所 有 zx > n > 1\quad\quad\quad\quad\quad(6.30) 


， 因 为 当 z 很 大 时 对 于 害 有 一 个 自然 


斯 特 林 数 “begin{bmatrix}n\Kend{bmatrix} 和 zA\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} 是 非 负 的 ， 所 以 当 
“大 的 ” 需 来 展开 “小 的 ” 需 时 ， 需 要 使 用 负 号 . 


我 们 可 以 将 (6.11) 代入 (6.12) ， 并 得 到 一 个 二 重 和 式 


BE. {xAn} = \sum\limits_k {\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix}{{(- TD)}Atn- 
k}}{x^{\overline k }}} = \sum\limits_{k,m)} 
{\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix}M\begin{bmatrix}k\m\end{bmatrix}{{( - 
DH}{n - k}}{x^m}}. 


这 对 所 有 zz 成立， 所 以 右边 到 {x^0},{x^1}, \cdots ,{xAfn - 1}},{x^{n + 1}},{x^{n + 2}}, \cdots 的 系数 必须 全 
都 是 零 且 必定 有 恒等式 


n k| nn 一 皮 
> 人 国 (—1) = [m = nl| 


像 二 项 式 系数 那样 ， 斯 特 林 数 满足 许多 惊人 的 恒等式 . 但 是 这 些 恒 等 式 3 2 里 的 恒等式 那样 用 途 
广泛 ， 因 此 并 不 经 常 应 用 ， 因 而 对 我 们 来 说 ， 最 好 就 是 只 列举 其 中 最 简 以 备 将 来 遇 到 一 个 难 哺 的 斯 
特 林 问 题 需 要 打 攻 坚 战 时 作为 参考 . 表 6-3 和 表 6-4 包 含 了 最 常用 到 的 公式 ， 我 们 2 从 导出 来 的 主要 恒 等 
式 都 已 经 重复 列举 在 那里 了 . 


， 整 数 己 mn \geqslant 0\quad\quad\quad\quad\quad(6.31) 


n n—1l n—1l 
在 第 5 章 研究 二 项 式 系数 时 ， 我 们 发 现 以 某 种 方式 使 得 恒等式 (9) - ( Kk ) (Cy 条 件 
就 成 立 ， 对 负 的 nn 定义 \* 是 有 好 处 的 . 用 此 恒等式 将 a 推广 到 组 合意 义 之 外 ， 我 们 发 现 (在 表 5-2 
中 ) ， 当 将 它 向 上 推广 时 ， 帕 斯 卡 三 角形 本 质 上 以 旋转 的 形式 重新 产生 出 它 自己 .让 我 们 来 对 斯 特 林 三 角 
试 做 同样 的 事情 :如 果 我 们 决定 让 基本 的 递归 式 


zz. \begin{aligned}&\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} = k\begin{ Bmatrix} 
{n- 1}\k\end{Bmatrix} + \begin{Bmatrix}{n - 1M\{k - 
lMNend{Bmatrix}\&\begin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} = (n - 
1)\begin{bmatrix}{n - 1},\k\end{bmatrix} + \begin{bmatrix}{n - 1}\{k - 
lMend{bmatrix}Mend{aligned} 


对 所 有 的 整数 n 和 上 都 成 立 ， 会 发 生 什 么 ?如 果 做 出 进一步 的 合理 假设 


zs\begin{Bmatrix}0\k\end{Bmatrix} = \begin{bmatrix}0\k\end{bmatrix} = 
[k= 0] 以 及 
zp \begin{Bmatrix}n\Q\end{ Bmatrix} = \begin{bmatrix}n\Q\end{bmatrix} = 
[n= 0],\\guad\quad\guad\quad\guad(6.32) 


解 将 变 得 唯 


表 6-5 ” 按 纵向 排列 的 斯 特 林 三 角形 


ee ee i 
-5|1 

-4110 此 

-3135 6 

-2 150 ll 3 1 

-1 |24 6 2 1 1 

0 10 0 0 0 0 1 

1 10 0 0 0 0 0 1 
2 |0 0 0 0 0 0 本 
3 |0 0 0 0 0 0 1 
410 0 0 0 0 0 1 
5 |0 0 0 0 0 0 1 


事实 上 ， 这 里 出 现 了 一 个 有 惊人 美感 的 模式 ， 关 于 轮换 的 斯 特 林 三 角形 出 现在 关于 子 集 的 斯 特 林 三 角形 的 


上 方 ， 反之 亦 然 ( 见 表 6-5) ! 这 两 类 斯 特 林 数 由 极其 简单 的 法 则 联系 在 一 起 [220, ?2 : 


FP \begin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} = \begin{ Bmatrix}{ - k}\{ - 
n}\end{Bmatrix},~~k,n 是 整数 . (6.33) 


我 们 有 “对 偶 性 ”"， 它 有 些 像 min 和 三 max、[ 丰 和 |7|、z2 和 zx™ 以 及 gcd 和 lcm 之 间 的 关系 .容易 检验 ， 
n nO—1 nO—1l 
= (no1) 
Se | |; 一直 和 


zAbegin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} = k\begin{Bmatrix} {n - 
1}\k\end{Bmatrix} + \begin{Bmatrix} {n - 1M\{k - 1}\end{Bmatrix} 在 这 个 对 应 关系 下 是 一 样 的 . 


6.2” 欧 拉 数 ”EULERIAN NUMBERS 


另 一 种 值 的 三 角形 有 了 时 也 会 突然 冒 出 来 ， 这 类 数 出 自 欧 拉 [104，513; 110， es, ， 我 们 用 

zleft\llangle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle 来 记 它 的 元 素 . 此 情 F 的 尖 括 号 使 人 联想 到 “小 

于 ”和 “大 于 ”符号 ， zleft\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle 是 {1 … ,中 的 有 上 个 升 高 
(ascent) 的 排列 m2… mn 的 个 数 ， 也 就 是 说 ， 在 其 中 上 个 地 方 有 "< 万 + (ahi 这 个 记号 不 如 斯 特 


林 数 的 符号 pAbegin{bmatrix}n\k\end{bmatrix} 和 begin{Bmatrix}jnNkend{Bmatrix} 标准 . 但 是 我 们 会 看 
到 它 有 很 好 的 意义 


(高 德 纳 209， 第 1 版 ] 用 攻 NefAlangle \begin{matrix}n\k+1\end{matrix}\rightrangle 代替 
pA\eft\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle ) 


例如 ，{1,2,3, 负 的 11 个 排列 有 两 个 上 升 : 


1324，1423，2314，2413，3412; 
1243，1342，2341; 2134，3124，4123. 


Ar 一 /一 


(第 一 行列 出 了 满足 而 < m2 > m3 < ma 的 排列 ， 第 二 行列 出 了 满足 w{\pi_1} < {\pi_2} < {\pi_3} > {\pi_4} 以 
及 刀 > Tm < ma < 的 排列 ，) 故而 zeft\langle \begin{matrix}4\2\end{matrix}\right\rangle = 11. 


表 6-6 ” 欧 拉 三 角形 


的 下 \left\langle (2 (3) (3) \left\langle 0 忆 
0 \begin{matrix}n\1\end{matrix}M\right\rangle 2 3 4 \begin{matrix}n\S\end{matrix}\right\rangle 6 / |\begin{matr 

0 |1 

Tl 0 

2 |1 1 0 

sl 4 1 0 

41|1 11 11 1 0 

Bl 26 66 26 1 0 

611 57 302 |302 |57 1 0 

weil 120 1191 |2416 |1191 |120 1 0 

8 |1 247 4293 |15619 | 15619 | 4293 247 |1 

9 |1 502 14608 | 88234 | 156190 | 88234 14608 | 502 


表 6-6 列 出 了 较 小 的 欧 拉 数 ， 注 意 ， 这 一 次 它 的 标志 性 序列 是 1 11;111 当 >0 时 ， 其 中 至 多 有 一 1 个 升 
高 ， 所 以 在 这 个 三 角形 的 对 角 线 上 有 zleft\langle \begin{matrix}n\mend{matrix}\right\rangle = [n = 0]. 


欧 拉 三 角形 与 帕斯卡 三 角形 相似 ， 都 是 左右 对 称 的 . 但 是 在 这 种 情形 ， 对 称 性 规律 稍 有 不 同 : 


nn nn 
二 4 = :) ， 整 数 zn > 0.\quad\quad\quad\quad\quad(6.34) 
排列 m2…mn 有 nn 一 1 一 上 个 升 高 ， 当 且 仅 当 它 的 “反射 " 屋 {\pi_n} \cdots {\pi_2}{\pi_1} 有 大 个 升 高 . 


Re zAleft\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle 求 出 递归 式 . 如 果 用 所 有 可 能 的 方法 插 
个 新 元 素 n ， 那 么 zAleft{ {1, \cdots ,n - 1} \right\} 的 每 一 个 排列 rho = {\rho_1} \cdots a {n- 1}} 
全 时 出 2 中 的 于 个 排列 ， 假设 我 们 将 半 放 在 位 置 7 ， 就 得 到 一 个 排列 
zApi = {\rho_1} \cdots fe - 1}}n{\rho_j} \cdots {\rho_{n -1}}. 如 果 思 =1 或 者 
P{Nho_{j -1}} < {\rho_j},~~\pi 中 升 高 的 个 数 就 与 zArho 中 升 高 的 个 数 一 样 ， 如 
P{Nho_{j -1}} > {\rho_j} 或 者 下 =n， 那 么 它 要 比 PArho 中 的 个 数 大 1. 于 是 ，z 有 大 个 升 高 ， 这 其 中 有 
PP(k+ 1)\eft\langle \begin{matrix}{n - 1}\k\end{matrix}\right\rangle 种 方式 从 有 天 个 升 高 的 排列 Erho 得 
zAleft( {(n - 2)- (k - 1) + 1} \right)\left\langle \begin{matrix}{n -1LNk - 
到 ， 加 上 有 1MNend{matrix}\right\rangle 
升 高 的 排列 erho 得 到 .所 求 的 递归 式 是 


> 


方式 从 及 一 1 个 


Bb: \left\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle = (k + 
1)\left\langle \begin{matrix}{n - 1}\k\end{matrix}\right\rangle + (n - 
kK)\left\langle \begin{matrix}{n - 1M\{k - 1}M\end{matrix}\right\rangle ， 整 数 
zn > 0.quad\quadquad\quadquad(6.35) 


我 们 再 次 用 


NeftNlangle \begin{matrix}O\k\end{matrix}\right\rangle = [k = 0],~~k 是 整数 (6.36) 


作为 递归 式 的 初始 值 ， 并 假设 当 k < 0 时 zeft\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\rightrangle = 0. 
欧 拉 数 有 用 ， 主 要 是 


对 为 它 在 通常 昭 与 连续 的 二 项 式 系数 之 间 提 供 了 一 个 不 同 寻 常 的 联系 : 
FP {x^n} = \sum\limits_k {\left\langle 
\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle \left(\begin{matrix} {Xx + 
k}\n\end{matrix}\right)} ， 整 数 


z-n \gedslant 0.\quad\quad\guad\quad\quad(6.37) 
(这 也 称 为 Worpitzky 恒 等 式 878 ，) 例如 ， 我 们 有 


js- \begin{aligned}&{x^2} = \left(\begin{matrix}x\2\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}{x + 1}\2\end{matrix}\right),\&{x^3} = 
\left(\begin{matrix}x\3\end{matrix}\right) + A\left(\begin{matrix} {Xx + 
1l}M\3\end{matrix}\right) + \left(\begin{matrix} {x + 
2}\3\end{matrix}\right),\& {x^4} = 
\left(\begin{matrix}x\\M\end{matrix}\right) + 11\left(\begin{matrix} {Xx + 
1}M\\\end{matrix}\right) + 11\left(\begin{matrix} {x + 
2}\\end{matrix}\right) + \left(\begin{matrix} {x + 
3}M\\end{matrix}\right),\\end{aligned} 


西方 学 者 最 近 才 知道 一 本 由 李 善 兰 编写 的 意义 重大 的 中 文书 [249; 265， 第 320-325 页 ]， 它 出 版 于 1867 年 ， 这 是 公式 (6.37) 已 知 的 


如 此 等 等 ， 容 易 用 归纳 法 证 明 (6.37) ” (习题 14) 


附带 指出 ， (6.37) 还 给 出 求 前 n 个 平方 数 之 和 的 另 一 种 方法 : 我 们 有 
z-:{k^2} = \left\langle \begin{matrix}2\0\end{matrix}\right\rangle 
\left(\begin{matrix}k\\2\end{matrix}\right) + \left\langle 
\begin{matrix}2\1\end{matrix}\right\rangle \left(\begin{matrix}{k + 
1}M\2\end{matrix}\right) = \left(\begin{matrix}k\2\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}{k + 1}\2\end{matrix}\right) ， 从 而 


区 \begin{aligned}{1^2} + {2^2} + \cdots + {n^2} &= \left( 
{\left(\begin{matrix}1\2\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}2\2\end{matrix}\right) + \cdots + 
\left(\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right)} \right) + \left( 
{\left(\begin{matrix}2\2\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}3\2\end{matrix}\right) + \cdots + \left(\begin{matrix} {n 
+ 1}\2\end{matrix}\right)} \right)\&= \left(\begin{matrix} {n + 
1l}\3\end{matrix}\right) + \left(\begin{matrix} {n + 2}\3\end{matrix}\right) 
=\frac{1}{6}( + 1)n\eft( {(n - 1) + (n +2)} \right).\end{aligned} 


欧 拉 递归 式 (6.35) 要 比 斯 特 林 递归 式 (6.3) 和 “(6.8) 更 复杂 ， 所 以 我 们 并 不 指望 数 
Eleftangle ee 能 满足 许多 简单 的 性 质 . 不 过 ， 还 是 有 几 个 这 样 的 


性 质 : 


z2 \left\langle \begin{matrix}n\m\end{matrix}\right\rangle = \sum\limits_{k 
=0}Am {\left(\begin{matrix}{n + 1}\k\end{matrix}\right)}{{(m + 1 - k)}n} 
{{(- 1)}^k}},\quad\qguad\quad\quad\quad(6.38) 


sp: ml\begin{Bmatrix}n\m\end{Bmatrix} = \sum\limits_k {\left\langle 
\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle } \left(\begin{matrix}k\{n - 
mH}\end{matrix}\right),\guad\qguad\qguad\guad\guad(6.39) 


ez. \left\langle \begin{matrix}n\m\end{matrix}\right\rangle = \sum\limits_k 
{\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix}} \left(\begin{matrix} {n - 
k} \m\end{matrix}\right){( - 1){n- k- 
m}}k!.\quad\guad\quad\guad\quad(6.40) 


如 果 用 己 {zAfn - m}} 来 乘 (6.39) 并 对 m 求 和 ， 就 得 到 
FAsum\nolimits _ m {\begin{Bmatrix}n\m\end{ Bmatrix}ml!{z^{n - m}}} = 

\sum\nolimits_k {\left\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle 

{{(z + 1)}Ak}}. zz -1 代替 ; 并 让 as* 的 系数 相 
等 ， 就 给 出 了 (6.40) . 于是， 这 些 恒等式 中 的 后 两 个 本 质 上 是 等 价 的 . 第 一 个 恒等式 (6.38) 在 m 很 小 
时 给 出 特殊 的 值 : 


王 


22 \left\langle \begin{matrix}n\Q\end{matrix}\right\rangle = 1,~~\eft\langle 
\begin{matrix}n\1\end{matrix}\right\rangle = {2^n} - n - 1,~~\eft\langle 
\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right\rangle = {3^n} - (n+ 1){2^n} + 
\left(\begin{matrix}{n + 1}\2\end{matrix}\right). 


我 们 不 需要 过 多 关注 这 里 的 欧 拉 数 ， 通 常 知道 这 些 数 存在 ， 并 且 有 一 组 基本 恒等式 在 需要 时 可 以 参考 就 足 
够 了 .然而 ， 在 结束 这 个 话题 之 前 ， 我 们 应 该 注意 表 6-7 中 另 一 种 系数 的 三 角 类 型 . 我 们 称 之 为 “二 阶 欧 拉 
BAleftNangle {\left\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle } 
数 ” \right\rangle 
(6.35) 类 似 的 递归 式 ， 不 过 在 一 个 地 方 用 2n 一 1 代替 了 n: 


图 


为 它们 满足 一 个 与 


zw: \left\langle {\left\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle } 
\right\rangle = (k + 1)\eft\langle {\left\langle \begin{matrix}{n - 
1}\K\end{matrix}\right\rangle } \right\rangle + (2n - 1 - k)\left\langle 
{\left\langle \begin{matrix}{n - 1}M\{k - 1MNend{matrix}\right\rangle } 
\right\rangle.\quad\quad\quad\qguad\quad(6.41) 


表 6-7 ”二 阶 欧 拉 三 角形 


\left\langle {\left\langle \left\langle {\left\langle \left\langle {\left\langle 葬 
\begin{matrix}n\\O\end{matrix}\right\rangle \begin{matrix}n\1\end{matrix}\right\rangle \begin{matrix}n\2\end{matrix}\right\rangle \beg 
} \right\rangle } \right\rangle } \right\rangle 


py 


\left\langle {\left\langle \left\langle {\left\langle \left\langle {\left\langle | 
n \begin{matrix}n\O\end {matrix}\right\rangle \begin{matrix}n\l\end{matrix}\right\rangle \begin{matrix}n\2\end{matrix}\right\rangle \beg 
} \right\rangle } \right\rangle } \right\rangle 
0 |1 
a 0 
2 |1 2 0 
3 |1 8 6 0 
41|1 22 58 24 
5 |1 52 328 444 
6 |1 114 1452 440( 
pn 240 5610 3212 
8 |1 494 19950 1955 
这 些 数 有 一 个 奇特 的 组 合 解释 ， 它 是 由 Gessel 和 Stanley[147] 首先 注意 到 的 ， 如 果 构 造 的 多 重 集 
zAleft{ {1,1,2,2, \cdots ,n,n} \right\} 具有 如 下 性 质 的 排列 : 对 521 \leqslant m Neqslant n,~~m 的 两 次 出 现 之 间 
Bleftlangle {\left\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle } 
的 所 有 数 都 大 于 mm ， 那 么 \right\rangle | | 就 是 有 
大 个 升 高 的 排列 的 个 数 ， 例如， 区 Ileftf {1,1,2,2,3,3} \right\} 有 8 个 符合 要 求 的 单 升 高 排列 : 
B4113322,~~133221,~~221331,~~221133,~~223311,~~233211,~~331122,~~ 
331221. 
zAleft\langle {\left\langle \begin{matrix}3\1\end{matrix}\right\rangle } 
所 DM \rightrangle = 8 多 重 集 
ENeft{ {1,1,2,2, \cdots ,n,n} \right\} 总 共有 
Be \sum\limits_k {\left\langle {\left\langle 
\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle } \right\rangle } = (2n - 1)(2n - 
3) \cdots (1) = \frac{{{{(2n)}^{\underline n }}}} 
{{{2^n}}}\quad\quad\quad\guad\guad(6.42) 
个 符合 要 求 的 排列 ， 因 为 n 的 两 次 出 现 必定 是 前 后 相连 的 ， 且 在 对 于 nn 一 1 的 一 个 排列 1 之 间 有 2n 一 1 个 
位 置 可 将 它们 插入 .例如 当 = 3 时， 排列 1221 有 五 个 插入 点 ， 得 到 331221，133221，123321，122331 以 
及 122133， 递 归 式 (6.41) 可 以 通过 对 通常 的 欧 拉 数 所 用 的 方法 加 以 推广 来 予以 证 明 
1 指 的 是 集合 大 {1,1,2,2,\cdots,n-1,n- 了 \} 的 某 个 排列 . 
二 阶 欧 拉 数 很 重要 ， 主 要 因为 它们 与 斯 特 林 数 [148] 有 关系 : 对 n 用 归纳 法 就 有 


BF- \begin{Bmatrix}x\{x -njend{tBmatrix} =\sum\limits_k {\left\langle 
{\left\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle } \right\rangle 


\left(\begin{matrix} {x + n - 1- k}\{2n}\end{matrix}\right)} 整数 
zn \gedslant 0;\quad\guad\quad\guad\quad(6.43) 
F. \begin{bmatrix}x\{x -nMNend{bmatrix} =\sum\limits_k {\left\langle 
{\left\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle } \right\rangle 
\left(\begin{matrix}{x + k} \{2nMNend{matrix}\right)} 整数 


zn \geqslant 0.\quad\quad\quad\qguad\quad(6.44) 


例如 ， 
BP \begin{aligned}&\begin{Bmatrix}x\{x - 1MNend{Bmatrix} = 
\left(\begin{matrix}x\\2\end{matrix}\right),~~~~~~~~~~~~ SAN 
~~~~~~~~~~~ \begin{bmatrix}x\\{x - 1 MNend{bmatrix} = 


\left(\begin{matrix}x\\2\end{matrix}\right);\&\begin{Bmatrix}x\{x - 
2}end{Bmatrix} = \left(\begin{matrix}{x + 1} \4\end{matrix}\right) + 
2\eft(\begin{matrix}x\\Mh\end{matrix}\right),~~~~~~~~~~ ~ ~ \begin 
{bmatrix}x\{x - 2}Mend{bmatrix} = 
\left(\begin{matrix}x\M\end{matrix}\right) + 2\left(\begin{matrix} {Xx + 
1}\Mend{matrix}\right);\&\begin{Bmatrix}x\{x - 3MNend{Bmatrix} = 
\left(\begin{matrix}{x + 2}\6\end{matrix}\right) + 8\left(\begin{matrix} {x 
+1}\6\end{matrix}\right) + 
G6\left(\begin{matrix}x\G6\end{matrix}\right),~~\begin{bmatrix}x\{x - 
3Mend{bmatrix} = \left(\begin{matrix}x\6\end{matrix}\right) + 
8\left(\begin{matrix} {x + 1}\6\end{matrix}\right) + G\left(\begin{matrix} {x 
+2}\6\end{matrix}\right).\end{aligned} 


(在 (6.7) 中 我 们 已 经 过 到 了 n = 1 的 情形 . ) 只 要 7 是 整数 且 nn 是非 负 整数 ， 这 些 恒等式 就 成 立 ， 由 于 
右边 是 x 的 多 项 式 ， 我 们 可 以 利用 (6.43) (6.44) ) 的 任意 实数 (或 复数 ) 值 定义 斯 特 林 数 


pAbegin{Bmatrix}x\{x - n}M\end{Bmatrix} 和 zwAbegin{bmatrix}x\{x - nMNend{bmatrix}. 


如 果 > 0 ， 那 么 当世 x = 0,x= 1,\cdots 以 及 zx=n 时 多 项 式 2A\begin{Bmatrix}x\{x -nMNend{Bmatrix} 和 
zAbegin{bmatrix}x\{x - nMNend{bmatrix} 是 零 ， 于 是 它们 可 以 被 22(x - 0),(x - 1),\cdots,(x - n) 整除 .看 看 这 些 
已 知 的 因子 被 除 掉 之 后 还 剩 下 什么 ， 这 很 有 意思 . 我们 用 规则 


Bf{sigma_n}(x) = \begin{fbmatrix}x\{x-Dnhendtbmatrix}bigglAbigl({x(x - 
1) \cdots (x - n)} \bigrN\quad\guad\qguad\guad\gquad(6.45) 


来 定义 斯 特 林 多 项 式 (Stirling polynomial) . (局 {\sigma_n}(x) 的 次 数 是 Pn - 1. ) 前 几 个 斯 特 林 多 项 式 
是 


那么 1/ 工 是 多 项 式 吗 ? (很 抱歉 .) 


FP \begin{aligned}&{\sigma_0}(x) = 1/x,\&{\sigma_1}(x) = 1/2,\& 
{\sigma_2}(x) = (3x - 1)/24,\&{\sigma_3}(x) = ({x^2} - x)/48,\& 
{\sigma 4}(x) = (15{x^3} - 30{x^2} + 5x + 2)/5760.\end{aligned} 
它们 可 以 通过 二 阶 欧 拉 数 来 计算 . 例如 ， 


BE {\sigma 3}(x)= \left( {(x - 4)(x -5)+8(x-4)(x+1)+6(x+2)(x+1)} 
\right)/6!. 


我 们 已 明确 知道 这 些 多 项 式 满足 两 个 非常 漂亮 的 恒等式 : 


zw  {\left( {\frac{{z{{\rm{e}}’z}}}{{{{\rm{e}}z} - 1}}} \right)^x} = 
x\sum\limits _n {{\sigma_n}(x){z^n}},\quad\quad\quad\guad\guad(6.46) 


ws fleft( {\frac{1}{z}M\n \frac{1}{{1 -Zz}}} \right)x} = x\sum\limits_n 
{{\sigma_n}(x + n){z^n}}.\quad\quad\quad\quad\quad(6.47) 


而 一 般 来 说 ， 如 果 局 {{\cal S}_t}(z) 是 满足 


zs: \n\left( {1 -z{{\cal S}_t}{{(Z)}^{t- 1}}} \right) = -z{{\cal S}_t} 
{(z)^t}\quad\guad\quad\guad\quad(6.48) 


的 需 级 数 ， 那 么 


FP {{\cal S}_t}{(z)^x} = x\sum\limits_n {{\sigma_n}(x + tn) 
{z^n}}.\quad\guad\quad\guad\quad(6.49) 


这 样 一 来 ， 我 们 就 能 得 到 关于 斯 特 林 数 的 一 般 卷 积 公 式 ， 如 同 我 们 在 表 5-6 中 对 二 项 式 系数 所 做 的 ， 其 结 

果 在 表 6-8 中 . 当 斯 特 林 数 的 一 个 和 式 不 适合 表 6-3 或 者 表 6-4 ee 表 6-8 可 能 正 是 机 关 所 在 . 

0 ) 的 后 面 有 一 个 例子 . 习题 7.19 讨 论 了 以 (6.46) 和 “(6.49) 这 样 的 恒等式 为 基础 的 
积 及 性 原理 ，) 


表 6-8 ”斯 特 林 卷 积 公 式 


6.3 ”调和 数 HARMONIC NUMBERS 
现在 是 更 仔细 探讨 调和 数 的 时 候 了 ， 我 们 最 早 是 在 第 2 章 遇 到 它 的 : 


FP {H_n} =1+\frac{1}{2} + \frac{1}{3} + \cdots + \frac{1}{n} = 
\sum\limits_{k = 1}An {\frac{1}{k}} ， 整 数 
zn \geqslant 0.\quad\quad\quad\quad\quad(6.54) 


这 些 数 在 算法 分 析 中 出 现 得 如 此 频繁 ， 以 至 于 计算 机 科学 家 们 需要 给 他 们 一 个 特殊 的 符号 ， 我 们 用 i 做 
记号 ， 其 中 的 “ 矿 ” 表 示 “ 调 和 的 ”(harmonic) ， 因 为 波长 为 1/m 的 乐音 称 为 波长 为 1 的 乐音 的 第 n 个 泛音 
harmonic) ， 前面 儿 个 值 如 下 所 示 : 


ni0oll 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


De 
一 
旺 
= 
名 
门 
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Bfracf1l | Bfracf25 | pMrac{13 | Bfrac{49 | Bfrac{363 | pMrac{761 | Bfrac{7129} | jp\Mrac{7381} 
3}{2} 1}{6} }{12} 7}{60} }{20} }{140} }{280} {2520} {2520} 


习题 21 指 出 ; 当 > 1 时 ，, 永远 不 是 整数 . 


这 里 是 一 个 纸牌 游戏 ， 它 基于 R. T Sharpl325] 的 一 个 想法 ， 描 述 了 调和 数 在 简单 情 况 下 是 所 样 目 然 出 现 
和 给 定 半 张 牌 和 一 张 桌 子 ， 我 们 硕 望 在 桌子 的 边缘 上 将 牌 操 起 以 产生 出 最 大 可 能 的 巧 空 部 分 ， 它 服从 习 
原理 . 


tun 


这 一 定 是 6-9 号 桌子 (table) . 
为 了 更 明确 一 些 ， 我 们 假设 第 天 张 牌 放 在 第 上 二 1 张 牌 之 上 《〈 世 1 \leqslant k <n ) ; 还 要 求 每 张 牌 的 右边 
缘 与 桌子 的 边缘 平行 ， 不 然 我 们 就 能 通过 旋转 牌 使 得 它们 的 角 向 前 多 伸 出 一 点 儿 来 增加 巧 空 部 分 .为 使 得 
答案 更 简单 ， 我 们 假设 每 张 牌 的 长 度 是 2 个 单位 ， 


一 张 牌 ， 当 它 的 重心 恰好 在 桌子 的 边缘 上 时 ， 我 们 得 到 最 大 的 伸 出 长 度 ， 重心 在 牌 的 中 心 ， 故 而 我 们 得 
到 牌 的 长 度 的 一 半 ， 即 1 单位 长 的 伸 出 长 度 . 


两 张 牌 ， 不 难得 到 ， 当 上 面 一 张 牌 的 重心 恰好 在 第 二 张 牌 的 边缘 上 ， 且 两 张 牌 的 联合 重心 正好 在 桌子 边 
经 上 上 时， 我 们 得 到 最 大 的 | 出 长 度 ， 两 张 牌 的 联合 重心 在 它们 的 公共 部 分 的 中 点 处 ， 故 而 能 得 到 另外 半 个 
位 | 长 村. 


这 个 模式 提示 了 一 般 性 的 方法 ， 我 们 应 该 这 样 来 放置 牌 : 使 得 上 面 大 张 牌 的 重心 恰好 在 第 大 十 1 张 牌 的 边 
缘 之 上 〈 它 支撑 那 上 面 大 张 牌 ) .桌子 可 以 视 为 第 n+1 张 脾 . 为 了 用 代数 的 方法 表达 这 个 条 件 ， 我 们 可 
以 让 pi{d_k} 表示 从 最 上 面 那 张 牌 的 最 边缘 处 到 从 上 面 数 起 的 第 大 张 牌 对 应 的 边缘 处 的 距离 . 这 样 有 
z{d_1} =0 ， 且 我 们 想 要 使 户 {d_{k+ 1T}} 是 前 大 张 牌 的 重心 : 


2 {d_{k+1}}=\frac{{({d_1} +1)+({d 2}+1)+\cdots+({d_k} + 1)}} 
{k},~~1 \leqslant k \legslant n.\quad\quad\qguad\guad\guad(6.55) 


(重量 分 别 为 局 {w_1}, \cdots ,{w_k} 且 重 心 分 别 在 位 置 2{p_1}, \cdots ,{p_k} 处 的 六 个 物体 的 重心 在 位 置 
BP({w_1}{p_1} + \cdots + {w_k}{p_k}/({w_1} + \cdots +{fw kh 处 ，) 我 们 可 以 将 这 个 递归 式 重 新 改写 成 
两 个 等 价 的 形式 : 


BE- \begin{aligned}k{d_{k +1}} &=k+{d 1}+\cdots+{d_{k-1}}+ 
{d_k},~~k \geqslant 0;\(k - 1){d_k} &=k-1+{d 1}+\cdots+ {d_{k- 
1}},~~k \gedqslant 1.\end{aligned} 


个 方程 相 减 就 给 出 
zk{d_{k+1}}-(k-1){d k}=1+{d_k},~~k \geqslant 1, 
故 有 2{d_{k+1}} = {d_k} +dlk. 第 二 张 牌 将 偏离 第 三 张 牌 半 个 单位 长 度 ， 而 第 三 张 牌 将 偏离 第 四 张 牌 三 


分 之 一 个 单位 长 度 ， 等 等 .一般 公式 

ez.{d_{k+1}} = {H_k}\gquad\quad\quad\quad\quad(6.56) 
由 归纳 法 得 出 ， 又 如 果 我 们 取 上 = n ， 就 得 到 PA{d_{n + 1}} = {H_n} 是 张 牌 按 所 描述 摆 放 时 总 的 伸 出 长 
息 . 


中 
em 
二 
Ue 


控制 住 牌 ， 不 将 每 张 牌 都 推 到 最 大 可 能 的 位 置 ， 而 是 为 后 一 次 推进 将 “重力 势能 ”储存 起 来 ， 我 们 能 
更 大 的 伸 出 长 度 呢 ? 不 会 ， 任 何 一 种 达到 良好 平衡 状态 的 牌 的 放置 都 满足 


z2 {d_{k+1}}\legslant\frac{{(1 + {d_1})+(1+{d 2})+\cdots+(1+ 
{d_k})}}{k},~~1 \leqslant k \legslant n. 


此 外 ， 忆 {d_1} = 0. 由 归纳 法 就 得 出 {dd_{k + 1}} \leqslant {H_k}. 


注意 : 为 了 使 得 最 高 处 的 那 张 牌 完 全 伸 出 桌子 的 边 绿 ， 不 要 用 太 多 的 牌 . 我 们 需要 比 一 张 脾 (2 单位 长 
度 ) 更 长 的 伸 出 长 度 .第 一 个 超过 2 的 调和 数 是 己 {H_4} = \frac{{25}}{{12}} ， 所 以 我 们 仅 需 要 四 张 牌 


52 张 牌 ， 我 们 得 到 PMAH_{52}} 单位 伸 出 长 度 ， 很 清楚 它 是 牌 的 长 度 的 PAH_{52}}2 \approx 2.27 倍 . 
(我 们 a 它 会 告诉 我 们 对 于 很 大 的 n 如 何不 需要 把 整 串 的 分 数 相 加 就 能 计算 Hi 的 


in 


浊 


任何 试图 想 利用 52 张 牌 来 达到 这 个 最 大 伸 出 长 度 的 人 可 能 智力 不 健全 ， 当 然 也 可 能 他 真是 一 位 娱乐 大 众 的 笑星 . 


一 个 称 为 “橡皮 筋 上 的 蠕虫 ”的 令 人 着 迷 的 问题 展现 出 了 调和 数 的 另外 一 副 面 了 筷 . 一 只 行动 缓慢 但 坚持 不 懈 
的 蠕虫 w 从 一 根 im 长 的 橡皮 筋 的 一 个 端点 出 发 ， 每 分 钟 向 另 一 个 端点 代行 ecm， 在 每 分 钟 的 结尾 ， 一 位 
有 着 同样 坚持 不 懈 精 神 的 橡皮 筋 保 管 人 K (他 一 生 唯一 的 目的 就 是 要 挫败 W) 把 它 拉 伸 1m. 于 是 在 私 行 
一 分 钟 之 后 ，W 离 起 点 1cem， 而 离 终 点 99cem; 然后 K 把 它 拉 伸 1m， 在 拉 促 的 过 程 中 ，W 保持 它 相对 的 位 
置 ， 离 起 点 的 距离 占 1%， 而 离 终点 的 距离 则 占 99%， 所 以 现在 W 离 起 点 2cm， 离 终点 198cm， 在 W 又 把 
行 一 分 钟 后 ， 成 绩 是 疏 行 了 3cm， 待 走 的 路 是 197cm; 但 是 K 又 拉 伸 了 它 ， 距 离 变 为 4.5cm 和 295.5cm ， 如 
此 下 去 ， 这 条 蠕虫 能 够 到 达 终 点 吗 ? 它 生 移 动 ，1 | 标 似乎 更 快 地 离 它 远 去 . (我 们 假设 K 和 W 
有 无 限 长 的 寿命 ， 橡 皮 筋 有 无 限 的 弹性 ， 且 蚂 虫 无 限 小 . 


位 使 得 这 个 问题 更 科 仿 


洒 


我 们 把 某 些 公式 写 下 来 . 当 K 伸展 橡皮 筋 时 ，W 已 经 聆 过 的 分 数 保持 不 变 . 于 是 第 一 分 钟 它 聆 了 1/100， 
第 二 分 钟 估 了 1/200， 第 三 分 钟 候 了 1/300， 等 等 .在 n 分 钟 之 后 ， 它 肥 过 的 橡皮 和 入 的 部 分 是 


wa\frac{1}{{100}}\eft( {\frac{1}{1} + \frac{1}{2} + \frac{1}{3} + \cdots+ 
\frac{1}{n}} \right) = \frac{{{H_n}}} 
{{100}}.\quad\qguad\quad\qguad\quad(6.57) 


所 以 ， 如 果 本 ,能 超过 100， 它 就 能 到 达 终 点 . 

我 们 很 快 就 能 看 到 对 于 很 大 的 如 何 来 估计 厂 , ， 现 在 我 们 通过 孝 虑 “超级 蠕虫 ”在 同样 的 情况 下 如 何 运动 
来 直接 检查 我 们 的 分 析 ， 超级 蠕虫 与 W 不 同 ， 它 每 分 钟 可 以 息 行 50cm， 故 而 根据 刚刚 给 出 的 讨论 ， 在 n 
分 和 之 后 ， 它 仆 过 带子 长 度 的 己 {H_n}2. 如 果 我 们 的 推理 是 正确 的 ， 由 于 局 {H_4} > 2 ， 那 么 超级 蠕虫 就 
应 该 在 达到 4 之 前 就 结束 扑 行 ， 是 的 ， 简 单 的 计算 表明 ， 在 疏 行 三 分 之 后 超级 蠕虫 仅 剩 下 
33\frac{1}{3}{\rm cm} 要 走 . 它 正好 在 三 分 四 十 秒 后 结束 扑 行 . 


条 扁平 的 蠕虫 ， 咽 ? 
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调和 数 也 在 斯 特 林 三 角形 中 出 现 . 我 们 尝试 找 出 PANbegin{bmatrix}n\N2\end{bmatrix} 的 一 个 封闭 
表示 将 n 个 物体 恰好 分 成 两 个 轮换 的 排列 的 个 数 . 递归 式 (6.8) 告诉 我 们 ， 有 


Pl \begin{aligned}\begin{bmatrix}{n + 1}\2\end{bmatrix} &= 
n\begin{bmatrix}n\2\end{bmatrix} + 
\begin{bmatrix}n\N\end{bmatrix} \&= n\begin{bmatrix}n\2\end{bmatrix} 
+ (n-1)!,~~n > 0\end{aligned} 


且 这 个 递归 式 是 第 2 章 求 和 因子 方法 的 一 个 自然 的 候选 对 象 : 


E. frac{f1i{t{tn}Nbegin{tbmatrix}{tn + 1}\2\end{bmatrix} = \frac{1}{{(n - 
1)!}}M\begin{bmatrix}n\2\end{bmatrix} + \frac{1}{n}. 


Pe LD 


展开 此 递归 式 可 知 PAMrac{1}{{n!}}M\begin{bmatrix}{n + 1}N2\end{fbmatrix} = {H_n} ， 从 而 


PF \begin{bmatrix}{n + 1}\2\end{bmatrix} = n! 
{H_n}.\quad\quad\guad\quad\guad(6.58) 


在 第 2 章 里 ， 我 们 证 明了 调和 级 数 zMsum\nolimits_k {1k} 发 散 ， 这 意味 着 当 n 一 cc 时 可, 变 得 任意 地 大 . 
但 是 证 明 是 间接 的 ， 我 们 发 现 ， 某 种 无 限 和 (2.58) 和 和 守重 新 绯 字 时 给 出 ] 不 同 的 答案 ， 因 此 
二 sum\nolimits_k {1/k} 可 能 不 是 有 界 的 ， 蕊 {H_n} \to \infty 这 一 ee 因为 它 还 意 
指 足 够 多 的 一 摊牌 将 会 超出 桌子 一 英里 甚至 更 多 ， 而 且 蠕 虫 W 最 终 将 会 到 达 橡 皮 筋 的 终点 . 于 是 ， 我 们 
来 仔细 研 多 究 一 下 n 很 大 时 Hn 的 大 小 . 


看 出 AH_n} \to \infty 的 最 简单 的 方法 大 概 是 按照 2 的 寡 将 它 的 项 分 组 .我 们 放 一 项 在 第 一 组 里 ， 放 两 项 
生 第 二 组 里 ， 放 四 项 在 第 三 组 里 ， 放 八 项 在 第 四 组 里 ， 以 此 类 推 : 


p= 


1 
第 二 组 中 的 两 项 在 pMrac{1}{4} 与 2 之 间 ， 所 以 这 一 组 的 和 在 已 2 \times \frac{1}{4} = \frac{1}{2} 与 
2 Yimes Mfrac{1}2} = 工 之 间 . 第 三 组 中 的 四 项 都 在 PMrac{1}{8} 与 PAMrac{1}{4} 之 间 ， 故 而 它们 的 和 在 


2 与 1 之 间 . 事实 EF ， 第 上 组 中 2 下 1 项 的 每 一 项 都 在 {2^{ - k}} 与 {2^{1 - k}} 之 间 ， 从 而 单独 每 一 组 
各 项 之 和 都 在 2 与 1 之 间 . 


这 一 分 组 方法 告诉 我 们 ， 如 果 PMrac{1}{n} 在 第 大 组 中 ， 我 们 必定 有 蕊 {H_n} > Mfrac{k}{2} 以 及 
zf{H_n} \leqslant k (根据 对 的 归纳 法 ) .于 是 名 rp n} \to \infty ， 且 实际 上 有 


BP \frac{{\left\floor {\lg n} \right\rfloor + 1}}{2} < {H_n} \legslant 
\left\lfloor {\lg n} \right\rfloor + 1.\quad\quad\quad\guad\guad(6.59) 


现在 我 们 在 相差 一 个 因子 2 的 范围 内 知道 环 , 的 大 小 . 尽管 调和 数 趋 向 于 无 穷 ， 但 是 它们 也 仅仅 是 按照 对 
数 的 大 小 趋向 于 无 穷 ， 也 即 它 们 趋向 于 无 穷 是 相当 缓慢 的 . 


它们 这 么 慢 ， 我 们 应 该 把 它们 称 为 蠕虫 数 


多 做 一 点 工作 并 应 用 一 点 点 微 积分 即 可 得 到 更 好 的 界 . 在 第 2 章 里 我 们 了 解 到 ， Hn 是 连续 函数 enn 的 
离散 模拟 .自然 对 数 定义 为 一 条 曲线 下 方 所 围 成 的 面积 ， 这 就 提供 出 一 种 几何 对 照 : 


ey 


这 条 曲线 下 方 夹 在 1 与 n 之 间 的 面积 是 zAint_{~1} 人 {~n} {{Ym{d}}x/x} = \Inn ， 它 小 于 那 n 个 矩形 的 面积 
ENsummolimits_ {k= 1}n {Uk} = {H_n}. 从 而 PNnn< {H_n} ， 这 是 比 我 们 在 (6.59) 中 得 到 的 更 好 的 结 
果 . 将 矩形 取得 稍微 不 同一 点 ， 我 们 就 得 到 一 个 类 似 的 上 界 : 


NN 


“我 现在 还 看 到 一 种 方法 ， 它 告诉 我 们 怎样 用 对 数 (按照 基本 相同 的 方式 ) 求 出 调和 级 数 的 各 项 之 和 ， 但 是 为 求 出 那些 规则 所 需要 做 的 
计算 会 更 加 困难 . ” 
-牛顿 [280 


这 一 次 那 n 个 矩形 的 面积 Hi 小 于 第 一 个 矩形 的 面积 加 上 曲线 下 方 的 面积 .我们 就 证 明了 
BNnn < {H_n} <\nn + 1,~~n > 1\quad\quad\quad\quad\quad(6.60) 

我 们 现在 知道 Hi 的 误差 至 多 为 1 的 值 . 

当 我 们 求 倒数 的 平方 和 ， 而 不 是 直接 求 倒数 之 和 时 ， 就 会 出 现 “ 二 阶 ” 调 和 数 PoH_n^{\eft( 2 \right)} : 


z-: H_n^{\left( 2 \right)} = 1 + \frac{1}{4} + \frac{1}{9} + \cdots + \frac{1} 
{{{n^2}}} = \sum\limits_{k = 1}n {\frac{1}{{{k^2}}}}. 


类 似 地 ， 通 过 求 zx( - D 次 寡 之 和 ， 我 们 可 以 定义 次 调和 数 : 


PA H_n^{(7)} = \sum\limits_{k = 1}n {\frac{1} 
{{{kAr}}}}.\quad\quad\quad\quad\quad(6.61) 


如 果 Er > 1 ， 这 些 数 当 n 一 co 时 趋向 于 一 个 极限 ， 在 习题 2.31 中 我 们 注意 到 ， 这 个 极限 习惯 上 称 为 黎 曼 
zeta 函数 : 


\zeta \left( r \right) = H_Ninfty A{(D} = \sum\limits_{k \geqslant 1} 
{\frac{1}{{{k^r}}}}.\quad\quad\quad\quad\guad(6.62) 


0 利用 广义 调和 数 来 近似 通常 的 调和 数 PH_n^{\left( 1 \right)}. 我 们 来 考 


za\In \left( {\frac{k}{{k - 1}}} \right) = \frac{1}{k} + \frac{1}{{2{k^2}}} + 
\frac{1}{{3{k^3}}} + \frac{1}{{4{k^4}}} + 
\cdots,\qguad\quad\quad\quad\guad(6.63) 


当 zk > 1 时 它 收 敛 . 它 的 左边 是 PNn k - \In (k - 1) ， 于 是 如 果 在 两 边 对 P22 \leqslant k \leqslant n 求 和 ， 那 
么 左边 的 和 就 缩减 了 ， 且 得 到 


zw- \begin{alignedM\In n - \In 1 &= \sum\limits_{k = 2}n {\left( {\frac{1}{k} 

+ \frac{1}{{2{k^2}}} + \frac{1}{{3{k^3}}} + \frac{1}{{4{k^4}}} + \cdots 
} righbDjNg&= ({H_n} -1)+\frac{1}{2}(H_n^{(2)} - 1) + \frac{1}{3} 
(H_n^{(3)} - 1) + \frac{1}{4}(H_n^{(4)} - 1) + \cdots.\end{aligned} 


新 排序 ， 我 们 就 对 Hi 与 FANn n 之 间 的 差 得 到 一 个 表达 式 


Bz. {H_n}-\Inn=1-\frac{1}{2}(H_n^{(2)} - 1) - frac{1}{3}(H_n^{(3)} - 
1) - \frac{1}{4}(H_n^{(4)} - 1) - \cdots. 


[hdl 


当 n 一 ce 时 ， 右 边 趋向 于 极限 值 


B.1-fracfl1i{t2Neft( {\zeta (2) - 1} \right) - \frac{1}{3}left( {\zeta (3) - 1} 
\right) - \frac{1}{4}\left( {\zeta (4) - 1} \right) - \cdots, 


现在 知道 这 个 值 是 欧 拉 常 数 ， 习 惯 上 用 希腊 字母 7 来 表示 .事实 上 ， ezeta (7) - 1 大约 等 于 1/{2Ar} ， 所 
以 这 个 无 穷 级 数 收敛 得 比较 快 ， 我 们 可 以 计算 出 其 十 进 制 值 为 


FAgamma = 0.577~215~664~9 \cdots.\guad\quad\quad\quad\qguad(6.64) 


“因此 我 们 发 现 这 个 量 有 常数 值 C ， 确 实 世 c=0.577~218 . 
一 一 欧 拉 [103] ， 


欧 拉 的 讨论 确立 了 极限 关系 


FP \mathop {\lim Nimits_fn \to \infty } ({H_n} - \In n) = 
\gamma,\guad\quad\guad\quad\guad(6.65) 


于 是 友 处 在 (6.60) 的 两 个 端点 值 之 间 大 约 58% 的 位 置 ， 我 们 逐渐 回归 到 它 的 什 . 
如 同 我 们 会 在 第 9 章 看 到 的 那样 ， 有 可 能 做 进一步 的 改进 ， 例 如 我 们 将 证 明 


s: {Hn}=\Inn+\gamma+ \frac{1}{{2n}} -\frac{1}{{12{n^2}}}+ 
\frac{{{\varepsilon_n}}}{{120{n^4}}},~~0 < {\varepsilon_n} < 
1\guad\quad\guad\qguad\guad(6.66) 


这 个 公式 能 让 我 们 不 需要 把 100 万 个 分 数 加 起 来 就 能 推断 出 第 100 万 个 调和 数 是 
忆 {H_{1~000~000}} \approx 14.392~726~722~865~723~631~381~127~5. 
而 这 就 意味 着 一 摆 100 万 张 牌 就 能 延伸 超出 桌子 边缘 7 张 牌 的 长 度 . 


关于 橡皮 筋 上 的 蠕虫 ， (6.66) 又 会 告诉 我 们 什么 呢 ? 由 于 Hn 是 无 界 的 ， 蠕 虫 肯 定 会 到 达 终 点 ， 此 时 HH 
第 一 次 超过 100， 对 Hi 的 近似 表明 ， 当 n 近似 等 于 


Bo{{\rm{e}}{100 - \gamma }} \approx {{\rm{e}}^{99.423}} 


时 这 就 会 发 生 . 事实 上 ， 习 题 9.49 证 明了 ，n 的 关键 值 是 
zAleft\floor {{{\rm{e}}^{100 - \gamma }}} rightvfloor 或 者 

zAleft\lceil {{{\rm{e}}^{100 - \gamma }}} \right\rceil. 我 们 可 以 想象 W 在 经 过 大 约 P22.87 \times {10^{35}} 
个 世纪 的 漫长 仆 行 后 最 终 冲 过 终点 线 时 获得 完胜 的 情景 ， 尽 管 这 会 使 得 : 非常 愧 恼 . 〈 这 根 橡皮 筋 将 会 
被 伸 长 到 超过 zs2{10^{27}} 光 年 的 长 度 ， 它 的 分 子 也 将 被 大 大 分 离开 来 . 


是 的 ， 它 们 实际 上 不 可 能 走 这 么 长 . 当 小 罗 上 贺 摩 塔 被 完全 移动 成 功 之 时 ， 世 界 早 就 已 经 毁灭 ， 


6.4 ”调和 求 和 法 HARMONIC SUMMATION 


现在 ， 我 们 观察 某 些 包 含 调和 数 的 和 式 ， 


顾 在 第 2 章 学 过 的 几 个 思想 . 在 (2.36) 和 (2.57) 中 ,我 


NT 
器 


们 证 明了 


区 2 \sum\limits_{0 \leqslant k <n} {{H_k}} = n{H_n} - 
n,\guad\quad\guad\qguad\guad(6.67) 


za \sum\limits_{0 \leqslantk <n} {k{H_k}} = \frac{{n(n - 1)}}{2}{H_n}- 
\frac{ {n(n - 1)}}{4}.\guad\quad\guad\quad\guad(6.68) 


让 我 们 大 胆 着 手 处 理 一 个 更 加 一 般 的 和 式 ， 它 包含 这 两 个 作为 其 特例 ， 当 m 是 一 个 非 负 整数 时 ， 


的 值 


人 三 


BP \sum\limits_{0 \leqslant k < n} 
{\left(\begin{matrix}k\m\end{matrix}\right){H_k}} 


十 么 ? 


第 2 主 


里 对 (6.67) 和 (6.68) 颇 为 有 效 的 方法 称 为 分 部 求 和 法 (summation by parts) .我 们 把 求 和 项 写 


成 zu(k)\Delta v(k) 的 形式 ， 并 应 用 一 般 的 恒等式 


zs \sum\nolimits_a^b {u(x)\Delta v(x)\delta x} = {u(x)v(x)} \Bigl|_a 人 ^b - 
\sum\nolimits_a 人 ^b {v(x + 1NDelta u(x)\delta 
x}.\qguad\guad\qguad\guad\guad(6.69) 


wzAsum\nolimits_{0 \leqslant k < n} 


记得 吗 ?现在 我 们 所 面 对 的 和 式 {\left(begin{matrix}k\m\end{matrix}\right){H_k}} 


很 适 


剩 下 的 和 式 很 容易 ， 


全 


日 


这 种 方法 ， 因 为 我 们 可 以 令 


jp: \begin{aligned}u(k) = {H_k},~~~~~~~~~~~ &\Delta u\left( k \right) = 
{H_{k +1}}- {H_k}=\frac{1}{{k +1}};\v(k) = \left(\begin{matrix}k\{m 
+ 1}M\end{matrix}\right),~~&\Delta v(k) = \left(\begin{matrix}{k + 1}\{m + 
lMNend{matrix}\right) - \left(\begin{matrix}k\{m + 1 MN\end{matrix}\right) = 
\left(\begin{matrix}k\m\end{matrix}\right).\end{aligned} 


( 换 一 句 话 说 ， 调 和 数 有 一 个 简单 的 ^ ， 而 二 项 式 系数 有 一 个 简单 的 臣 f\Delta ^{ - 1}} ， 故 而 我 们 进展 顺 
利 ，) 将 它们 代入 (6.69) 即 得 


BP \begin{alignedMsum\limits_{0 \leqslant k <n} 
{\left(\begin{matrix}k\m\end{matrix}\right){H_k}} &= vsummnolimits_0An 
{\left(\begin{matrix}x\m\end{matrix}\right){H_x}\delta x} = 
\left(\begin{matrix}x\{m + 1 M\end{matrix}\right){{H_x}} \Bigl|_O 和 \n - 
\sum\nolimits_O^n {\left(\begin{matrix}{x + 1}\{m+ 
lMNend{matrix}\right)\frac{{\delta x}}{{x + 1}}}\&= \left(\begin{matrix}n\ 
{m+1Mend{matrix}\right){H_n} - \sum\limits_{0 \leqslant k < n} 
{\left(\begin{matrix}{k + 1},\M{m + 1MNend{matrix}\right)\frac{1}{{k + 
1}}}.\end{aligned} 


为 我 们 利用 原先 储备 的 知识 ， 即 等 式 (5.5) 


Fn \sum\limits_{0 \leqslant k <n} {\left(\begin{matrix}{k + 1}M{m+ 
lMNend{matrix}\right)\frac{1}{{k + 1}}} = \sum\limits_{0 \leqslant k <n} 
{\left(\begin{matrix}k\m\end{matrix}\right)\frac{1}{{m + 1}}} = 
\left(\begin{matrix}n\{m + 1 Mend{matrix}\right)\frac{1}{{m + 1}} 


yt 


pz 


来 吸收 人 + DJ ， 这 样 就 得 到 所 要 寻求 的 答案 : 


区 \sum\limits_{0 \leqslant k < n} 
{\left(\begin{matrix}k\m\end{matrix}\right){H_k}} = \left(\begin{matrix}n\ 
{m+ 1MNend{matrix}\right)\eft( {{H_n} - \frac{1}{{m + 1}}} 
\right).\guad\quad\guad\quad\guad(6.70) 


( 当 m=0 以 及 m= 1 了 时， 这 完全 可 以 用 (6.67) 和 “(6.68) 来 检验 . ) 
下 一 个 做 为 范例 的 和 式 用 除法 代替 乘法 : 我们 尝试 计算 
FF.{S_n} = \sumMimits_{k= 1}An {\frac{{{H_k}}}{k}}. 


如 果 根 据 定义 将 2{H_k} 展开 ， 就 得 到 一 个 二 重 和 式 


ez {S_n}=\sum\limits {1 \leqslant j \leqslant k \leqslant n} {\frac{1}{{j 
\cdot k}}}. 
现在 可 以 借助 于 第 2 章 的 另外 一 个 方法 . 等 式 (2.33) 告诉 我 们 


B.{S_n} = \frac{1}{2}\left( {{{\left( {\sum\limits_{k = 1}n {\frac{1}{k}}} 
\right)}^2} + \sum\limits_{k = 1}n {\frac{1}{{{k^2}}}} } \right) = \frac{1} 
{2}Mleft( {H_n^2 + H_n^{(2)}} \right).\quad\qguad\qguad\quad\quad(6.71) 


很 明显 ， 如 果 我 们 早先 就 尝试 用 分 部 求 和 法 〈 见 习题 26) ， 就 能 用 另 一 种 方法 得 到 这 个 答案 了 . 


现在 ， 我 们 尝试 处 理 另 一 个 更 加 困难 的 问题 B34 ， 它 不 能 用 分 部 求 和 法 解决 : 


FP {U_n} =\sum\limits_{k \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)\frac{{{{(- D}{k- 1}}}}{k} 


{{(n- Kk)}An}} ， 整 数 en \geqslant 1. 


(这 个 和 式 也 并 没有 明显 提 到 调和 数 ， 但 是 谁 又 知道 它 会 在 什么 时 候 冒 出 来 呢 ? ) 


(不 要 泄露 答案 和 任何 东西 ，) 


我 们 将 用 两 种 方法 来 解 这 个 问题 ， 一 种 是 强行 靠 繁 复 计算 得 出 解答 ， 男 一 下 
ji 首先 是 强力 计算 法 . 我们 用 二 项 式 定理 展开 ei{(n - k)^n} ， 使 得 分 母 中 难以 处 理 的 让 和 
已 来 : 


Ba \begin{aligned}{U_n} &= \sum\limits_{k \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)\frac{{{{(- 1)}{k - 1}}}} 
{kM\sum\limits_j {\left(\begin{matrix}n\j\end{matrix}\right){{( - k)} 人 j} 
{n^{n-j}}} }\&= \sum\limits_j {\left(\begin{matrix}n\j\end{matrix}\right) 
{{(- D}{ -1}}{n^{n -j} MN\sum\limits_{k \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){{(- 1)}^k}{k^{j - 1}}} 
}.\end{aligned} 


这 并 不 像 看 起 来 那么 混乱 无 序 ， A 1}} 是 关于 大 的 多 项 式 ， 而 恒等式 


是 敬 更 多 的 聪明 或 者 运气 获得 
和 分 子 组 合 


(5.40) 告 ;i 
们 : 我 们 是 在 直接 取 这 个 多 项 式 的 n 阶 差分 .这 已 经 差不多 正确 了 ， 不 过 为 ] 使 之 严格 为 真 ， 即 在 能 确认 


公式 是 一 个 多 项 式 的 nn 阶 差分 之 前 ， 我 们 还 需 做 一 些 作 . 先 我 们 必须 理 清 几 件 事情 . 


外 


j 一 0 时 己 {kAj - 1}} 不 是 多 项 式 ， 故 而 我 们 需要 将 这 一 项 剥离 开 来 单独 处 理 ， 另 牛 事 是 在 ， n 阶 差分 公 


式 中 失去 也 =0 这 一 项 ， 当 由 =1 时， 这 一 项 不 等 于 零 ， 所 以 我 们 最 好 保留 它 (并 再 次 


吉 果 就 是 


巴 它 减 掉 ) . 


~ 


BP \begin{aligned}{U_n} = &\sum\limits_{j \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\j\end{matrix}\right){{(- 1)}{j - 1}}{n^{n - 
j} MM\sum\limits_{k \geqslant 0} {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) 
{{(- 1)} 人 ^k}{kA{j - 1}}} }\e&- \sum\limits_{j \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\j\end{matrix}\right){{(- 1)}{j - 1}}{n 人 ^{n - 
j}}\left(\begin{matrix}n\Q\end{matrix}\right){0^{j - 1}}}\&- 
\left(\begin{matrix}n\Q\end{matrix}\right){n^n}M\sum\limits_{k \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){{(- 1)}^k}{k 人 ^{ - 
1}}}.\end{aligned} 


好 的 ， 现 在 最 上 面 \ 它 是 剩 下 来 的 唯一 的 二 重 和 式 ) 是 零 ， 它 就 是 次 数 小 于 n 的 多 项 式 的 n 阶 差分 的 
倍数 之 和 ， 而 这 样 的 n 阶 差 分 都 是 零 ， 第 二 行 除了 欧 = 1 之 外 都 是 零 ， 而 当 大 = 1 时 它 等 于 成 - {nAn}. 所 
以 第 三 行 是 余下 来 仅 有 的 困难 ， 我 们 已 经 将 原来 的 问题 转化 为 一 个 简单 得 多 的 和 式 : 


B.{U_n}l = {n^n}({T_n}-1)， 其 中 
Pn {T_n} = \sum\limits_{k \gegslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)\frac{{{{(- 1)}{k - 1}}}} 
{k}}.\quad\qguad\quad\guad\quad(6.72) 


人 


zsA{U_3} = \left(\begin{matrix}3\1\end{matrix}\right)\frac{8}{1} - 
\left(\begin{matrix}3\2\end{matrix}\right)\frac{1}{2} = \frac{{45}}{2},~~ 
{T_3} = \left(\begin{matrix}3\1\end{matrix}\right)\tfrac{1}{1} - 
\left(\begin{matrix}3\2\end{matrix}\right)\frac{1}{2}+ 
例如 ， \left(\begin{matrix}3\3\end{matrix}\right)\frac{1}{3} = \frac{{11}}{6} ， 从 而 
P{U 3} = 27({T_3} - 1) ， 恰 如 所 断言 之 结论 . 


我 们 怎样 来 计算 五 呢 ? 一 种 方法 是 用 
zAleft(\begin{matrix}{n - 1}\k\end{matrix}\right) + \left(\begin{matrix} {n - [ 1 ) 
代替 


上 ee ， 这 样 得 到 一 个 关于 
9、 用 五 -1 表示 的 简单 递归 式 .， 还 有 一 个 更 有 局 发 性 的 方法 : 在 (5.41) 中 有 过 一 个 类 似 的 公式 ， 即 


zz. \sum\limits_k {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)\frac{{{{(- 
1)}k}}}{{X + k}}} = \frac{{n!}}{{x(x + 1) \cdots (x + n)}}. 


如 果 我 们 减 去 上 = 0 的 项 ， 并 令 z= 0 ， 就 得 到 二 {T_n}. 所 以 ， 我 们 做 下 去 : 


(我 们 用 到 了 zx + 1) \cdots (x + n) = {x^{\overline {n+ 1} }yAx 的 展开 式 (6.11) ， 可 以 把 分 子 中 的 z 除 
掉 ， 因 为 Pbegin{bmatrix}{n + 1}\1\end{bmatrix} = n!. ) 但 是 ， 我 们 从 (6.58) 知道 
zAbegin{bmatrix}{n + 1}N2\endfbmatrix} = n!{H_n} ， 所 以 忆 {T_n} = {H_n} ， 于 是 就 得 到 答案 : 


Fe 


z-{U_n} = {nn}({H_n} - 1).\gquad\quad\quad\guad\guad(6.73) 


这 是 一 种 途径 . 另 一 种 途径 是 尝试 计算 一 个 更 为 一 般 的 和 式 
成 {U_n}(x,y) = \sum\limits_{k \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)\frac{{{{(- DD}{k - 1}}}}{k} 
{{(x + ky)}n}} ， 整 数 


zn \gedslant 0,\quad\quad\quad\quad\quad(6.74) 
原来 的 =:{U_n} 的 值 将 为 特殊 情形 2.{U_n}(n, - 1) 而 自然 获得 解决 ， 我们 受到 鼓励 去 考虑 更 为 一 般 性 


的 问题 ， 是 因为 以 前 的 推 人 那些 细节 由 于 某 种 原因 必定 是 不 重 
要 的 ， 因 为 n 阶 差分 就 已 经 把 它们 抹 掉 了 . 


我 们 可 以 稍 加 改变 来 重演 先前 的 推导 ， 并 发 现 es _n}(%y) 的 值 . 或者， 我 们 也 能 用 
{x + ky 人 {fn -1}}(x + ky) 代 天 2{(x + ky)n} ， 然 后 用 


a 


BleftQbegin{matrix} {n - 1}\k\end{matrix}\right) + \left(begin{matrix} {n - Q) 
1}M\{k - 1}\end{matrix}\right) 代替 


， 这 导出 递归 式 


Bs {U_n}(x,y) = x{U_{n- 1}}(x,y) + {x^n}/n + y{x 人 ^{n - 
1}},\guad\quad\quad\quad\qguad(6.75) 


这 很 容易 用 求 和 因子 法 求解 (习题 5) . 


最 容易 的 是 用 另外 一 种 技巧 ， 它 在 第 2 草 里 曾 有 好 的 效果 :微分 法 .wzAU_n}(xy) 关于 Y 求 导 带 出 一 个 天 
它 和 分 母 中 的 大 抵消， 这样 得 到 的 和 式 是 简单 的 : 


ez. \begin{aligned}\frac{\partial}{\partial y}U_n(x,y)&=\sum_{k\geqslant 
1}M\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)(-1)^{k-1}n(x+ky)^{n- 
1}M\&=\eft(\begin{matrix}n\Q\end{matrix}\right)nx^{n-1}- 
\sum_{k\geqslantO}left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) 
(-1)^kn(x+ky)^{n-1}=nx^{n-1}.\end{aligned} 


(再 次 ， 这 里 次 数 小 于 n 的 多 项 式 的 n 阶 差 分 变 为 零 .) 


我 们 就 证 明了 : 忆 {U_nj(Cy) 关于 y 的 导数 是 Pin{x^{n - 1}} ， 它 与 Vy 无 关 . 一 般 来 说 ， 如 果 Pf'(y) = c ， 
那么 zf(y) = f(0) + cy. 这 样 一 来 ， 我 们 就 必定 有 2A{U_n}(xy) = {U_n}(x,0) + n{x^{n - 1}}y. 


剩 下 的 任务 是 要 确定 己 {U_n}(x0). 但 PU_n}(x,0) 恰好 是 z* 乘 以 和 式 PAT_n} = {H_n} ， 我 们 在 (6.72) 
中 已 经 考虑 过 这 个 和 式 ， 于 是 (6.74) 中 一 般 的 和 式 有 封闭 形式 


{U_n}(x,y) = {x^n}{H_n} + n{x^{n - 
1}}y.\guad\guad\guad\qguad\guad(6.76) 


特别 地 ， 原 来 问题 的 解 是 zA{U_n}(n,-1)= {n^n}({H_n} -1). 


6.5” 伯 努 利 数 BERNOULLI NUMBERS 


我 们 议事 日 程 上 的 下 一 个 重要 数列 是 以 雅 各 布 - 伯 努 利 (1654 一 1705) 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 研究 m 次 占 和 
的 公式 时 发 现 了 奇妙 的 关系 25] ， 我 们 记 


zs: {S_m}(n)= {0Am} + {1^m} +\cdots+ {(n- 1)m}=\sum\limits_ {k= 
0M{n- 1} {{k^m}} = \sum\nolimits_0^n {{x^m}\delta 
Xx}.\qguad\guad\qguad\guad\guad(6.77) 


， 当 m > 0 时 按照 广义 调和 数 的 符号 有 PS_mj(o = HH_{n- 1}^{(-m)}. ) 伯 努 利 观 察 了 如 下 一 列 
公式 ， 勾 画 出 了 一 种 模式 : 


你 也 能 看 出 来 吗 ? 在 pA{S_m}(n) 中 {nA{m + 1}} 的 系数 总 是 1(m + 了). 的 系数 总 是 22- 1/2. 
zn{m- 1}} 的 系数 总 是 .……. 让 我 们 想 想 ， 是 Pim/12. z2{n^{m - 2}} 的 系数 总 efnA{fm - 3}} 的 系数 
e 想 想 咽 ..….... 是 的 ， 它 是 下 mm - 1)(m - 2)/720. 忆 {nAfm - 人 二 夫 攻 看 起 来 好 


es 而 区 (nA{m - k}} 的 系数 总 是 某 个 常数 乘 以 大 fmAfwundenline k }}. 
那 就 是 伯 努 利 任 经 验 得 到 的 发 现 ， (他 没有 给 出 证 明 ，) 用 现代 的 记号 ， 我 们 把 系数 写成 如 下 的 


SN 


式 


zz. \begin{aligned}{S_m}\left( n \right) &= \frac{1}{{m + 1}}\left( {{B_0} 
{n^{m + 1}} + \left(\begin{matrix}{m + 1}\N\end{matrix}M\right){B_1} 
{n^m} + \cdots + \left(\begin{matrix}{m + 1} \m\end{matrix}\right) 
{B_m}n} \right\&= \frac{1}{{m + 1}M\sum\limits_{k = 0}Mm 
{\left(\begin{matrix}{m + 1}\k\end{matrix}\right){B_k}{nm {m+1- 
k}}}.\gquad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\qguad\quad 
\quad\guad\quad\guad\qguad\quad\guad\guad(6.78)\end{aligned} 


隐 含 的 递归 关系 定义 


伯 努 利 数 


e. \sum\limits_{j = 0}jAm {\left(\begin{matrix}{m + 1},\j\end{matrix}\right) 
{B_j}} = [m= 0] 


ez.m \geqslant 0.\quad\quad\quad\guad\quad(6.79) 


zwAleft(\begin{matrix}2\0\end{matrix}\right){B_0}+ 


例如 ， \left(\begin{matrix}2\1\end{matrix}\right){B_1} = 0. 前 几 个 值 显然 是 
n |o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
PP- 1 ni 人 0 人 0 人 0 ne -1} 0 ni 0 ni 

(有 关 zs2{B_n} 的 简单 封闭 形式 的 所 有 猜想 都 因 奇 怪 分 数 si- 691/2730 的 出 现 而 清除 出 局 . ) 
利用 扰动 法 (我 们 在 第 2 章 求解 PS_2(n)=\square_n 的 方法 ) ， 可 以 用 对 m 的 归纳 法 证 明 伯 努 利 公式 

(6.78) : 

zp: begin{faligned}{fS_{tmr+1o+{nAtmnr+1g&=sumimits {k= 
0}Aftn-T{{{k+TDAmn+1lrrNs= \sum\limits_{k = 0}{n - 1} 
{\sum\limits_{j = 0}M{m + 1} {\left(\begin{matrix}{m + 
1}M\\end{matrix}\right){k^j}} } = \sum\limits_{j = 0}M{m + 1} 
{\left(\begin{matrix}{m + 1}\j\end{matrix}\right){S_j} 
(n)}.\guad\quad\guad\quad\guad(6.80)\end{aligned} 

| 2{\hat S_m}(n) 表示 (6.78) 的 右边 ， 我 们 希望 证 明 2{S_m}(n) = {\hat S_m}(n) ， 假 设 对 
z20 \leqslantj <m 有 22{S_j}(n) = sj) 我 们 开始 时 按照 在 第 2 章 里 对 m = 2 所 做 的 那样 ， 从 (6.80) 
的 两 边 减 去 2{S_{m + 1}}(n). 然后 利用 (6.78) 展开 每 一 个 22{S_j}(n) ， 并 重新 分 组 ， 使 得 边 n 的 客 的 
系数 放 在 一 起 并 加 以 化 简 : 

(这 一 推导 过 程 很 好 地 复习 了 第 5 章 所 述 的 标准 处 理 方法 . ) 于 是 ADelta =0 ， 且 有 
zf{S_mj = {\hat S_m}a) ， 证 明 完 毕 . 
在 第 7 章 里 我 们 将 要 用 生成 本 数 来 得 到 (6.78) 的 一 个 简单 得 多 的 证 明 . 关键 的 想法 在 于 证 明 伯 努 利 数 是 

\frac{z}{{{{\rm{e}}z} - 1}} = \sum\limits_{n \gedqslant 0} 
{{B_n}Mfrac{{{z^n}}}{{n!}}}\guad\quad\quad\quad\qguad(6.81) 
这 里 有 一 些 更 加 简明 扼要 的 材料 ， 可 能 你 会 希望 在 第 一 次 阅读 时 暂时 略 过 不 看 . 


一 一 友好 的 助教 


的 系数 . 现在 我 们 直接 假设 方程 (6.81) 成 立 ， 故 而 可 以 从 中 推导 出 


人 人 惊讶 的 推 ; 


如 


这 


将 > 


果 我 们 在 两 边 加 上 Bfrac{1}{2}z ， 这 样 就 从 右边 将 项 局 {B_1}z1! = - Mfrac{1}{2}z 消 掉 ， 得 到 


PB \frac{z}{{{{\rm{e}}^z} - 1}} + \frac{z}{2} = \frac{z} 
{2}Mfrac{{{{\rm{e}}z} + 1}}{{{{\rm{e}}z} - 1}} = \frac{z} 
{2}Mfrac{{{{\rm{e}} {2/2}} + {{\rm{e}}{ - 22}}}}{{{{rma{e}} 人 {2/2}} - 
{{\rm{e}}^{ -Zz/2}}}} = \frac{z}{2}M\coth \frac{z} 
{2}.\quad\quad\quad\quad\qguad(6.82) 


里 pAcoth z 是 “ 双 曲 余 切 ” 范 数 ， 在 微 积分 书 中 则 定义 为 pAcosh zAsinh z ， 我 们 有 


ps \sinhhz=\frac{{{{\rm{e}}’z} - {{rm{e}}{ -2z}}}}{2},~~\coshz= 
\frac{{{{\rm{e}}z} + {{\rm{e}}{ - z}}}} 
{2}.\quad\quad\quad\quad\qguad(6.83) 


FNeft( {\frac{{ - z}}{2}} \right)\coth \eft( {\frac{{ - 2}}{2}} Nighb = 
变换 成 局 z ， 给 出 \fracfz}{2}coth \frac{z}{2} 


ENfrac{z}{2}Ncoth \frac{z}{2} 的 每 个 标号 为 奇数 的 系数 必定 为 零 ， 即 


此 


s,s {B 3}={B 5}={B_7}= {B_9}= {B_{11}} = {B_{13}} =\cdots = 
0.\guad\quad\guad\quad\qguad(6.84) 


外 ， “(6.82) 给 出 了 zAcoth 的 系数 的 一 个 封闭 形式 : 


sp: ZzZ\cothz=\frac{{2z}}{{{{\rm{e}}^{2z}} - 1}} + \frac{{2z}}{2} = 
\sum\limits_{n \geqslant 0} {{B_{2n}}\frac{{{{(2z)}^{2n0}}}}{{(2n)!}}} = 
\sum\limits_{n \geqslant 0} {{4^n}{B_{2n}}\frac{{{z^{2n}}}} 
{{(2n)!}}}.\gquad\guad\guad\guad\guad(6.85) 


WA 


是 双 曲 函数 并 没有 太 多 的 用 武之 地 ， 人 们 对 “真实 的 ”三 角 函 数 更 感 兴趣 .我们 可 以 通过 法 则 


将 


于 


PF \sin z= - {rm{i} Msinh {\rm{i}}z,~~\cos z = \cosh 
{\rmt{i}}z\quad\qguad\quad\guad\quad(6.86) 


通常 的 三 角 函 数 用 它们 的 双 曲 函数 来 表示 . 对 应 的 需 级 数 是 


zz \begin{aligned}&\sin z = \frac{{{z^1}}}{{1!}} -fracft{{fzA3} 3 + 
\frac{{{z^5}}}{{5!}} - \cdots,~~\sinh z = \frac{{{z^1}}}{{1!}} + 
\frac{{{z^3}}}{{3!}} + \frac{{{z^5}}}{{5!}} + \cdots;\&\cos z = 

\frac{{{z^0}}}{{0!}} - frac{{{2 2}}}{{2!}} + Mfrac{{{z^4}}}{{4!}} - 
\cdots,~~\cosh z = \frac{{{z^0}}}{{0!}} + \frac{{{z^2}}}{{2!}}+ 
\frac{{{z^4}}}{{4!}} + \cdots.\end{aligned} 


PACOt z = \cos Zz/N\sin z = {\rmt{i}}\cosh {\rm{i}}zAMsinh {\rm{i}}z = 
是 {rmf{i}}\coth {\rm{i}}z ， 我 们 就 有 


PP Zz\cot z = \sum\limits_{n \gedqslant 0} 
{{B_{2n}}\frac{{{{(2{\rm{i}}z)} 人 {2n}}}}{{(2n)!}}} = \sum\limits_{n 
\geqslant 0} {{{(- 4)}Mn}{B_{2n}}\frac{{{z^{2n}}}} 
{{(2n)!}}}.\gquad\guad\qguad\guad\guad(6.87) 


我 看 出 来 了 ， 我 们 用 虚数 得 到 了 “真实 的 ”函数 . 


zz\cotz 的 另 一 个 引信 注 目的 公式 是 由 欧 拉 (习题 73) 发 现 的 : 


我 


Ba Zz\cot z=1-2sumlimits _{k \geqslant 1} {\frac{{{z^2}}}{{{k^2} 
{{\rm{\pi }}^2} - {z^2}}}}.\quad\quad\quad\quad\guad(6.88) 


们 可 以 将 欧 拉 的 公式 按照 Pi{z^2} 的 需 展 开 ， 这 就 得 到 


， 故 而 


BP \begin{aligned}z\cot z &= 1 - 2\sum\limits_{k \geqslant 1} {\left( 
{\frac{{{z2}}}{{{kA2}{{\rm{\pi 上 和 A2 + \frac{{ {2 和 4}} }{{ {kA4} 
{{\rm{\pi }}^4}}} + \frac{{{z^6}}}{{{k^6}{{\rm{\pi }}^6}}} + \cdots } 
\right)}\&= 1 - 2\left( {\frac{{{z^2}}}{{{{\rm{\pi }}/^2}}}H_\infty ^{\left( 
2 \right)} + \frac{{{z^4}}}{{{{\rm{\pi }}^4}}}H_\infty ^{\left( 4 \right)} + 
\frac{{{z^6}}}{{{{\rm{\pi }}^6}}}H_\infty ^{\left( 6 \right)} + \cdots } 
\right).\end{aligned} 


FP \zeta (2n) = H_\infty 和 ^{(2n)} = {(- 1)^{n- 1}}\frac{{{2^{2n - 1}} 
{{\rm{\pi }}^{2n}}{B_{2n}}}}{{(2n)!}} 
en > 0.\quad\guad\quad\guad\quad(6.89) 


赚 


例如 ， 


公式 (6.89) 不 仅仅 是 PH_\infty 和 {Neft( {2n} vight)} 的 才 


小 ， 


BE.{( - 


这 还 没完 ， 伯 努 利 数 还 出 现在 正切 范 数 的 系数 


jp- \zeta (2)= H_\infty ^{\left( 2 \right)} = 1 + \frac{1}{4} + \frac{1}{9}+ 
\cdots = {{\rm{\pi }}2}{B_2} = {{\rm{\pi 
}}^2}/6;\quad\guad\quad\guad\quad(6.90) 


zai\zeta (4) = H_\infty 和 人 {(4)} = 1 + \frac{1}{{16}} + \frac{1}{{81}} + \cdots 
=- {{\rm{\pi }}^4}{B_4}3 = {{\rm{\pi 
}}^4}/90.\gquad\quad\guad\guad\quad(6.91) 


寻 为 22H_\infty ^{(2n)} 当 很 大 时 非常 接近 于 1， 它 告诉 我 们 ， 对 所 有 n> 0 都 有 
1 人 {n-1}}{B_{2n}} > 0 ， 于 是 非 零 的 伯 努 利 数 交 蔡 地 改变 符号 . 


B. \tanz=\rac{{\sinz}}{{\cosz}}=\sum\limits_{n \gegslant 0} {{{(- 
DI{n-1}}{4An}({4n} - 1){B_{2n}}\frac{{{z^{2n - 1}}}} 
{{(2n)!}}},\quad\qguad\qguad\quad\quad(6.92) 


数 


要 事 


它 也 出 现在 其 他 的 三 角 函 数 中 (习题 72) . 公式 (6.92) 引导 出 有 关 伯 努 利 数 的 另外 一 个 习 


让 成 zf2n}} 的 系数 与 其 在 另 一 个 公式 (6.87) 中 的 系数 相等 ， 就 对 无 穷 多 个 无 限 和 式 给 出 一 个 几乎 不 可 
思议 的 封闭 形式 : 


六 形式 ， 它 还 告诉 我 们 eA{B_{2n}} 的 近似 大 


2A{T_{2n-1}}={(- DA{n-1}}frac{{{4An}({4An} - 1)}}{{2n}}{B_{2n}} 是 一 个 正 整数 . 
(6.93) 
例如 ， 我 们 有 
n 1 3 5 7 9 11 13 
Th 1 2 16 272 7936 353792 22368256 
| 其 中 诸 数 工 称 为 正切 数 (tangent number) . |] 


根据 B. F. Logan 的 思想 ， 证明 (6.93) 的 方法 是 考虑 需 级 数 


Sin 之 十 COSz 和 3 
- Z 十 (1 二 z)z 十 (27z - 
cos 之 一 TSinz 2 6 


= 》 Ti(z) 一 ， (6.94) 
n>20 nl 


求 导 ， 得 到 


= om 所 


(cosz— Isinz 0 


当局 x=vtan w 时 ， 这 就 是 蕊 Nan(z+w) ， 因此， 根据 泰勒 定理 ，[PNan w 的 妈 阶 导数 是 世 T_nCtan w) . 


2 


日 是 如 果 关 于 = 求 导 ， 就 得 到 


za \frac{{1 + {x^2}}}{{{{(\cos Zz - x\sin z)}^2}}} = \sum\limits_{n \geqslant 
1} {{T_n}(x)itrac{{{z^{n - 1}}}}{{(n -1)!}}} =\sum\limits_{n \geqslant 
0} {{T_{n + 1}}C)\frac{{{zAn}}}{{n!}}}. 


《请 按 试 一 做 ， 这 里 抵消 得 很 干净 ，) 于 是 我 们 有 


lz {T_{n+1}}(x) = (1+ {x^2){T_n}(W),~~{T_0}(x) = 
x,\quad\qguad\quad\quad\quad(6.95) 


这 是 一 个 简单 的 递归 式 ， 由 它 推出 :75(z) 的 系数 都 是 非 负 整 数 . 此外， 我 们 很 容易 证 明 


让 中 Ttz) 是 关于 zz 的 多 项 式 ， 置 z=0 给 出 T.(0) = Th ， 它 是 第 n 个 正切 数 . 如 果 我 们 对 (6.94) 关于 


Ttz) 的 次 数 是 


n+1T， 且 它 的 系数 交替 取 零 和 正 数 . 这 样 一 来 ， 己 {T_{2n+ 1}}(0) = {T_{2n + 1}} 就 是 一 个 正 整数 ， 恰 如 


在 《6.93) 中 所 断言 的 那样 . 


下 ， 定 义 它 的 递归 式 (6.79) 涉及 与 分 数 有 关 的 困难 的 算术 运算 
如 果 我 们 想 要 计算 从 a 到 izb -1 而 不 是 从 0 到 n 一 1 的 n 次 寡 之 和 ， 第 2 章 的 理论 告诉 我 们 


BF. \sum\limits_{k =a}^{b -1} {{k^m}} = \sum\nolimits_a^b {{x^m}M\delta 
xX} = {S_m}(b)- {S_m}(a).\quad\quad\quad\quad\guad(6.96) 


当 我 们 考虑 大 的 负 值 时 ， 这 个 恒等式 有 一 个 有 趣 的 推论 : 我 们 有 


EN\Sumvlimits {k=-n+1}{-1} {{kAm}}= {(- 1) mMN\sum\limits {k= 
OM{n- 1} {{k^m}},~~m > 0, 


= {Sm}(0)- {S_m}(-n+1)={(- DAm}\left( {{S_m}(n)- {S_m}(0)} 
\right). 


但 是 己 {S_m}(0) = 0 ， 故 我 们 有 恒等式 


> {S_m}(1-n)={(- DA{m+1}}{S_m}n),~~m> 
0.\guad\quad\qguad\quad\qguad(6.97) 


考 文献 [222]. ) 


和 P{S_ml}(D = 0. 如 果 把 多 项 式 已 {S_ mm} 写成 分 解 的 形式 ， 它 总 有 因子 n 和 nn 一 1， 
一 般 来 说 ，PXA{S_m}(n) 是 一 个 m 十 1 次 多 项 式 ， 且 首 项 为 PNMrac{1}{{m+1}}{nm{m 于 

可 以 在 (6.97) 中 取 zn = \frac{1}{2} ， 由 此 推出 

zs{S_m}\left( {\frac{1}{2}} \right) = {(- 1){m + 1}}{S_m}\left( {\frac{1} 


{2}} \ight). 如 果 m 是 侦 数 ， 尼 
忆 {S_mjNeft( {\frac{1}{2}} \right) = 0 ， 故 而 ENeft( fn - \frac{1}{2}} righb 是 另 一 个 因子 .这 


事实 就 解释 了 为 什么 在 第 2 章 里 我 们 会 发 现 简单 的 分 解 式 


z.{S_2}(n) = \frac{1}{3}n\eft( {n - \frac{1}{2}} \right)n - 1). 


( 当 苞 meqslant17 时 ，Johann Faulhaber 于 1631 年 (119] 隐 含 地 用 了 (6.97) 求 出 关于 态 n(n+1)/2 的 多 项 式 世 S_mn) 的 简单 公式 ， 见 


递归 式 (6.95) 给 我 们 一 种 通过 正切 数 计算 伯 努 利 数 的 简单 方法 ， 只 用 到 关于 整数 的 简单 运算 . 相 比 之 


Wp 


对 为 它 有 根 0O 和 
1}}. 此 外 ， 我 们 


我 们 本 来 就 可 以 利用 这 种 推理 导出 sA{S_2}(n) 的 值 ， 而 无 需 对 它 计算 ! 此 外 (6.97) 意味 着 : 含有 剩 下 来 
的 因子 的 多 项 式 请 {\hat S_m}(n) = {S_m}(n)Nleft( fn- \frac{1}{2}} righb 总 是 满足 


Bf\hat S_m}(1 - n) = {\hat S_m}(n),~~m 是 偶数 日 Pm > 0. 
由 此 推出 ， 局 {fS_ml}) 总 可 以 写成 分 解 的 形式 


这 里 已 {\alpha_1}{\rm{ = }}Mfrac{1}{2} ， 而 局 {\alpha_2}), \cdots ,falpha_fNeftNlceil {m/2} \right\rceil }} 是 适 
当 的 复数 ， 它 们 的 值 与 m 有 关 . 例如 ， 


zp-\begin{aligned}&{S_3}(n) = {n^2}{(n - 1)*2H4;\&{S_4}(n) = n\left( {n - 
\frac{1}{2}} \right)(n - 1)\left( {n - \frac{1}{2} + \sgqrt {7/12} } \right)\eft( 
{n- \frac{1}{2} - \sqrt {7/12} } \right)/5;\&{S_5}(n) = {n^2}{(n - 

1)^2}\left( {n - \frac{1}{2} + \sgrt {3/4} } \right)\Neft( {n - \frac{1}{2}- 

\sqrt {3/4} } \right)/6;\&{S_6}(n) = n\left( {n - \frac{1}{2}} \right)\eft( {n - 
1} \right)\left( {n - \frac{1}{2} + \alpha } \right)\left( {n - \frac{1}{2}- 
\alpha } \right)\eft( {n - \frac{1}{2} + \overline \alpha } \right)\left( {n - 

\frac{1}{2} - \overline \alpha } \right)/7,\end{aligned} 


BAalpha = {2^{ - 3/2}}{3^{ - 1/4}}\left( fsqrt {\sqrt {31} + \sgrt {27} } + 
HH {\rm{i}}\sqrt {\sgqrt {31} - \sqrt {27} } } \right). 


如 果 m 是 奇数 且 大 于 1， 我 们 就 有 2{B_m} = 0 ， 于 是 声 {S_mj} 可 以 被 n? (也 被 己 {(n -1)^2} ) 整除 . 
反之 ， 忆 {S_mj 的 根 似乎 并 不 服从 这 一 简单 的 规则 . 


我 们 通过 观察 伯 努 利 数 与 斯 特 林 数 的 关系 来 结束 对 伯 努 利 数 的 研究 ， 计 算 a2{S_m}(n) 的 一 种 方法 是 将 通 
常 需 改 变 成 下 降 寡 ， 因 为 下 降 需 的 和 式 较 为 容易 .解决 了 那些 容易 的 和 式 之 后 ， 我 们 就 能 返回 到 通常 需 : 


zz. \begin{aligned}{S_m}(n) &=\sum\limits_{k = 0}M{n- 1} {{k^m}}= 
\sum\limits_{k = 0}M{n - 1} {\sum\limits_{j \geqslant 0} 
{\begin{Bmatrix}m\j\end{Bmatrix} {k^{\underline j }}} } = \sum\limits_{j 
\gedqslant 0} {\begin{Bmatrix}m\j\end{BmatrixMsum\limits_{k = 0}{n - 1} 
{{k^{\underline j }}} }\&= \sum\limits_{j \gedqslant 0} 
{\begin{Bmatrix}+m\\j\end{Bmatrix}\frac{{{n^{\underline {j + 1} }}}}{{j + 
1}}}\&= \sum\limits_{j \geqslant 0} 
{\begin{Bmatrix}m\\j\end{Bmatrix}\frac{1}{{j + 1}M\sum\limits_{k 
\geqslant 0} {{{\left( { - 1} \right)}^{j + 1 - k}}\begin{bmatrix}{j + 
1}M\k\end{bmatrix} {n^k}} }.\end{aligned} 
于 是 ， 令 它们 与 (6.78) 中 的 那些 系数 相等 ， 我 们 束 必 定 有 恒等式 


1 \sum\limits_{j \geqslant 0} 
{\begin{Bmatrix}m\j\end{Bmatrix}M\begin{bmatrix}{j + 
1l}\k\end{bmatrix}\frac{{{{(- DH +1-k}}}}{{j + 1}}=\frac{l}{{m+ 
1}}\left(\begin{matrix}{m + 1},\k\end{matrix}\right){B_{m + 1-k}}},~~k 
> 0.\gquad\quad\qguad\guad\guad(6.99) 


接 证 明 这 个 关系 式 可 能 会 更 好 一 些 ， 由 此 可 以 用 新 的 方式 发 现 伯 努 利 数 . 但 是 ， 对 于 如 何 用 归纳 法 
证 明 (6.99) 无 边 的 和 式 是 一 个 常数 乘 以 已 {m^{\underline {k - 1} }} ， 表 6-3 或 者 表 6-4 中 的 恒等式 并 未 给 
出 任何 明显 的 提示 .如果 Bk =m+1 ， 左 边 的 和 式 正 好 是 


zAbegin{Bmatrix}+m\m\end{Bmatrix}M\begin{bmatrix}{m + IN{m + 
1Mend{bmatrixH(m + 1) = 1/(m + 1) ， 所 以 这 种 情况 容易 解决 .而 如 


= 


> 


zAbegin{Bmatrix}m\m- 
l\end{Bmatrix}M\begin{bmatrix}m\m\end{bmatrix}m 人 ^{-1}- 
\begin{Bmatrix}m\m\end{Bmatrix}M\begin{bmatrix}m+1\m\end{bmatrix} 
果 水 =m ， 则 左边 的 和 式 就 是 (m+1)^{-1}=\frac{1}{2}(m-1)- | 
， 此 情形 也 非常 容易 、 但 是 如 果 蕊 k < m ， 左 边 的 和 式 看 起 来 困难 多 了 ， 如 果 伯 努 利 当初 走 的 是 这 条 路 ， 
嘟 他 有 可 能 不 会 发 现 这 些 数 . 


zAbegin{Bmatrix}{m + 1M\{j + 1MNend{Bmatrix} - (j + 
我 们 可 以 做 的 一 件 事 是 用 ere rm ne + 1}M\end{Bmatrix} 代替 
zAbegin{Bmatrix}m\j\end{Bmatrix} . (j 二 1) 正好 和 难以 处 理 的 分 母 抵消 ， 左 边 就 变 成 


Pn \sum\limits_{j \gedqslant 0} {\begin{Bmatrix}{m + 1}M\{j + 
lMNend{Bmatrix}M\begin{bmatrix}{j + 1}\k\end{bmatrix}\frac{{{{(- 1)} 人 ^{ 
+1-k}}}}{{j + 1}}-\sum\limits_{j \geqslant 0} {\begin{Bmatrix}m\{j + 

lMend{Bmatrix}M\begin{bmatrix}{j + 1}\k\end{bmatrix}{{(- 1)}^{j+1- 
k}}} }. 


当 zk <m 时， 根据 (6.31) 知 第 二 个 和 式 是 零 . 这 就 剩 下 第 一 个 和 式 ， 它 急需 改变 记号 .我 们 来 重新 
名 变量 ,使 得 求 和 指标 是 及， 而 其 他 的 参数 是 m 和 wn. 这 样 恒等式 (6.99) 就 等 价 于 


六 


FP \sum\limits _k 
{\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix}M\begin{bmatrix}k\m\end{bmatrix}\frac 
{{{{(- DA{k - m}}}}{k} = \frac{1} 
{n}M\left\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)}{B_{n-m}}+[m=n- 
1]},~~m > 0\quad\quad\quad\quad\quad(6.100) 


好 的 ， 我 们 得 到 了 某 种 看 起 来 更 合适 的 东西 ， 尽 管 表 6-4 对 下 一 步 如 何 进 行 依然 不 能 给 出 任何 明确 的 建 
议 . 


Ea ! 的 卷 积 公式 现在 向 我 们 伸 出 了 援手 . 我 们 可 以 利用 (6.53) 和 “(6.52) 以 斯 特 林 多 项 式 改 写 求 和 
项 : 


za\begin{aligned}M\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix}M\begin{bmatrix}k\m\en 
d{bmatrix} &= {(- 1){n-k+1}}\frac{{n!}}{{(k- 1)!}}{\sigma_{n- k}}( 
-k) \cdot \frac{{k!}}{{(m -1)!}}{\sigma_{k - m}} 
(k);\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix}M\begin{bmatrix}k\m\end{bmatrix}\f 
rac{{{{(- D}{k-m}}}}{k} &= {(- MM{n+1-m}}\rac{{n!}}{{(m - 
1)!}}{\sigma_{n- k}}(- k){\sigma_ {k-m}}(k).\end{aligned} 


情况 好 转 ， “(6.50) 中 的 卷 积 对 et = 1 给 出 


z-\begin{alignedM\sum\limits_{k = 0}Mn {{\sigma_{n-k}}(- k){\sigma_{k - 
m}}(k)} &= \sum\limits_{k = 0}M{n- m} {{\sigma {n-m-k}}\left({-n+ 
(n-m-k)} \ight){\sigma_ k}(m + RIM\&= \frac{{m- n}}{{Gn)(-n)}} 
{\sigma_{n- m}}\left( {m -n+ (n-m)} \right)\end{aligned} 


公式 (6.100) 现在 得 到 了 验证 ， 且 我 们 发 现 伯 努 利 数 与 斯 特 林 多 项 式 中 的 常数 项 有 关 : 


PF \frac{{{B_m}}}{{m!}} = - m{\sigma_m} 
(0).\guad\quad\quad\quad\quad(6.101) 


6.6” 斐 波 那 契 数 FIBONACCI NUMBERS 
现在 我 们 要 研究 一 个 最 讨 人 喜欢 的 特殊 数列 : 斐 波 那 契 数列 zAleft\llangle {{F_n}} \right\rangle : 
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PN 
Co 
Cn 
Co 


苞 F_n 0 1 


13 21 34 55 89 144 233 377 


与 调和 数 以 及 伯 努 利 数 不 同 ， 非 波 那 契 数 是 很 简单 的 整数 .它们 由 递归 式 


FP \begin{aligned}&{F_0} = 0,\&{F_1} = 
1,\\quad\quad\quad\quad\guad\qguad\quad\quad\quad\guad\guad\quad\quad\qu 
ad\quad\guad\qguad\guad\guad\guad\quad(6.102\&{F_n} = {F_{n-1}}+ 
{F_{n -2}},~~n > l\end{aligned} 


可 


2 \ 
定义 . 这 一 
乡 中 


为 
泛 的 情形 中 


现 . 


| 
| 
| 


规则 的 简单 性 ( 它 是 每 个 数 都 依赖 于 前 面 两 个 数 的 最 简单 的 递归 式 ) 使 得 斐 波 那 契 数 在 相当 广 


一 雌 ， 树 的 前 面 几 层 如 下 : 


这 个 例子 的 回归 自然 的 特征 令 人 震惊 . 这 本 书 应 该 被 禁止 . 


公 蜂 有 一 位 祖父 和 一 位 祖母 ， 有 一 位 曾祖 父 和 两 位 曾祖 母 ， 有 两 位 高 祖父 和 三 位 高 祖母 ， 一般 来 说 ， 用 


归纳 法 容易 看 出 ， 它 恰好 有 项 [FE_fn + 1}} 位 n 代 祖父 和 书 {F_{n + 2}} 位 n 代 祖母 ， 


等 . 


| 祖父 和 高 祖母 改称 为 2 代 祖父 和 2 代 祖 母 ， 


斐 波 那 契 数 常 在 自然 界 中 发 现 ， 似 乎 是 由 于 与 蜜蜂 树 法 则 相 类 似 的 原因 . 例如 ， 一 个 典型 的 向 
很 大 的 伞 盖 ， 它 包含 了 螺旋 般 紧 密 挤 在 


入 


F 


“蜜蜂 树 ” 提 供 了 一 个 很 好 的 例子 ， 它 说 明 斐 波 那 契 数 可 以 怎样 自然 地 出 现 . 我 们 考虑 一 只 雄 蜂 的 家 谱 ; 每 
只 雄 峰 (也 称 为 公 蜂 ) 是 由 一 只 峻 蜂 (也 称 为 蜂 后 ) 无 性 繁殖 出 来 的 ， 然 而 每 一 只 峻 蜂 有 两 个 父辈 ， 一 雄 


2 为 了 与 后 面 的 一 般 情 形 的 定义 相 适应 ， 这 里 可 以 将 祖父 祖母 改称 为 0 代 祖 父 和 0 代 祖 母 ， 将 曾祖 父 和 曾祖 母 改称 为 1 代 祖 父 和 1 代 祖 母 ， 将 高 


日 共有 一 个 


一 起 的 小 花 ， 通 常 朝 一 个 方向 有 34 个 螺旋 ， 而 朝 另 一 个 方向 有 55 


个 . 较 小 的 伞 盖 则 有 21 个 和 34 个 ， 或 者 13 个 和 21 个 . 一 个 有 89 个 和 144 个 螺旋 的 巨 形 伞 盖 曾 在 英 


悦 展 览 过 


万 
mm 
LD 


类 似 的 模式 还 在 某 些 种 类 的 松 果 中 出 现 过 . 


嗯 ， 时 序 学 ， 就 是 对 出 租车 的 热爱 3 . 


| ? phyliotaxis (时序 学 ) 是 philo ( 爱 ) +taxis (出 租车 ) . 


这 里 有 一 个 不 同 特征 的 例子 277 : 假设 把 两 片 窗 玻璃 背靠背 地 放 在 一 起 ， 有 多 少 种 方法 an 使 得 
变 了 次 方向 之 后 可 以 透 过 来 或 者 被 反射 回去 ? 前 几 种 情形 如 下 : 


光线 在 改 


当 n 是 偶数 时 ， 我 们 有 偶数 个 反弹 ， 且 光线 从 玻璃 穿 透 过 去 ， 而 当 n 是 奇数 时 ， 光 线 被 反射 3 


重新 出 现在 


原先 进入 的 同一 侧 . 这些 a 似乎 就 是 斐 波 那 契 数 ， 对 上 图 稍 作 凝 视 即 可 知道 理由 : 对 Pan \geqslant 2,~~n 
次 反弹 的 光线 或 者 是 做 第 一 次 反弹 离开 对 立 面 并 继续 以 局 {a_{n - 1}} 种 方式 运行 ， 或 者 首先 反弹 离开 中 间 


的 面 然 后 再 次 反弹 回来 ， 并 以 局 {a_{n - 2}} 种 方式 运行 到 结束 .这样 我 们 就 有 斐 波 那 契 递归 式 
zu{a_n} = {a_{n-1}}+ {a_{n-2}}. 其 初始 条 件 是 不 同 的 ， 但 也 不 是 非常 不 同 ， 因 为 我 们 有 
fa 0}=1={E 2} 以 及 忆 {a_1} =2= {F_3} ， 于 是 每 一 项 都 简单 平移 了 两 位 ， 且 有 
zs{a n} = {F_{n+2}}. 


列 奥 纳 多 . 斐 波 那 契 于 1202 年 引入 了 这 些 数 ， 数 学 家 们 则 逐渐 开始 发 现 有 关 它 们 的 越 来 越 有 意思 的 东 


爱德华 . 卢 卡 斯 ， 这 位 在 第 1 章 里 讨论 河内 塔 智力 问题 的 创立 者 ， 在 19 世 纪 后 半 叶 极其 深入 地 研究 ] 斐 波 屠 


存 数 (事实 上 正 是 卢 卡 斯 使 得 “ 斐 波 那 契 数 "这 一 名 称 广为人知 ) ， 他 发 现 的 一 个 惊人 结果 是 ， 


j 斐 波 那 契 


数 的 性 质证 明了 39 位 的 梅森 数 2{2^{127}} - 1 是 素数 . 


“ 斐 波 那 契 数列 具有 众多 有 趣 的 性 质 ，” 
一 卢 卡 斯 Ps9l 


意大利 天 文学 家 G. D. 卡 西 尼 [S11 于 1680 年 首先 发 表 的 关于 斐 波 那 契 数 的 一 个 最 古老 的 定理 是 恒等式 


4 {F_{n+1}}H{F_{n-1}}-F_n‘2={(- Dn},~~n > 
0.\guad\guad\quad\quad\quad(6.103) 


例如 ， 当 n=6 时 ， 卡 西 尼 的 恒等式 正确 地 断言 了 局 13 \times 5 - {8^2} 等 于 1， (约翰 内 斯 . 开 普 勒 在 1608 
年 就 已 经 知道 了 这 个 规律 02 ，) 


一 个 包含 了 形 如 2{F_{n \pm k}} 《对 于 大 的 较 小 值 ) 的 辈 波 那 契 数 的 多 项 式 公式 可 以 变换 成 一 个 只 包含 
2{F_n} 和 z{F_{n +1}} 的 公式 ， 因 为 我 们 可 以 通过 法 则 


PAF_m} = {F_ tm+2}}-{E {m+ 1}M\gquad\quad\guad\quad\quad(6.104) 
来 用 更 高 次 的 斐 波 那 契 数 表示 户 {F_m} (当世 m <n 时 ) ， 且 可 以 通过 


P{F m}= {F_{m-2}}+{F_{m- 1}}M\quad\quad\quad\qguad\qguad(6.105) 


来 用 较 低 次 的 斐 波 那 契 数 代 志 成 (FE_m} (当世 nm>n+1 时 ) . 例如 ， 我 们 可 以 在 (6.103) 中 用 
{FF_{n+1}}- {F_n} 代替 己 {F_fn-1} ， 从 而 得 到 形 如 


NS 


Bs F_{n+1}2-{F_ {n+1}}{F n}-F_n^2={(- 
1)^n}.\quad\guad\quad\guad\quad(6.106) 


的 卡 西 尼 恒等式 .此 外 ， 当 用 +1 来 代替 于 时 ， 卡 西 尼 恒等式 就 变 成 


ec 人 F {n+2}}H{F n}-F_{n+1M2={(- {n+ 1}}, 


这 与 世 ((F_ tn+1}}+f{F Fn})yP n} =P {nt 1}/2={(- 1 人 {n+ 1}} 是 相同 的 ， 而 后 者 与 (6.106) 相同 . 因 
ee Ris lst 为 真 当 且 仅 当 卡 西 尼 世 Neft( {n + 1} \right) 为 真 ， 于 是 根据 归纳 法 ， 方 程 (6.103) 对 所 有 nn 
成 立 . 


西 尼 恒 等 式 是 一 个 几何 悖 论 的 基础 ， 这 一 悖 论 则 是 刘易斯 - 卡 罗 尔 最 喜爱 的 难题 之 一 [31, [319], [364] ， 
想法 是 取 一 个 棋盘 并 将 它 切 成 四 块 ， 人 后 再 将 这 些 穆 上 重新 组 装 成 一 个 矩形 : 


瞬间 惊 变 : 原来 的 2.8 \times 8 = 64 个 单位 正方 形 的 面积 ， 经 过 重新 安排 得 到 z25 \times 13 = 65 个 单位 正方 
乡 ! 类 似 的 构造 是 将 任意 一 个 局 {F_nj \times {F_n} 正方 形 利用 2{F_{n+1}} 、 BF n} ~ PB{F_{n- 1}} 
和 z2{F_{n - 2}} 作为 长 度 分 成 四 块 ， 如 图 示 所 给 长 度 分 别 为 13、8、5 和 3 那样 .结果 得 到 一 个 

A{F_{n -1}} \times {F_{n+1}} 矩形 ， 根 据 (6.103) ， 于 是 就 多 出 一 个 或 者 少 掉 一 个 单位 正方 形 ， 这 要 根 
据 n 是 偶数 还 是 奇数 来 决定 . 


悖 论 的 解释 是 因为 .…… 好 吧 ， 魔 术 是 不 该 被 揭 密 的 . 


NS 


这 一 


严格 地 说 ， 除 非 m > 2 ， 否 则 不 可 能 应 用 化 简 公 式 (6.105) ， 因为 我 们 没有 对 取 仙 什 的 nn 定义 过 A{F_n}. 
如 果 我 们 取消 掉 这 个 边界 条 件 并 利用 (6.104) 和 “(6.105) 对 负 指 标定 义 了 斐 波 那 契 数 ， 那 么 许多 问题 的 
处 理 就 变 得 更 加 容易 .例如 ， 事 实 表明 苞 (F_{ - 1}} 应 该 就 是 蕊 (FE_1} - {F_0} =1 ,那么 记 {F_{- 2}} 就 是 
PEF 0 - {F_{ -1}}=-1. 按 此 方法 我 们 得 到 如 下 的 值 


PF_n 0 J -1 2 -3 5 -8 13 -21 34 -55 89 


量 〈 由 归纳 法 ) 很 快 就 清楚 有 
PEF_ {-nj}={( -DAtn-TIEnh>n 是 整数 ， (6.107) 
当 我 们 用 这 种 方式 推广 斐 波 那 契 数 列 时 ， 卡 西 尼 恒等式 (6.103) 对 所 有 整数 n 都 成 立 ， 而 不 仅仅 对 n> 0 


过 这 一 过 程 


pa 


(6.105) 以 及 (6.104) 可 以 将 忆 {F_{n \pm k}} 转化 为 局 {F_n} 与 PAF_{n +1}} 的 组 合 ， 
引导 出 一 系列 公式 


z\begin{aligned}&{F_{n+2}}= {F_{n+1}}+ {F_n}~~~~~~~~~~~ {F_{n 
-1}}={F_{n+1}}-{F n}\&{F {n+3}}=2{F_{n+1}}+ 


1}} + 5{F_n},\end{aligned} 


中 另 一 种 模式 变 得 明显 可 见 


> {F_{n+k}} = {F_k}H{F_{n+1}}+{F_{k-1}} 
{F_n}.\quad\guad\quad\guad\quad(6.108) 


这 个 恒等式 容易 用 归纳 法 证 明 ， 它 对 所 有 整数 上 和 nn ( 正 的 、 负 的 以 及 零 ) 都 成 立 . 
如 果 我 们 在 (6.108) 中 取 有 =n ， 就 发 现 有 


到 {F_{2n}} = {F_n}{F_{n+1}}+{F_{n-1}} 
{F_n},\quad\guad\quad\guad\quad(6.109) 


从 而 局 {F_{2n}} 是 局 {F_n} 的 倍数 .类 似 地 有 
z{F_{3n}} = {F_{2n}}{F_{n+ 1}}+ {F_{2n-1}}{F_n)}, 
而 且 我 们 可 以 断言 ，P{F_{3n}} 也 是 PA{F_n} 的 倍数 . 根据 归纳 法 可 知 ， 对 所 有 整数 和 zn， 
2{F_{kn}} 都 是 PA{F_n} 的 倍数 . (6.110) 


例如 ， 这 就 解释 了 为 什么 PA{F_{15}} ( 它 等 于 610) 既是 己 {F_3} 的 倍数 又 是 PAF_5} 的 倍数 (它们 分 别 
等 于 2 和 5) .事实 上 ， 甚 至 还 有 更 多 的 结论 为 真 ， 习 题 27 证 明 ] 


a \gcd ({F_m},{F_n})= {F_{\gcd 
(m,n)}}.\quad\quad\quad\quad\gquad(6.111) 


例如 ，zAgcd ({F_{12}},{F_{18}})=\gcd (144,2584) = 8 = {F_6}. 


现在 我 们 可 以 来 证 明 (6.110) 的 逆 命 题 了 : 如 果 n > 2 且 蕊 {F_ml} 是 户 {F_n} 的 倍数 ， 那 么 m 是 n 的 倍 
数 ， 因 为 如 果 z2{F_n}\backslash {F_m} ， 那 么 

挛 {F_njNbackslash \gcd ({F_m},{F_n}) = {F_{\gcd (m,n)}} \leqslant {F_n}. 这 仅 当 IP{F_{\gcd (m,n)}} = {F_n} 
时 才 有 可 能 ， 我 们 的 假设 n > 2 使 得 必定 有 Agcd (m,n) = n. 故 有 zin\backslash m. 


et 在 他 那 著 名 的 证 明 2 中 : 不 存在 可 以 确定 一 个 给 定 的 整 
系数 多 变量 多 项 式 方程 是 否 有 整数 解 的 算法 . 马 带 亚 铭 维 奇 引 理 说 的 是 ， 如 果 n > 2 ， 则 斐 波 那 契 数 
PE m]} 上 是 时 二 nA2 的 倍数 ， 当 上 且 仪 当 mm 是 pin{F_n} 的 倍数 . 


荣 


我 们 通过 对 Pk = 1,2,3, \cdots 观察 序列 ENefNlangle {{F_{kn}jNbmod F_n^2} rightwangle ， 并 研究 何 时 有 
zs:{F_{kn}Mbmod F_n^2=0， 从 而 证 明 此 结论 . bd 知道， .如果 忆 {F_mjbmod {F_n} = 0,~~m 必定 形 如 
zkn. ) 首先 我 们 有 蕊 {F_nj\bmod F_nA2 = {F_n} ， 这 并 不 是 零 . 其 次 ,根据 (6.108) 


: 让 


wa{{F_{2n}} = {F_n}{F_{n+1}}+{F_{n-1}}{F_n} \equiv 2{F_n}{F_{n 
+1}}}~~~{(bmod F_n^2)}, 


为 忆 {F_{n + 1}} \equiv {F_{n -1}}~(bmod {F_n}). 类似 地 ， 


By 


B. {{F_{2n+1}}=F_{n+1}2+F_n^2\egquivF_{n+1}2}~~~{(\bmod 
F_n^2)}. 


这 个 同 余 式 使 得 我 们 可 以 计算 


zz \begin{aligned}{F_{3n}} &= {F_{2n + 1}}H{F_n} + {F_{2n}}{F_{n- 
1}}\&\equivF_{n+1}2{F_ n} +(2{F_n}{F_{n+1}}){F_{n+1}}= 
3F_{n+1}2{F_n}}~~~{(bmod F_n^2)};\{F_{3n + 1}} &= {F_{2n + 1}} 
{F_{n+1}}+{F_{2n}}{F_n}\&\equivF_{n+1}M3+(2{F_n}{F_{n+ 
1}}){F_n} \equiv F_{n + 1}3}~~~{(\bmod F_n^2)}.\end{aligned} 


一 般 来 说 ， 对 大 用 归纳 法 会 发 现 
z-{F_{kn}} \equiv k{F_njF_tn+TAk-1 和 E{{EF_{kn+1ljvequivEF tnr+1Ak>>~~{CGbmodF_nA2)}. 
现在 二 (FE_ftn+1T}} 与 22{F_n} 互 素 ， 所 以 
已 \begin{aligned}{F_{kn}} \equiv 0~~~(\bmod F_n^\2)&\Leftrightarrow 


k{F_n} \eguiv 0~~~(\bmod F_n^2)\&\Leftrightarrow k \equiv 0~~(\bmod 
{F_n}).\end{aligned} 


我 们 这 就 证 明了 马 带 亚 售 维 奇 引 理 . 
斐 波 那 契 数 的 一 个 最 重要 的 性 质 是 它们 可 以 给 出 一 种 表示 整数 的 特别 方法 . 我 们 记 


zj \gg kK\Leftrightarrow j \gedslant k + 2\quad\quad\quad\quad\quad(6.112) 
那么 每 个 正 整数 都 有 唯一 的 表示 形式 


zn={F {{k 1}}} + {F_{{k 2 + \cdots + {F_{{k_r}}},~~{k_1} \gg~ 
{k_2} \gg\cdots\gg ~{k_r} \gg ~0.\quad\guad\quad\guad\quad(6.113) 


许多 世纪 以 前 ， 经 典 栖 文 著作 Prakrta PaiA\.{\rm n} gala ( 约 1320 年 ) 的 不 知名 作者 实际 上 知道 这 个 表示 形式 . 


(这 是 Zeckendorf 定 理 246 ，B81 ，) 例如 ， 计 算 表 明 ，100 万 的 表示 是 


BE. \begin{aligned}1~000~000 &= 832~040 + 121~393 + 46~368 + 144 + 
55\&=~~F_{30}~~~~+~~F_{26}~~~~+~~F_{24}~~+F_{12}~+~F_{10}.\e 
nd{aligned} 


应 用 “ 信 梦 ”算法 ， 选 取 避 {FF_{{k_1}}} 是 < n 的 最 大 的 斐 波 那 自 数 ， 然 后 选取 己 {F_{{fk_2}}} 是 
zAleqslant n - {F_{{k_1}}} 的 最 大 的 辈 波 那 契 数 ， 这 相 下 去 ， 我 们 总 可 以 求 得 这 样 的 表达 式 . (更 确 
切 地 说 ， 假 设 人 fn < Frrl， 那 么 就 有 0 一 F< Frti 一 了 Fx 二 了 -1 如果 n 是 一 个 韭 波 那 扫 数 ， 
(6.113) 就 对 r=1 以 及 入 = 成立. 反之 根据 对 n 的 归纳 法 ，n 一 Fi 就 有 一 个 斐 波 那 契 表示 
Za 十 二 如 果 我 们 令 六 = 天， (6.113) 就 成 立 ， 因 为 不 等 式 fi 和 有 一 不 < 不 -1 列 洱 天 福 司 .) 反 
来 ， 任 何 一 个 形 如 (6.113) 的 表示 都 意味 着 


六 


Fr, 过 各 所 Pri+1, 


天 为 当 上 写生 人 写 … 全 后 全 0 时 所 十 … 十 ,的 可 能 的 最 大 值 是 


Fk-2+ FK-4 十 十 不 mod242 二 了 Fk-1 一 1， 如 果 上 之 2. (6.114) 


《这 个 公式 容易 用 关于 大 的 归纳 法 加 以 证 明 ， 当 大 为 2 或 者 3 时 ， 左 边 是 零 . ) 于 是 ， 角 就 是 早先 描述 过 的 
仿 梦 算法 选取 的 值 ， 而 且 该 表示 法 必定 是 唯一 的 . 
王 何 有 唯一 性 的 表示 系统 都 是 一 个 数 系 ， 这 样 一 来 ，Zeckendorf 定 理 就 引导 出 斐 波 那 契 数 系 .我 们 可 以 将 
王 何 非 负 整 数 n 用 0 和 1 的 一 个 序列 来 表示 ， 记 
n = (bmbm_1 a “bo)F < 7 一 和 AP (6.115) 
k=2 
这 个 数 系 有 点 像 二 进 制 (以 2 为 底 ) 记号 ， 除 了 这 里 从 来 不 会 出 现 连续 两 个 1 之 外 . 例如 ， 从 1 到 20 的 数 用 
斐 波 那 契 数 系 表示 就 是 


1 = (000001)F 
2 = (000010)F 
3 = (000100)F 
4 = (000101)F 
5 = (001000)F 


6 = (001001)F 11 = (010100)r 16 = (100100 
7 = (001010)F 12= (010101)s 17= (100101 
8 = (010000)F 13 = (100000)r 18= (101000 
9 = (010001)F 14= (10000DJr 19= (101001 
10= (010010)# 15= (100010)# -20= (101010)F 


可 名 与 辣 


前 面 给 出 的 100 万 的 斐 波 那 契 表示 可 


斐 波 那 契 表示 法 需要 更 多 的 位 数 ， 因 为 不 允许 有 接连 出 现 的 1， 但 是 这 两 个 表示 是 类 似 的 . 
匡 波 那 自 数 系 中 加 1 有 两 种 情 乡 ， 如果“ 个 位 数字 ”是 0， 我 们 束 把 它 变 成 1， 那 样 就 增加 了 = 1 ， 因 为 


(1 000 000 


与 它 的 二 进 制 表示 29 + 25 +27 二 25 十 开 十 下 二 四 作 比 较 


10 = (10 001 010 000 000 000 010 100 000 000)# 
= (11 110 100 001 001 000 000);. 


位 数字 就 是 . 反之 ， 两 个 最 小 的 有 意义 的 数字 就 是 01， 我 们 将 它 改 为 10 (这 样 就 增加 了 Fa 一 了 =1 


， 最 后 ， 我 们 必须 根据 需要 尽 可 能 多 地 “进位 "， 将 数字 模式 “011” 改 为 “100” 直到 没有 两 个 相 邻 的 1 出 现 
止 。 (这 一 进位 法 则 等 价 于 用 Fi2 代替 Finr1 + Fn) 例如 ， 从 5= (1000)F 到 6= (1001)r ， 或 者 从 


(1001)F 到 7= (1010)# 不 需要 进位 ,但 是 从 7 = (1010)F 到 8 = (10000)F 必须 进位 两 次 . 


数 或 者 伯 努 利 数 ， 我 人 


前 为 止 ， 我 们 讨论 了 斐 波 那 契 数 的 许多 性 质 ， 但 是 还 没有 触及 它们 的 封闭 形式 . 对 于 斯 特 林 数 、 欧 拉 


7 十 1 
一 /nl!. 


Hi ‘ 
] 也 都 没有 找到 封闭 形式 ， 但 是 对 调和 数 可 以 发 现 封 闭 形式 2 


忆 {F_n} 和 其 他 已 知 的 量 之 间 有 关系 存在 吗 ? 我 们 能 否 “ 解 出 * 定 义 BA{F_n} 的 递归 式 ? 


“ 设 1 十 并 十 277 十 3za 十 5z4 十 8z5 十 1 


棣 莫 弗 [76] 


答 
个 涪 


如 果 能 


叶 


案 是 肯定 的 . 


此 实 ' 


是 


递归 式 . 我 们 来 考虑 无 筋 级 数 
Fr 


2) 一 F0 


3z5 十 217' 十 34zs 是 1 被 三 项 式 1 一 7 一 zz 除 出 来 的 级 数 . >” 


利用 我 们 在 第 5 章 简略 讨论 的 生成 范 数 这 一 思想 ， 可 以 有 一 个 简单 的 方法 求解 这 


+ Fiz+ Ft+..= 》 Fz. (6.116) 


对 已 F(z) 求 得 一 个 简单 的 公式 ， 就 极 有 可 能 对 它 的 系数 局 {F_n} 求 得 一 个 简单 的 公式 . 


引出 各 项 之 间 关 系 的 量 7， 5; 与 分 数 的 分 


母 中 的 那些 量 相同 .这 一 性 质 不 论 明 显 到 什么 程度 ， 棣 莫 弗 先生 都 是 利用 它 来 求解 有 关 无 穷 


级 数 问 题 的 第 一 人 ， 否 则 这 些 问题 会 十 分 困难 . ” 


一 斯 特 林 [3431 


在 第 7 章 里 我 们 要 入 1 力量 时 详 旨 讨论 


生成 函数 ， 不 过 在 这 里 解决 这 样 一 个 相关 的 例子 也 是 有 助 益 的 . 如 果 


j = 以 及 已 {zA2} 来 乘 此 震级 数 并 看 


看 会 发 生 什么 ， 我 们 就 会 发 现 宕 级 数 zzF(z) 有 很 好 的 性 质 : 


F(z) = Fo+ Fz + Foz? + Paz + Fazs + Fiz + 
zF'(z) = Foz + Fiz? + Foz3 + Fazt + Fyzs + 
22F(z) = Foz? + F234+Fzt + Faz +... 
如 果 现 在 从 第 一 个 方程 中 减 去 后 面 两 个 方程 ， 那 么 根据 斐 波 那 自 递归 式 ， 含有 2 、 改 以 及 = 的 更 高 次 贿 


的 项 都 会 消失 ， 此 外 ， 常数 项 三 实际 上 永远 不 会 在 第 一 个 位 置 上 出 现 ， 因 为 而 = 0. 于 是 ， 在 相 减 之 后 所 
剩 下 来 的 就 是 (Fi - Foz ， 它 恰好 是 z. 换 言 之 ， 


F(z)— zF(z) — 22F(z) = 
对 五 (3) 求解 就 给 出 紧凑 的 公式 
FF 一 (6.117) 
现在 我 们 把 斐 波 那 契 数列 的 所 有 信息 都 浓缩 成 为 一 个 简单 的 【尽管 不 能 辩 识 的 ) 表达 式 :/(1 一 = -区 .无 


论 信和 与 不 信 ， 这 总 是 个 进步 ， 因 为 我 们 可 以 对 分 母 分 解 因 于 ， 然后 利用 部 分 分 式 来 得 到 一 个 公式 ， 而 这 个 
公式 容易 展开 成 时 级 数 这 个 需 级 数 中 的 系数 就 是 斐 波 那 契 数 的 封闭 形式 ， 


如 果 我 们 倒 回 去 进行 ， 人 以 更 好 理解 一 些 . 如 果 我 们 有 一 个 更 加 简单 的 生成 函 
数 ， 比 方 说 是 1(l 一 0*) ， 其 中 a 是 常数 ， 我 们 就 知道 = 的 所 有 需 的 系数 ， 因 为 


二 1 二 +az 二 a 二 a 十 …. 
1 一 az 
类 似 地 ， 如 果 我 们 有 一 个 形 如 4/(1 - az) + B/(L - 82) 的 生成 丽 数 ， 其 系数 就 容易 确定 ， 因 为 
A | (ga) 
er 人 
-Fuu + BB") (6.118) 


n>20 


于 是 ， 我 们 所 有 要 做 的 就 是 求 常数 4、B、a 和 5 ， 使 得 


村 | B 
- 二 
1 一 az 1— Bz 1—z—2z2 


而 我 们 将 会 找到 F(z) 中 2" 的 系数 局 {F_n} 的 一 个 封闭 形式 Aa" + BB". 其 左边 可 以 重新 写成 


4 ,BB _ A-A:+B- Ba 
l—-az 1-p8z (1—-az)(l1— Bz) ， 
故而 我 们 要 求 的 四 个 常数 是 两 个 多 项 式 方 程 
(1—az)(1— Bz)=1—z—2, (6.119) 
(4+B)—(A8+Ba)z=2z (6.120) 


的 解 . 我们 希望 将 PF(z) ee )(1— Bz ) 的 形式 ， 然后 就 能 将 已 F(z) 表示 成 为 两 个 分 数 之 
和 ， 其 中 的 因子 一 Q3) 和 (1 一 B52) 可 以 很 方便 地 相互 分 离开 来 . 


注意 到 (6.119) 中 分 母 的 因子 写成 了 (1 一 Qa2)(1 一 B52) 的 形式 ， 而 不 是 更 常用 的 cl 一 Pi)(z 一 p2) 的 形式 ， 
+ 中 让 和 Pp 是 根 ， 其 原因 在 于 ， 人 1 一 cz) 一 282) 更 适 于 展开 成 需 级 数 . 


1 几 种 方法 求 出 a 和 8. 一 种 方法 是 要 用 到 一 种 娴熟 的 技巧 : 引入 一 个 新 的 变量 Pw ， 并 试 求 因 
分 解 


作者 通常 都 无 法 抵御 技巧 的 诱惑 . 


然后 直接 取 w = 1 就 得 到 


这 样 一 来 就 有 


我 们 就 得 
数 (L+V5)1/: 


希腊 字母 9 


三 
2 = {ww 


az)(w — Bz). 


Ww Ww 


2 并 的 因子 . 


z 土 V2 + 422 加 


2 
Ww — Wz—Z 


2 一 0 的 根 可 以 次 求 根 公式 得 到 ， 它 们 是 
1 土 V5 
To 


I 了 所 求 的 常数 a 和 6. 


日 在 数学 的 许多 领域 中 很 重要 ， 在 艺术 界 也 有 
许多 入 的 设计 中 最 人 人 丛 倍 的 比例 导 而 它 有 一 个 特 另 


(1— V5)/2= 
hat) . 这 


根据 欧洲 学 者 的 大 范围 


我 们 已 经 找到 了 (6.119) 
中 取 2=0 就 有 B= 一 4， 


好 的 ， 我 们 恰好 在 需要 的 地 方 得 


封闭 形式 


(更 多 有 3 


斯， 据说 他 曾 在 自 
1/g 祥 0.618 03 也 有 的 六 
些 数 是 方程 w? 一 w 一 1=0 的 根 ， 


[多 


生 质 ， 所 了 
而 我 们 有 


实际 观察 436] ， 人 的 身高 与 其 肚脐 


如 
p=@+1: 


容 以 后 再 述 . ) 


t 解 为 4=1/($ 一 ==1/V5， 


:由 丹尼尔 : 伯 努 利 在 1728 自 
] 重 ) 


于 是 (6.117) 的 部 分 分 


Ry a 
(0 一 四 十 1 二. 


1 所 时 三 要 的 常数 a=B 和 B= 9 
所 以 (6.120) 就 化 简 为 


一 六 4 +wA=1. 


以 来 就 被 视 为 是 


重要 性 ， 
| 的 名 称 : 黄金 分 割 比例 (golden ratio) .我 们 用 
己 的 雕塑 中 有 音 识 地 用 到 过 这 个 比例 ， 另 一 个 根 
它 也 有 一 个 特殊 的 名 字 ， 即 “9 帽子” (phi 


的 高 度 之 比 接近 1.618. 


(6.121) 


现在 只 需要 求 (6.120) 中 的 4 和 B. 在 该 方程 


， 1 
rr 1— bz 
:到 了 F(2). 将 此 分 数 如 在 (6.118) 中 那样 展开 成 考级 数 就 给 出 2" 的 系数 的 


1 A 
FP, 一 —(o" 一 0D"). 


FE 首先 发 表 的 ,但 


0 
LU 


林 
中 


于 惊叹 这 一 推导 2 i 们 应 该 来 检 


查 一 下 它 的 准确 性 . 


HH FE 一 


给 
斐 波 那 契 递归 


| 
| 芽 


法 ， 而 是 


门 忆 (F_n} 与 数学 中 其 


只 需 一 点 洞察 i 
第 7 章 里 我 们 将 


(6. 123) 的 推导 


F 就 是 


(6.123) 


是 人 们 把 它 忘 记 了 ， 直 到 1843 年 它 又 被 雅克 : 比 奈 


对 = 0 ， 公 式 正 确 地 给 出 而 =0; 对 n=1， 
， 的 确 是 1.， 对 人 等 式 (6.121) 表明 ， (6.123) 所 定义 的 这 些 数 满 
是 斐 波 那 契 数 . 


(我 们 也 可 以 将 9 以 及 用 二 项 式 定理 


bl 


日 是 那 会 带 来 极 大 的 江 昆 柜 . 


他 量 是 


1 区 式 的 关键 点 在 于 不 必 提 供 很 快 的 计算 方 
如 何 联系 的 . 


并 用 归纳 法 i 


月 它 ， 生成 范 数 法 是 发 现 它 的 强 有 力 方法 ， 在 
导 我 们 去 求解 更 为 困难 的 递归 式 ， 附带 说 说 ， 我 们 从 不 担 
式 是 否 收敛 ， 容 易 看 上 


[本 


心 在 


和 对 需 级 数 系数 所 做 的 大 多 数 运算 都 可 以 严格 


证 明 其 合法 性 ， 而 不 论 这 些 和 式 是 否 收敛 83 ， 还 有， 怀疑 在 无 限 和 式 的 推理 中 有 错误 的 读者 可 以 从 方程 
(6.123) 中 得 到 宽慰 ， 一 旦 利用 无 穷 级 数 得 到 ， 就 能 用 坚实 的 归纳 证 明了 予以 验证 . 


(6.123) 的 一 个 有 趣 的 推论 是 ， 当 n 很 大 时 ， 整 数 2{F_n} st 9/V5 (由 于 上 $ 的 绝对 什 
小 于 1， 就 按照 指数 速度 变 小 ， 它 的 作用 几乎 可 以 忽略 不 计 . ) 例如 ，Fio = 55 和 fui = 89 非常 接近 于 


10 
二 人 55.00364 生 ~ 88.997 75. 


V5 和 v5 
我 们 可 以 用 观察 到 的 这 一 事实 来 推导 出 另 一 个 封闭 形式 


办 1 [0 
| | 二 二 玖 0 (6.124) 


1 
2 


2 当 为 偶数 时 ， 苞 {F_n} 比如 /Y5 要 小 一 点 点 ， 反 之 则 比 它 大 一 点 点 . 
西 尼 恒 等 式 (6.103) 可 以 改写 成 


寻 为 对 所 有 n 宇 0 有 [6"/V5 < 


Fn+l Fn (—1)" 
Fn Fn-1 Fn_iPn 


当 n 很 大 时 ，1/Fn-ifn 非常 小 所 以 fnri/Fn 必定 非常 接近 于 与 fn/ fw-1 接 近 的 同一 个 数 . 而 (6.124) 则 
告诉 我 们 ， 这 个 比值 接近 于 .事实 上 我 们 有 


Fn+i = BFn 十 p". (6.125) 


( 当 n=0 或 者 n= 1 时 ， 通 过 观察 可 知 这 个 恒等式 为 真 ， 由 归纳 法 可 证 它 对 n> 1 为 真 ， 我们 也 可 以 代入 
(6.123) 中 来 直接 证 明 ”) 比值 Punt/ 很 接近 于 $， Pant/ Fs 交替 地 比 它 大 和 比 它 小 


巧合 的 是 ， 史 也 非常 接近 于 1 英里 换算 成 千 米 的 数 (这 个 数 的 精确 值 是 1.609 344， 因 为 1 英寸 正好 是 2.54 厘 
米 ) .这 给 了 我 们 一 个 很 方便 的 方法 来 换算 和 干 米 与 英里 ， 因 为 2{F_{n + 1}} 千 米 的 距离 是 (非常 接近 
于 ) PA{F_n} 英里 的 距离 . 


如 果 美 国 也 曾经 采用 米 进 制 ， 我 们 的 速度 限制 标志 就 会 从 每 小 时 55 英 里 变 成 每 小 时 89 千 米 . 或 许 高 速 公 路 管理 人 员 会 慷慨 地 让 我 们 跑 
到 90 千 米 . 


假设 我 们 想 要 把 一 个 非 斐 波 那 契 数 从 千 米 换算 成 英里 ， 比 如 30 千 米 ， 美 国人 的 风格 ? 这 很 容易 : 我 们 只 需 
要 利用 斐 波 那 契 数 系 ， 并 在 脑子 里 用 早先 解释 过 的 贪 焚 算 法 将 30 转 化 成 它 的 斐 波 那 契 表示 21+8+1.， 现在 我 
们 可 以 将 每 一 个 数 下 移 一 档 ， 得 到 13+5+1. (由 于 在 (6.113) 中 请 六 0 ， 所 以 原先 的 *1* 是 肪 ， 而 新 
的 “]” 则 是 五 .) 下 移 大 体 上 相当 于 被 $ 除 .因此 我 们 的 估计 值 就 是 19 英 里 . (这 已 经 很 接近 了 ， 准 确 的 答 
案 是 大 约 18.64 英 里 .) 类 似 地 ， 从 英里 转换 成 千 米 可 以 同上 移动 一 档 ，30 英 里 近似 等 于 34+13+2=49 和 于 

米 . (这 还 不 非常 接近 ， 准确 的 数值 是 大 约 48.28. 


事实 表明 ， 除 了 情形 = 4,12,54,62,75,83,91,96 和 99 之 外 ， 这 种 下 移 规 则 对 所 有 n < 100 的 每 n 千 米 都 正 
确 地 给 出 了 用 整数 表示 的 英里 数 ， 而 在 例外 的 情 数值 比 准确 值 小 不 过 2/3 英里 ， 而 上 移 规则 也 对 
所 有 n < 113 的 n 英 里 数 都 正确 地 给 出 用 整数 表示 的 千 米 数 ， 相 差 不 过 1 千 米 ， ( 仅 有 的 真正 令 人 为 难 的 
情形 是 =4， 此 时 对 ?=3+1 的 两 个 单独 的 舍 入 误差 都 取 相 同 的 走向 ， 而 不 是 相互 抵消 ，) 


I 


[起 


< 下 移 规则 "将 兄 改 变 为 了 (Pa/ 的 ) ， 而 < 上 移 规则 * 则 将 nn 改变 为 (7/9) ， 其 中 jz) = [5 二 六 


6.7” 连 项 式 CONTINUANTS 


斐 波 那 契 数 与 第 4 章 里 研究 的 Stern-Brocot 树 有 重要 的 联系 ， 而 且 它 们 对 欧 拉 深入 研究 过 的 一 种 多 项 式 序列 
有 重要 的 推广 . 这 些 多 项 式 称 为 连 项 式 (continuant) ， 因 为 它们 是 研究 形 如 


a + (6.126 ) 
让 
: 1 
” CN 十 1 
CQ 十 3 
05 十 1 
a 1 
0 本 
07 
的 连 分 数 的 要 件 . 连 项 式 多 项 式 Entzlh za，… ,zn) 有 nn 个 参数 ， 且 它 由 如 下 的 递归 式 定 义 : 
Kol ) = 
Kilz1 ) 一 Tl1; (6.127) 
Kn(T1,*** ,Tn ) = Kn-i(T1** ,Tn-1)Tn 十 Kn_2(71 Re , Tn-2). 
例如 ，Ailzy) 后面 的 三 种 情形 是 
Kol(T1, T2) = T1T2 + 1: 
Kalz1, TI, 工 : 3) = T1TIT3 十 了 1 十 Ta; 
玫 4(Z1， TI,T3, 74) = T1TITI3T4 十 TI1T2 十 TIT4 + T3744 十 二 
归纳 法 容易 看 出 ， 其 项 数 是 一 个 斐 波 那 契 数 : 
KL ig Dy. (6.128) 
当 参 数 的 个 数 隐 含 在 上 下 文中 时 ， 我 们 可 以 简单 地 用 * K ”代替 “ K ”， 正 如 在 用 第 5 章 的 超 几 何 函 数 亚 时 
可 以 省 略 参数 的 个 数 . 例如 ， 玉 (zi,72) = Kz(z1,72) = XiT2 十 1. 在 (6.128) 这 样 的 公式 里 ， 下 标 n 自然 是 
必要 的 . 
欧 拉 [5 注意 到 ， 可 以 从 乘积 T172… zn 出 发 然后 用 所 有 可 能 的 方式 去 掉 相连 的 数 对 TkTk+1 ， 从 而 得 到 
玉 (T1,T2,… ,Zn). 我 们 可 以 通过 构造 由 点 和 划 组 成 的 长 度 为 n 的 所 有 “摩尔 斯 码 * 序 列 来 形象 表示 出 欧 拉 的 
规则 ， 其 中 每 个 点 对 长 度 贡献 1， 而 每 一 划 对 长 度 贡 献 2， 这 里 是 一 个 长 度 为 4 的 “摩尔 斯 码 " 序 列 : 
这 些 点 - 划 模 式 与 天 tzl 72,73;74) 的 项 相对 应 : 一 点 表示 它 所 包含 的 一 个 变量 ， 而 一 划 表 示 被 排除 在 外 的 一 
对 变量 ， 例 如 ，-… 对 应 于 zizs 
四 一 
一 个 长 度 为 n 的 摩尔 斯 码 序列 有 外 个 划 、 、n 一 2k 个 点 ， 总 共有 n 一 上 个 符号 .这些 点 和 划 可 以 用 \ 下 
种 方式 予以 排列 . 于是， 如 果 用 = 代替 每 一 个 点 ， 而 用 1 代替 每 一 划 ， 就 得 到 
[一 大 ok 
K,{z,z,-…- ,z} = i (6.129) 
>) 
我 们 也 知道 在 一 个 连 项 式 中 项 的 总 数 是 一 个 辈 波 那 契 数 ， 故 而 有 恒等式 
/nk 
a 0 (6.130) 
me 
( (6.129) 的 封闭 形式 出 现在 (5.74) 中 ， 它 推广 了 关于 裴 波 那 契 数 的 欧 拉 - 比 奈 公式 (6.123) ，) 
连 项 式 多 项 式 与 摩尔 斯 码 序列 之 间 的 关系 表明 ， 连 项 式 有 镜面 对 称 性 : 
天 (zn ,Ta2,T1) 一 天 (T1,T2 ,Tn). (6.131) 
于 是 它们 除了 服从 定义 (6.127) 中 改变 右边 参数 的 递归 式 之 外 ， 还 服从 改变 左边 参数 的 递归 式 : 


天 na(T1 ,Tn) 一 TIKn_li(To2 Zn) 十 开 _o(T3 ,Zn). (6.132) 
这 两 个 递归 式 都 是 更 一 般 规 律 的 特殊 情形 : 
Kmmn(T1,** ,Tm,; Tm+1l,"**,， Tm+n) 
es Kml(T1, Sg Tm) Knl Tm+l;"** ,Tm+n ) 
二 天 mm-1 1 ”yyTm 一 1 )Kn— 1(T Tm+2;°*"* ,Tmi+n 上 (6.133) 
从 摩尔 斯 码 的 类 比 看 这 个 法 则 容易 理解 ， 第 一 个 乘积 Km Kn 得 到 人 mi" 项、 其 中 在 位 置 + 中 没有 划 |， 
而 第 二 个 乘积 得 到 的 项 中 在 该 处 有 一 划 . 如 果 我 们 取 所 有 的 z 等 于 1， 这 个 恒等式 就 告诉 我 们 
Pmntnti Pinti brel 二 Pn 从 而 ， (6.108) 坪 (6.133) 的 特例 . 
欧 拉 [1121 发 现 了 连 项 式 甚 至 还 服从 一 个 更 为 惊人 的 规则 ， 这 个 规则 推广 了 卡 西 尼 恒等式 : 
Km+n(T1,*** ,Tm+n ) 天 KZm+l， 人 Tm+k) 
= Km+k(T1) ,Tmt+k) KnlTmtly ,Tm+n) 
下 (一 1 ) Km_1 (Zz1 ;""" Tm-l )Kn_k_i(Tm+k+2 ,Tm+n ). (6.134) 
个 法 则 (其 证 明 在 习题 29 中 ) 只 要 当 KK 的 下 标 全 为 非 负 时 就 成 立 . 例如 ， 当 =2，mm=1 以 及 n=3 
时 ， 我 们 有 
K (71, To, T3, TAK (To, T3) 一 开 (Tlzo,z3) 开 (ro,T3,Tz4) 十 工 . 
连 项 式 多 项 式 与 欧 几 里 得 算法 有 密切 的 联系 . 例如， 假设 gcdlm,n) 的 计算 经 四 步 后 结束 : 
gcd{(m,n) = gcd{(no, n1) no = mm, ni=n;: 
= gcd(n1, n2) 12 一 ?70 modn1=70— qn 
= gcd(n2, n3) n3=n1 mod n2=n1— gno; 
= gcd(n3, n4) n4=n2 mod n3=72— gan3: 
= gcd(n4a, 0)= na4 0=ns mod 7n4= 7n3— q4n4. 
那么 就 有 
n4=n4 = K()na: 
n3 = q4n4 = K (ga)na: 


n2 = gan3+ na = Klg3, q4)n4: 
ni1= qn2+n3 = Klg2, gq3, q4)n4: 


no= qnt+ns = Klgq, gq, q3, 44)n4. 


一 般 来 说 ， 如 果 欧 几 里 得 算法 在 大 步 后 就 求 得 最 大 公约 数 d ， 在 计算 商 的 序列 1,… ,qr 之后， 初始 数 就 
是 玉 (qi,q2,… ,gk)d 入 (qo,… ,gk)d，( 汤 玛 斯 : 芬 特 - 列 格 尼 [23241 早 在 18 世 纪 就 注意 到 了 这 个 事实 ， 他 似乎 
是 公开 研究 连 项 式 的 第 一 人 ， 列 格 尼 指 出 ， 当 诸 g 均 取 它 们 的 最 小 值 时 ， 作 为 连 项 式 出 现 的 相连 的 斐 波 那 
契 数 就 是 使 得 欧 几 里 得 算法 达到 给 定 步 数 的 最 小 输入 值 .) 
连 项 式 (continuant) 与 连 分 数 (continued fraction) 也 有 紧密 的 联系 ， 连 项 式 的 名 字 就 来 自 连 分 数 . 例 
如 ， 我 们 有 

1 A K(a,,a, ad,, a,) 

人 人 (6.135 ) 
和 


同样 的 模式 对 任 


F 何 高 度 的 连 分 数 都 成 立 ， 例如 ， 


二 


纳 法 


容易 证 明 


Klao,a1, a2, a3 + 1/a4) Klao, ail, a2, a3, a4) 


Klai,a2,a3 + 1/a4) Klai, qo, a3, a4) 


因为 


Kn(T1y ,Tn Tnty) = Kn(T1y Tn-ly Tn)t+ Kn_i(T1,* ,Tn_1)y. (6.136) 
(这 个 恒等式 的 证 明和 推广 在 习题 30 中 ，) 


此 外 ， 连 项 式 与 在 第 4 章 里 讨论 过 的 Stern-Brocot 树 也 密切 相关 . 那 棵 树 中 的 每 一 个 节点 都 可 以 用 一 列 工 和 
R 表 示 ， 比 方 说 


RL RLes... Rr"-2 Ln!, (6.137) 


中 a0 之 0,a1 之 1,a2 这 143 之 1,… ,dn-2 之 1,an-1 之 0， 而 n 是 偶数 . 利用 (4.33) 的 2x2 和 矩阵 工 和 有 RR， 
不 难 用 归纳 法 证 明 ， 与 (6.137) 等 价 的 矩阵 是 


( Kn-2(a1,:*…* ,an-2) Kn-ilal,** ,dn_2, dn-1) ) 


Kn-ilao, al san-2) Knlao,al,** ,an-2,an-1) 


(6.138) 


《其 证 明 是 习题 87 的 一 部 分 . ) 例如 ， 


RLeRL! ( bc+1 bcd+b+d ) | 


abc+at+c apcd 二 中 十 ad 二 cd 十 1 


这 样 一 来 ， 最 后 我 们 就 能 利用 (4.34) 对 Stern-Brocot 树 中 以 〈6.137) 作为 L 和 表达 式 的 分 数 写 出 封闭 


f(R®™ :on 一 1 二 Kn+ilao, dl,"**， 和 -1， 1) (6.139) 
| ,Pe a 


(这 就 是 “阿尔 方 定理 ”7 ，) 例如 ， 对 LRRL 求 出 分 数 有 吕 =0，Q1==1，a2 = 二 2，Q3 = 二 1 以 及 n=4， 等 
(6.139) 给 出 


K(0,1,2,1,1) Kl(2,1,1) K(2,2) 


K(12.11) K(1.211) 天 (3.2) 


~]1 cn 


(我 们 已 经 用 到 了 规则 天 nz ,Zn Tn 十 1 二 Knni(T1,… ,Zn-1,Tns1) 来 吸收 参数 列表 中 首尾 的 1， 这 一 
法 则 是 在 (6.136) 中 取 y=1 得 到 的 .) 


(6.135) 与 (6.139) 的 比较 表明 ， 与 Stern-Brocot 树 中 一 般 的 节点 (6.137) 相对 应 的 分 数 都 有 一 个 连 分 数 


< 全、 


出 


f(R® Lm) = a + (6.140) 


CQ 1 下 


于 是 我 们 可 以 在 连 分 数 与 Stern-Brocot 树 中 对 应 的 节点 之 间 快 速 转换 ， 例如， 


f(LRRL)=0+ 


! 注 意 到 ， 无 理 数 在 Stern-Brocot 树 中 定义 无 限 的 路 径 ， 且 它们 可 以 表示 成 L 和 的 无 穷 字 符 
.如 果 a 的 无 穷 字符 串 是 R*L"R"LS.….， 那 么 就 有 一 个 对 应 的 无 穷 连 分 数 
C= qa,1 : | (6.141) 
生 半 
! 1 
q+ 
+ . 
oe 
4 1 
qs + 一 
这 个 无 穷 连 分 数 也 可 以 直接 得 到 : 设 ao =a ， 又 对 大 0 令 
ak = [axr|:; Aak = ak+ lL , 6.142) 
Qk+1 
诸 a a (partial quotient) ， 如果 a 是 有 理 数 ， 比 方 说 是 /nm ， 这 一 过 程 遍 及 欧 几 里 得 算法 
所 求 出 的 商 ， 终止 《ak+l=co ) 
欧 拉 常数 Y 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ? 无 人 知晓 ， 通过 在 Stern-Brocot 树 中 寻找 7Y ， 我 们 可 以 得 到 关于 这 个 著 
名 的 未 解决 问题 的 部 分 信息 ， 如 果 它 是 有 理 数 ， 我 们 将 会 求 出 它 ， 如 果 它 是 无 理 数 ， 我 们 就 将 求 出 离 它 最 
近 的 所 有 的 有 理 近 似 值 ，7 的 连 分 数 F 下 的 部 分 商 开 始 
如 果 他 们 知道 了 ， 就 不 讨论 了 . 
大 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
Ak 0 1 2 4 2 1 4 误 
于 是 ， 其 Stern-Brocot 表 示 的 开始 部 分 是 LRLLRLLRLLLLRRRL:.…， 没 有 明显 的 模式 规律 .由 Richard 
Brentt383] 所 做 的 计算 已 经 揭示 : 如 果 7 是 有 理 数 ， 它 的 4 分 母 的 十 进 制 位 数 必须 大 于 10 000. 于 是 ,没有 人 
相信 7 是 有 理 数 . 但 是 ， 到 目前 为 止 还 没有 人 能 证 明 它 不 是 有 理 数 . 
好 的 ， 根 据 爱 因 斯 坦 鲜 为 人 知 的 断言 “上 帝 不 会 在 宇宙 中 抛 出 巨大 的 分 母 "，7Y 必定 是 无 理 数 . 
最 后 ， 我 们 来 证 明 一 个 将 诸多 思想 汇集 在 一 起 的 非 几 的 恒等式 .在 第 3 章 里 我 们 引入 了 谱 的 概念 ，a 的 谱 
是 数 lna| 做 成 的 多 重 集 ， 其 中 a 是 一 个 给 定常 数 . 这 样 一 来 ， 无 穷 级 数 
zmgj 二 zz 十 2 十 鹤 十 2 十 2 认 十 2 十 
2 
就 可 以 说 成 是 号 的 谱 的 生成 画 数 ， 其 中 心 = (1 + V5)/2 是 黄金 分 割 比例 .我 们 要 证 明 的 这 个 恒等式 是 由 本 
L. Davison[73] 于 1976 年 发 现 的 ， 它 是 将 这 个 生成 函数 与 斐 波 那 契 数列 联系 起 来 的 一 个 无 限 连 分 数 : 
=(1-2z)5 zl (6.143 ) 
1+ 了 到 7 二 1 
1+ 亏 
1+ 三 
(6.143) 的 两 边 很 有 趣 ， 我 们 先 观察 数 |Iz2j .如 果 的 斐 波 那 契 表 示 (6.133) 是 人 fi; 十 … 二 了, ， 我 们 就 
期 待 "9 近似 等 于 fut1 十 … 十 f+1 ， 这 是 向 左 移动 斐 波 那 契 表示 所 得 到 的 数 《如 同 我 们 从 英里 转换 成 千 
米 时 所 做 的 那样 .事实 上 (6.125) 我 们 知道 


np = Fktl t+ Fi,+l 一 (Bh + -+ ptr). 


现在 有 ?= 一 1/9 以 及 丘 写 … 写 包 守 0， 故 有 
DK! 十 … 十 由 We DKr 的 一 人 一 2 十 只 Kr 十 
5—Kr 
一 a = 莹 的 <1 
又 根据 类 似 的 讨论 ， 扩 十 … 十 0 与 (-D* 有 同样 的 符号 ， 于 是 
Lo] = 人 .4 一 [ (站 是 偶数 ]. (6.144 
如 果 一 个 数 n 的 最 小 有 意义 的 斐 波 那 契 数字 位 是 1， 这 等 同 于 说 旅 (") = 2 ， 那 么 我 们 称 这 个 数 半 是 斐 波 那 
契 奇 数 (或 者 简称 为 FF 奇数 ) ; 否则 ，m 就 称 为 斐 波 那 站 偶数 (或 者 简称 为 下 偶数 ) . 例如， 最 小 的 一 
些 已 奇数 是 1、4、6、9、12、 14、17 和 19， 如 果 下 rln) 是 偶数 ， 那 么 根据 (6.114) ，7ma -1 是 已 偶数 .类 
似 地 ， 如 果 三 (nn) 是 奇数 ， 那 么 nn 一 1 是 下 奇数 . 于 是 
k(n) 是 偶数 会 1-1 是 下 偶数 . 
此 外 ， 如 果 六 (中 是 偶数 ， 那 么 (6.144) 瞳 和 后 (Ln9|) =2; 如 果 后 (n) 是 奇数 ， (6.144) 就 给 出 
启 ([n9]) = 三 (n) 十 1. 于 是 后 (Ln9]) 总 是 偶数 ， 这 样 就 证 明了 
Ing| 一 1 总 是 一 个 F 偶数 . 
反 过 来 ， 如 果 m 是 任意 一 个 F 偶 数 ， 我 们 就 可 以 将 这 个 计算 反 转 过 来 ， 求 出 满足 克 二 1= [中 的 Rn. 
(首先 ， 如 以 前 所 解释 的 那样 ， 在 FF 记号 中 加 上 1. 如 果 没 有 进位 出 现 ，n 就 是 (m 十 2) 次 向 右 移 位 ， 反 
之 到 是 (2 十 蕊 次 向 右 移 位 . ) 这 样 一 来 ，(6.143) 右边 的 和 式 就 能 写成 


Dz" 三 2 到 [mr 是 FF 偶数 ] 
加 三 0 


n=1 


(6.145 ) 


左边 的 分 数 呢 ? 让 我 们 改写 (6.143) 使 得 其 连 分 数 看 起 来 与 (6.141) 相似 ， 所 有 的 分 子 都 为 1: 
1 二 于 (6.146 ) 
Z 瓦 十 1 2 nl 
1 
ot 
z+ 
(这 个 变换 有 一 点 技巧 ! 原来 以 zm 作为 分 子 的 分 数 的 分 子 和 分 母 应 该 用 zm"-:! 来 除 ，) 如 果 我 们 在 1/2 
处 终止 这 个 新 的 连 分 数 ， 它 的 值 就 将 是 连 项 式 的 比 
天 ai(0 2 2 2 Kn(z-n -Fn) 
Knni(z-Po,zFi, ,2 PF) Knni(2-F, zh,... ,2-F") 
就 如 同 (6.135) 中 一 样 . 我 们 首先 来 观察 分 母 ， 希 望 0 置 @ = Fi 人 R,… ,2 人) 发现 
Qo=1, Qi1=1+2, Qe=1+2 +2 Q3=1+t2 +2 1 > “”， 一 般 来 说 ,一切 都 很 完美 且 给 出 了 几 
何 级 数 
Qn =1+z 1+2z 2 ++ 2 (ntl. 
对 应 的 分 子 是 P= Kn(2“,… ,2 ") ， 事 实证 明 它 与 Qn 相像 ， 不 过 有 较 少 的 项 . 例如 ， 我 们 有 
PB=zl+z2 +2 4 十 2 十 2 +2 +2 1 +2 2, 
与 之 相 比 有 8s = 1+z 二 … 二 2“. 更 仔细 的 观察 揭示 了 存在 掌控 它 的 项 的 模式 ， 我 们 有 


1+2*+2 +2 3 +2 +2 +2 +z 


12 
=z “Dz”"[m 是 F 偶 数 ] ， 


， 而 我 们 所 需要 的 


取 庆 个 不 同 的 画 


不 会 倒 下 来 . 假设 要 


如 出 第 二 张 牌 


对 成 年 的 大 免 


F 过 
名 m=0 
而 且 一 般 来 说 ， 我 们 可 以 用 归纳 法 证 明 
Tr2 -1 
Pe 册 pa z”[m 是 个 数 ]. 
m=0 
于 是 
P， > 2”[m 是 偶数 ] 
2 2 
现在 ， 根 据 (6.145) ， 令 n 一 cc 取 极 限 就 得 出 (6.146) . 
习题 
热身 题 
a 
1 人 ;23;, 引 恰好 有 两 个 轮换 的 已 个 排列 是 什么 ? (轮换 的 形式 出 现在 (6.4) 中 
是 2314 这 样 的 非 轮 换 形 式 . 
2 ”从 一 个 有 nn 个 元 素 的 集合 到 一 个 有 m 个 元 素 的 集合 有 m" 个 函数 ， 其 中 有 多 少 个 恰 
数值 ? 
3 ”现实 中 的 洗 牌 老 千 知道 ， 联 明 的 做 法 是 稍 加 放松 ， 从 而 使 得 在 有 一 丝 风 吹 过 时 有 牌 
求 最 上 面 的 大 张 牌 的 重心 离 第 大 +1 张 牌 的 边缘 至 少 = 个 单位 ，《〈 例 如 ， 这 样 第 一 张 牌 就 能 
至 多 1 一 = 个 单位 ，) 如 果 有 足够 多 的 牌 ， 我 们 能 否 仍然 得 到 任意 大 的 伸 出 长 度 ? 
4 将 LILI+IL3+ 二 1 二 蕊 用 调和 数 表示 出 来 . 
5 ”说 明 怎 样 从 (6.74) 中 记 {U_n}j(Ccy) 的 定义 得 出 递归 式 (6.75) ， 并 求解 该 递归 式 . 
6 一 位 探险 者 在 座 岛 上 留 玉 - 、 如 果 一 个 月 后 小 兔 长 成 成 年 的 大 兔 ， 又 如 果 每 
每 个 月 产 出 一 对 小 兔 ， 经 过 n 个 后 会 有 多 少 对 兔子 ? (两 个 月 后 有 两 对 ， 它 们 中 的 一 对 是 新 生 的 ，) 
求 这 个 问题 与 正文 ‘蜜蜂 树 * 之 辣 的 一 个 关系 . 
如 果 调 和 数 是 蠕虫 数 ， 那 么 斐 波 那 契 数 就 是 兔子 数 ， 
7 证明 卡 西 尼 恒等式 (6.103) 是 (6.108) 的 特殊 情形 ， 也 是 (6.134) 的 一 个 特例 . 
8 利用 斐 波 那 契 数 系 将 65 英 里 /小 时 转换 成 千 米 / 小 时 的 近似 值 . 
9 ”8 平方 英里 大 约 等 于 多 少 平方 千 米 ? 
10 ”的 连 分 数 表示 是 什么 ? 
基础 题 
11 ” 当 n 是 一 个 非 负 整 数 时 ， en 


12 ”证 明 斯 特 林 数 有 与 (5.48) 类 似 的 反 演 规律 : 
OD A DD 
13 在 第 2 章 和 第 5 章 里 提 到 过 微分 算 子 D= 下 以 及 _ -六 我 们 有 
V2 = 22D2 + 2D, 
因为 1) 0957) 一 2 站 一 + 而 此 式 就 是 ( 


3 == 23D3 + 3z2D? +zD. 证 


(与 在 (5.109) 中 相同 ， 
转换 ，) 


明 一 般 的 公式 : 人 
1 = >， 全 2*D®, 


2nDn = 2 站 (= be 


这 些 公 式 可 以 用 来 在 形 如 2 


14 ”证 明 关 于 欧 拉 数 的 需 恒 等 式 (6.37) . 
15 ”对 (6.37) 取 m 次 差分 来 证 明 欧 拉 恒 等 式 (6.39) . 
16 ” 当 上 和 nn 取 遍 所 有 整数 的 集合 时 ， 双 重 递 归 式 


的 通 解 是 什么 ? 
n 
17 ” 解 下 面 的 递归 式 ， 假 设 当 六 < 0 或 者 上 < 0 时 | 本 等于零 
n nO—1l nO—1l 
= n +In=k=0|l, n,k>0. 
下 天 i | | | 
和 = (nC—k) ” | 中 二 上 二 0]，n, 太 之 0. 
n n—1l 
k 一 大 k [rl 大 中 二 上 二 0，n,kk 宕 0. 
18 ”证 明 斯 特 林 多 项 式 满足 
(T+1)o(rz+i+1)= (ro n)o(z) 
19 ”证 明 广义 斯 特 林 数 满足 
~ [r+k I ; 大 十 大 
2 工 儿 i he 
k= 


Re =a,[n 宇 0] ， 2 
4 = 人 


(3) 和 > BO:H(z) 这 样 


=0, kA>0; 


是 整数 


TTOn-l (2}. 


一 (0 
) ， 整 数 Pn > 0. 


十 2D)f(3). 类 似 地 ， 可 以 证 明 


的 微分 表达 式 之 间 


人 2 村 /人 9 = 
| 7 tT—n+i+k n 整数 蕊 np > 0. 


20 ” 求 出 2 :的 封闭 Ey 式 . 
21 ”证 明 : 如 果 Hn = anybn ， 其 中 mm 和 了 如是 整数 ， 则 分 母语 是 20 思 的 一 个 倍数 . 


2llisnl-lyy _1 


22 ”证 明 : 除了 当 ;是 负 整 数 之 外 ， 无 限 和 式 


对 所 有 复数 > 都 收敛 ， 并 证 明 ， 当 > 是 非 负 整数 时 ， 它 等 于 五 :。 (这样 一 来 ， 当 = 是 复数 时 ， 我 们 就 可 以 
利用 这 个 公式 来 定义 调和 数 H:. ) 


23 ” 当 按 照 z 的 寡 来 展开 时 ， 方 程 (6.81) 就 给 出 /le 一 的 系数 .2/(e +D) 的 系数 是 什么 ? 

提示 : 考虑 恒等式 (e+lile 一 1) =e 一 | 

24 ”证 明 : 正切 数 Tn+1 是 2" 的 倍数 . 提示 : 证 明 Tan(7) 和 Tani1(7) 所 有 的 系数 都 是 2" 的 倍数 . 

25 ”方程 (6.57) 证 明了 ， 蠕 虫 在 某 个 时 刻 N 时 最 终 必 将 到 达 橡 皮带 的 终点 . 于 是 ， 必 定 会 有 第 一 个 时 


1 
人 2 、 0 、 、 < 一作. 
间 n ， 它 在 n 分 钟 之 后 比 在 n 一 1 分 钟 之 后 更 加 接近 于 终点 . 证 明 ”、3 


26 利用 分 部 求 和 法 计算 一 2 厂 从 .提示 ， 也 考虑 有 关 的 和 式 Zi -1 
27 “证 明 关 于 斐 波 那 契 数 的 gcd 法 则 (6.111) 
28 。 卢 卡 斯 数 [定义 成 Pari + Fn. 按照 (6.109) ， 我 们 就 有 Fo = Ful. 这 里 是 前 几 个 卢 卡 斯 数值 的 


表 : 


Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 


a 利用 成 套 方法 证 明 : 一 般 递 归 式 


Qo=a Qi=5 QQn = li+Qn 2 n>1 


下 


的 解 Qn 可 以 用 蕊 (F_n} 以 及 Ln 来 表示 . 
b 对 Ln 求 一 个 用 0 以 及 2 来 表示 的 封闭 形式 . 

29 ”证 明 关 于 连 项 式 的 欧 拉 恒 等 式 ， 即 方程 (6.134) . 

30 ”推广 (6.136) ， 当 1< mn 时 ， 对 增长 的 连 项 式 玉 (ZT1…,Tm1yTm 十 YTmtl,… ,Tn) 求 出 表达 式 . 
作业 题 

31 “对 于 用 下 降 索 给 出 的 上 升 寡 的 表示 法 


nn 


中 的 系数 | 中 求 出 封闭 形式 ， 例如， 于 = 对 +12z3+36z2+24z ， 从 而 


人 


7 十 大 1 十 7 十 1 大 7 十 1 
2 ( 大 ) 本 ( m ) i . bs 1 . 


Nbegin{Bmatrix}n\k\end{ Bmatrix} = k\begin{Bmatrix}{n - 
当 展 开 类 似 的 递归 式 1}Nkend{Bmatrix} + \begin{Bmatrix}{n - 1M\{k - 1NMend{Bmatrix} 时 ， 会 出 现 
什么 样 的 恒等式 ? 


33 表 6- 4 给 出 PAbegin{bmatrix}n\2\end{bmatrix} 和 PNbegin{Bmatrix}n\2\end{Bmatrix} 的 值 ， 对 下 一 个 
情形 PNbegin{bmatrix}n\N3\end{bmatrix} 和 PANbegin{Bmatrix}n\3\end{Bmatrix} ， 其 封闭 形式 (不 包含 斯 特 
林 数 ) 是 什么 ? 


一 0 


34 ”如果 假 设 基本 递 推 关系 (6.35) 对 所 有 整数 和 n 都 成 立 ， 又 如 果 对 所 有 大 < 0 都 有 (8) ， 那 么 


Em | | 
/和 /等 于 什么 ? 
35 证明， 对 每 个 = > 0 都 存在 一 个 整数 n>1 (与 有关 ) ， 使 得 Hn mod 1 < 


36 ”是 否 有 可 能 用 这 样 一 种 方式 堆放 n 块 砖 尖 ， 最 上 面 的 砖 不 在 最 下 面砖 的 任意 一 点 的 上 方 ， 而 一 个 体 
重 等 于 100 录 村 的 大 可 以 站 在 有 上 面砖 的 中 间 取 得 平衡 ， 而 不 会 使 这 堆 砖 翻 倒 ? 


37 ”用 调和 数 表 示 Zi kmodm)MK+ 1) 假设 加 入 是 正 整 数 ， 当 noo 时 ， 其 极限 值 是 什么 ? 


sn (et 


2 


39 用 n 和 来 表示 > He 


1319 加 
40 正明 1979 整 除 ri 一 让 的 分 子 ， 并 对 1987 给 出 一 个 类 似 的 结果 .提示 :利用 高 斯 的 技巧 得 到 
一 个 由 分 数组 成 的 和 式 ， 其 分 子 是 1979. 也 见习 题 4. 


啊 ， 那 些 都 是 素数 年 份 . 


< 


7 十 是 
41 ” 当 n 是 整数 (有 可 能 是 负 的 ) 时 ， 将 和 式 气 /计算 成 封闭 


= 


NS 


42 “如果 5 是 一 个 整数 的 集合 ， 设 5+1 是 “平移 " 集 民 十 Hz s 5}.{1,2,… ,nn} 有 多 少 个 子 集 有 如 下 性 
质 : SU(S+1)={1,2,… ,n+1}? 


43 ”证 明 : 无 限 和 式 


0.1 
十 0.01 
十 0.002 
十 0.000 3 
十 0.000 05 
十 0.000 008 
十 0.000 001 3 


收敛 于 一 个 有 理 数 . 


44 ”证 明 卡 西 尼 恒 等 式 (6.106) 的 逆 : 如 果 上 和 m 是 整数 ， 并 使 得 | 一 hm 一 局 |=1， 那 么 就 存在 一 个 
整数 2 使 得 k= 士 Fn 以 及 于. 一 十 下 n+1- 


45 “利用 成 套 方法 求解 一 般 的 递归 式 


Xo=a; X1 一 有 Xn = Xnlt+ Xn2 t+ yn+d. 


46 ”cos36° 和 cos72° 等 于 什么 ? 


47 ”证 明 
mm 一 1 n rk 
2 m= (1) 
并 在 了 为 素数 时 利用 此 恒等式 求 出 fmodP 和 fp+1 modP 的 值 . 


48 ”证 明 : 通过 将 与 之 相 邻 的 变量 合并 在 一 起 ， 可 以 从 连 项 式 多 项 式 中 去 掉 取 值 为 零 的 参数 : 


天 nm 人 (TITm_l,0,zm+l ,Zn) 


三 和 Tn a 二 芝 两: 莹 全 


50 “对 所 有 正 整数 用 递归 式 


FF) = 1 
f(2n) = f(n): 
fl2n+1)= f(n)+ flnt1). 


定义 f(n). 
a 对 什么 样 的 a，J(n) 是 偶数 ? 
b 证 明 f(n) 可 以 用 连 项 式 表示 . 
考试 题 


51 ” 设 了 是 一 个 素数 . 


全 三 四 三 0 (modp). 
a 证 明 : 对 1 <k< PP 有 天 


p—1 
i 


| 三 1 (modp). 


2p—2 


c 证明: 如 果 p>2， | p }=| p 


2p—2 


| 三 0 (modp). 


| 三 0 (modp’). 


d 证 明 : 如 果 pP>3， 就 有 b 
提示 : 考虑 灵 


52 ” 设 写成 像 n/n 这样 的 最 简 分 数 . 


a 证 明 ， 如 果 了 是 素数 ， 那 么 己 \ 久 今 PX qn 


b 求 出 所 有 使 得 m 能 被 5 整除 的 Pn > 0. 


Hr 


= 
m n 天 
二 .上 (1) Hx a 二 
53 ” 当 220 \leqslant m \leqslantn 时 ， 求 2 的 的 封闭 形式 .提示 : 习题 5.42 有 一 个 和 式 ， 
它 没 有 因子 Hi 


54 ” 设 zn > 0. 这 一 题 的 目的 是 要 证 明 局 {B_{2n}} 的 分 母 是 满足 (P 一 中 \(2n) 的 所 有 素数 了 的 乘积 . 
a 当 了 是 素数 有 昌 m > 0 时 ,证明 sn(a+[p 一 IJN 是 了 的 倍数 
b 利用 a 的 结果 ， 证 明 


有 + > [(p—D)\(2n)] = 是 一 个 整数 . 
p 是 素数 Pp 


提示 : 只 要 证 明 如 果 是 任意 一 个 素数 ， 那 么 分 数 B2n + [(P 一 了 D\(2n)]/P 的 分 母 不 能 被 了 整除 就 够 了 . 
c 证明 : 已 {B_{2n}} 的 分 母 总 是 6 的 奇数 倍 ， 且 对 无 穷 多 个 n ， 它 等 于 6. 


55 ”通过 对 
Ei) 
m 大 
0s<k<n 


求 和 并 关于 zx 微分， 证明 (6.70) 是 一 个 更 加 一 般 的 恒等式 的 推论 . 


>， (0 (—1)*k™+1/(k —m)、,. 、 EE 
Em Nn 计算 成 关于 m 和 的 封闭 形式 ， (对 除了 值 zk = m 之 外 所 有 的 整 
数 大 求 和 ， ) 


57 “5 阶 围 包 二 项 式 系数 ”由 
((%)) (人 ")) (ke 区 ;)) 1 


以 及 (W) 定义 ， 设 @w 是 在 第 4 行 中 最 大 的 数 与 最 小 的 数 之 差 : 


(0) -sn (() 


寻求 并 证 明 @v 与 斐 波 那 契 数 之 间 的 关系 . 


F227 F327 Se OE : 和 ee 
58。 求 出 20n07"” 和 2-nzo "的 封闭 形式 .关于 量 本 +1 一 4 一 本 1 ， 你 能 得 出 
59 “证 明 : 如 果 m 和 nn 是 正 整数 ， 那 么 存在 一 个 整数 r ， 使 得 i 三 mm (mod3"). 

60 ” 求 所 有 正 整 数 n ， 使 得 i 十 1 或 者 Fi 一 1 是 一 个 素数 . 


61 ”证 明 恒 等 式 


‘3 FY fo ， 整 数 世 n \geqslant 1. 


n 
/机 op pr 
2 ol Faxx 等 于 什么 ? 


62 设 An=0"+o" 以 及 Bn=o0"—0 ". 
a 求 常 数 [a 和 B g 使 得 对 所 有 n 宇 0 都 有 An =aAdn_1+ PAn_» 以 及 Bn = aBn_1 + BBn_?- 


b 用 记 {F_n} 和 Ln 表示 避 {A_n} 和 忆 {B_n} (见习 题 28) 


2 (Fant 1) = Bn/Ant1 


c 证 日 
d 求 出 2 一 江 的 封闭 形式 ， 


附加 题 

63 ”{1,2,… ,中 有 多 少 个 排列 m2… mn 恰 有 上 个 指标 7 使 得 
a 对 所 有 :<7 有 天 万 ? (这 样 的 7 称 为 从 左 到 右 最 大 数 . ) 
b "i>7? (这 样 的 7 称 为 超过 数 ，) 


1/2 


64 ” 当 将 分 数 村 后 约 成 最 简 分 数 时 ， 它 的 分 母 是 什么 ? 


65 ”证 明 恒 等 式 


i 十 … 十 Znj)dzli…dz =》, n\ fk) 
J0 Jo 加 和 ps 天 nl 


n 


a 天 
66。 欧 拉 三 角形 的 第 nn 行 的 交错 和 2， 0 


67 ”证 明 
n 二 +1 也 一 大 m-kiy __ /nn 
{r+} (Lh) CD n=(™). 


68 AS 并 求 出 


PNeftangle {\left\langle \begin{matrix}n\2\end{matrix}\right\rangle } 
\right\rangle 的 封闭 形式 . 


n 


69。 求 出 2 tt 的 封闭 


SN 
出 


ye (n) zn 1 
70 证 明 习 题 22 的 复 调和 数 有 震级 数 展开 式 222 (1 人 
71 证 明 ， 通 过 考虑 无 穷 乘积 


各 
的 前 nn 个 因子 当 n 一 se 时 的 极限 ， 证 明 方程 (5.83) 的 广义 阶乘 可 以 写成 上 壕 形式 ， 指 4 
中 一 般 的 调和 数 有 关 . 
72 证明 正切 画 数 有 震级 数 (6.92) ， 并 对 2/sinz 和 了 (ltan z)/?) 求 出 相应 的 级 数 . 
73 ”证 明 : 对 所 有 整数 > 1，zcot > 等 于 
za 机 z+ kn — kr 
7 订 冯 + 工 新 (eo 2 | 
并 指出 ， 对 固定 的 及 ， 当 n oo 时 第 个 求 和 项 的 极限 是 22/(2 一 襄 T) 
74” 求 出 数 太 (1) 与 1 cos > 的 系数 之 间 的 关系 . 
75 ”证 明 : 正切 数 和 1/cosz 的 系数 出 现在 以 下 述 图 形 为 开始 部 分 的 无 限 三 角形 的 边 上 : 
1 
0 1 
] 1 0 
0 1 2 思 
Ss) 4 2 0 
0 5$ 10 14 16 16 
6l 61 390 40 32 16 0 

每 一 行 包 含 上 一 行 的 部 分 和 ， 方 向 交替 地 从 左 向 右 和 从 右 向 左 
提示 :考虑 第 级 数 (sin > + cos >)/ cos(w + 3] 的 系数 
76 ” 求 出 和 式 

2 (= 他 2nAK1 
的 封闭 形式 ， 并 指出 ， 当 n 为 偶数 时 它 等 于 零 ， 
77” 当 m 和 n 是 整数 ，n 0 时 ，onlm) 的 值 当 m<0 时 由 (6.52) 给 出 ,， 当 m>n 时 
而 当 m=0 时 则 由 (6.101) 给 出 . 证 明 : 在 其 余 情形 ， 我 们 有 


Bn_: 
7 一 大 


| ae m—1 

\ 一 m1 

On (mm) 二 > | J 
ml{n mm)! 本 | 772 一 天 整数 n>m>0. 


-dan 
与 习 


D dz 题 


22 


(6.53) 给 出 ， 


78 ”证 明 将 


79 


正明 : 64 = 65 的 四 


3 


k=0 


斯 特 林 数 、 伯 努 利 数 以 及 卡 塔 兰 


7 十 天 


天 


数 联 系 在 一 起 的 下 述 关 系 式 ; 


1 光碟 -= 鸭 


nn 十 
以 经 重新 组 装 来 证 明 64 = 63. 


1 


nt+l 


(= 
万 十 1 


2n 


7 


企 也 后 


块 棋盘 悖 ; 


81 


正文 中 描述 了 


= 二 yy 以 及 四 
尽 可 能 地 大 ? 


= 4n-1 + Anz 定义 的 序列 对 某 个 m 有 4m = 1 000 000. 什 么 样 的 正 


种 方 法 ， 


上 蕊 


的 公式 .了 
于 z 和 Y 的 一 


征 电 


然 会 问 ， 当 这 样 两 个 “ 


旦 


它 可 以 将 包含 局 (F_fn pm k}} 的 公式 变 成 
此 简 的 


只 包含 已 {TFE_ n} 和 BF{F_ ss 
”公式 形式 上 不 相同 时 ， 它 们 能 否 是 相等 的 . 设 Pl7, 奶 是 关 
对 所 有 之 0 都 有 了 (fnt1, fw) ==0 成 立 的 必要 充分 条 件 . 


个 整 系数 多 项 式 ， 求 使 得 


82 说 有 


明生 


单 加 正 整数 可 以 在 


斐 波 那 契 数 系 中 行 得 通 . 


83 ”如 果 4 与 贡 1 互 素 ， 那 么 是 否 有 可 能 一 个 满足 斐 


素数 ? 


84 


的 封闭 


NS 


提示 : 习题 62 


式 : 


设 m 与 n 是 正 的 奇数 . 求 出 


Dm, n 


5 1,2n+3 


的 和 式 是 313 


对 


85 
( 见 


86 


全 都 是 整数 . 


coefficient) 


明 : 


87 证 


刻画 所 有 满足 下 述 条 
习题 59 . 


设 C1, C2,…- 


正明 : 广义 二 


件 的 N : 


) 


项 式 系数 


[特别 地 ， 根 据 (6.111) 
数 . ] 


丰 


在 矩阵 乘积 


以 及 行列 式 


是 一 个 非 零 整数 序列 ， 


E 波 那 契 递 弟 归 式 An = An-1 + An- 2 的 序列 (- 4n) 中 不 包含 


20 二 +m 十 Fn 


O12n+3: 


和 313 一 
斐 波 那 契 剩余 豆 mod NN 构成 {0,1,…- 


完全 人 


WW 


,W 一 直 的 


九 之 0 ， 


对 所 有 正 整数 到 和 有 


gcdl Cm， Cn) 三 Cgcd(mn ): 


CnCn-1 ee Cn—k+1 
CkCk-1°** C1 


波 那 契 数 作出 的 斐 


， 按 照 这 种 方式 从 斐 直 波 那 契 项 系数 (Fibonomial 


rt1 1 0 0 : 0 
—1l ro 1 0 0 
0 —1 T3 1 : 
det 
一 1 


88 ”推广 〈6.146) 


89 设 a 是 (0..1) a 设 ,42,93,… 是 其 连 分 数 表 示 式 中 的 部 分 商 . 证 明 : 当 
7 一 K @1; ,am ) ) 时 有 |Z(a， n) <2 其 1 DD 是 第 3 二 里 定义 的 1 站 过 . 


90 设 Q n 十 Stern- 


Qo; Q1; O31, 93, 04, ~ 
Vt 


研究 题 


91 ”将 begin{Bmatrix}n\Nk\end{Bmatrix} 的 定义 推广 到 nn 和 在 取 人 


,nal 
， 当 a 是 任意 一 个 正 无 理 数 时 ， 求 与 生成 丽 数 2_n>1” "有关 的 连 分 数 . 


Brocot 树 的 第 n 层 的 最 大 的 分 母 . (于 是 ， 根 据 第 4 章 里 的 图 有 
) = (1,2,3,5,8,…) .) 证 明 Qn = Fn+2. 


th 


意 实数 值 的 最 好 方法 是 什么 ? 


92 ”如 同 在 习题 52 


中 那样 ， 将 Hi 写成 像 /bn 这 样 的 最 简 分 数 . 


a 对 某 个 固定 的 素数 了 ， 是 否 有 无 穷 多 个 n 满足 Pan? 


b 是 否 有 无 穷 多 个 nn 满足 bn=lcm(1,2,… ,区 ? (n=250 和 n=1000 是 两 个 这 样 的 值 .) 


93 ”证 明 7Y 和 ei 是 无 理 数 . 


94 ”假设 当 n < 0 或 者 上 <0 时 有 


的 解 发 展 一 种 一 般 性 


£|= 


， 对 两 个 参数 的 递归 式 


nl 


天 


7 一 | 


n 
= (an+ Bk+” 
| WA EE k—1 


十 (aa 十 有 大 十 六 ) 


+ 二 大 二 0，n,k 宕 0 


的 理论 。 (二 项 式 系数 、 斯 特 林 数 、 欧 拉 数 以 及 习题 17 和 习题 31 中 的 数列 都 是 其 特殊 


青 形 ，) 什么 样 的 特殊 值 ta; 5,7,Q, ,7) 可 以 得 到 能 用 来 表示 通 解 的 “基本 解 ”? 


95 “寻求 一 个 有 效 的 方法 来 延 拓 从 超 几何 项 到 普通 项 的 Gosper-Zeilberger 算 法 ， 它 或 许 会 含有 斯 特 林 数 ， 


7 生成 函数 GENERATING FUNCTIONS 


众所周知 ， 处 理 数 列 最 强 有 力 的 方法 就 是 使 用 “生成 ”那些 数列 的 无 穷 级 数 . 我 们 已 经 学 习 了 许多 数列 并 
见 过 一 些 生成 画 数 ， 现 在 就 来 深入 探讨 生成 函数 ， 来 见识 它们 是 如 何不 同 寻常 地 有 用 


7.1 多 米 诺 理 论 与 换 零 钱 DOMINO THEORY AND CHANGE 


生成 函数 足够 重要 ， 且 对 我 们 许多 人 来 说 也 足够 新 笑 ， 所 以 当 我 们 开始 更 加 密切 地 审视 它们 时 ， 有 必要 使 
一 种 轻松 的 方式 ， 因 此 我 们 在 本 章 开始 用 一 些 娱乐 活动 和 游戏 来 阐述 生成 画 数 . 我 们 将 要 研究 这 些 思想 
的 两 种 应 用 ， 应 用 涉及 多 米 诺 牌 ， 而 另 一 种 应 用 涉及 硬币 . 


1 多 米 诸 牌 完全 履 盖 一 个 2 x 矩形 有 多 少 种 不 同 的 方式 五 ? 我 们 假设 多 米 诺 牌 都 是 完全 相同 的 
4 为 它们 全 都 正面 向 下 ， 要 么 是 因为 有 人 让 它们 不 可 分 辨 ， 比 方 说 将 它们 全 都 涂 成 了 红色 ) ， 其 
此 只 有 它们 的 方向 (垂直 或 是 水 平 ) 是 我 们 所 在 意 的 ， 而 且 我 们 可 以 想象 是 在 对 多 米 诺 形状 的 瓷砖 进行 操 
芷 . 例如， 覆盖 一 个 2 x 3 矩形 有 三 种 铺设 方式 ， 即 [由 、[ 上 以 及 器] ， 所 以 五 = 3. 为 了 对 一 般 性 的 马 
找到 封闭 形式 ， 我 们 通常 做 的 第 一 件 事 就 是 观察 小 的 情形 ， 当 n = 1 时 显然 只 有 一 种 铺设 方法 ， 即 ;而 


“让 我 来 数 一 数 有 多 少 种 方法 .” 
一 一 E.B. 勃 朗 宁 


当 = 0 时， 如 何 呢 ? 一 个 2x0 的 矩形 有 多 少 种 铺设 方式 呢 ? 这 个 问题 的 含义 并 不 是 马上 就 能 弄 清 楚 
的 ， 不 过 我 们 在 以 前 曾 见 过 类 似 的 情况 : 有 零 个 物体 的 排列 〈“ 即 空 排列 ) ， 所 以 01=1. 从 nn 件 东西 中 选取 


零 个 东西 有 一 种 方式 部 什么 也 不 省 取 )， 所 以 (0) 


空 集 划分 成 零 个 非 空子 集 有 一 种 方式 ， 但 是 不 
n = 01]. 
eh “根据 这 样 的 


推理 可 以 得 出 结论 ， 恰 
(这 就 破坏 了 当 "一 

和 3 时 已 经 上 成立 的 简单 模式 7 = n ， 但 是 ， 由 于 按照 问题 的 合理 逻辑 妃 应 该 是 1， 因 而 它 的 模式 无 论 以 休 
种 方式 表现 都 可 能 是 注定 的 ，) 事实 证 明 ， 只 要 我 们 想 求解 一 个 计数 问题 ， 恰 当地 理解 零 的 情形 都 是 有 用 


再 看 一 个 小 的 实例 ，n = 4. 铺设 这 个 矩形 的 左边 有 两 种 方法 ， 放置 一 个 垂直 的 多 米 谢 牌 ， 或 者 放 两 个 水 
平 的 多 ; 们 选用 部 分 解 就 是 上 L ] ， 而 剩 下 的 2 x 3 矩形 可 以 用 种 方式 覆 
盖 ， 如 果 我 们 选用 两 个 水 平 的 多 米 诺 牌 ， 其 部 分 角 可 以 用 五 种 方式 完成 . 从 而 了 = B+ B= 5. 


我 们 现在 知道 前 五 个 的 值 : 


Tn 1 1 2 3 5 


些 数 看 起 来 像 斐 波 那 契 数 ， 且 不 难看 出 其 中 的 缘由 : 用 来 确立 五 = 五 + 五 的 推理 很 容易 推广 成 

三 1 二 -2 (对 nz2) .于 是 ， 除了 初始 值 太 1 和 五 = 与 斐 波 那 契 数 的 情形 稍 有 不 同 外 ， 我 们 
里 得 到 一 个 与 斐 波 那 契 数 同样 的 递归 式 ， 不 过 这 些 初 始 值 是 连续 的 斐 波 那 契 数 五 和 成 ， 所 以 诸 数 工 恰 
是 斐 波 那 契 数 向 上 移动 一 位 : 


六 院 袜 洲 


Tn= Fnt, n20. 


(我 们 把 这 视 为 石 .的 一 个 封闭 形式 ， 因 为 非 波 那 站 数 相当 重要 ， 所 以 我 们 认为 它们 是 “已 知 的 "， 而 
2{F_n} 本 身 也 有 一 个 用 代数 运算 表示 的 封闭 形式 (6.123) . ) 注意 ， 这 个 方程 确认 了 置 五 =1 是 明智 


有 


十 这 一 切 与 生成 画 数 又 有 何 关 


七 


处 一 种 大 胆 的 想法 为 基础 . 


走向 先前 没有 铺设 过 的 地 方 . 


呢 ? a de se 种 计算 的 方法 . 
甫 设 方式 的 “和 和” (对 所 有 


T= 1+ 


办 一 个 整体 来 证 


右边 的 第 一 项 “表示 一 个 2 
明 有 关 了 的 结 


这 个 和 式 中 中 


a 这 个 和 式 T 包 含 i 
(用 归纳 法 ) 习 


到 


tt 


顺 表示 铺设 方式 ， 它 


这 些 模式 加 在 了 一 


新 的 铺设 方式 | 口 


这 
n 之 0) ， 并 称 之 为 
(Rl 
于 它 ， 我 们 可 b 
门 ， 所 以 它 是 有 用 
加 在 一 起 时 ， 我 们 不 愿意 过 
见 念 ， 超 越 传统 的 代数 公式 


ee 


人 这 就 是 说 乘法 要 考虑 次 序 


零 铺设 起 着 特殊 的 作用 


x | = 


J 这 个 记号 不 难看 出 ， 
日 . 


多 米 诺 牌 算术 来 处 理 无 


T= |1+0+ 


= |1+0( 
= 1+0U73 


各 用 的 铺设 方式 部 在 每 一 
绝对 收 全 "的 区 不 


等 元 ,例如 ， 


(72 


与 是 不 同 


:合理 的 ， 即 便 忽 略 了 第 2 章 


多 = 式 要 么 是 零 多 


多 米 庄 牌 后 接 了 


设 ， 要 么 是 


FP 另外 某 种 铺设 方式 . 


铺设 方式 ， 要 么 是 


这 些 和 式 必 定 收敛 ， 只 


风 在 我 们 尝试 对 求解 该 方程 ， 


CBSls 


并 从 方程 的 两 边 减 3 


右边 的 最 后 两 项 ， 我 们 得 


信奉 这 日 


二 


(7.3) 


了 中 的 每 一 项 ， 除 了 第 一 项 


给 出 所 研究 方程 的 组 
a 我 作 要 区 越 组 合 的 分 水 的 者 


下 二 


消 ， 故 而 我 们 的 方程 是 了 


蕊 义 还 是 较为 容易 的 . a | be 


基于 对 代数 的 信赖， 我 们 用 


(乘法 不 是 可 交换 的 ， 而 我 们 并 没有 对 从 左边 除 还 是 从 右边 除 加 以 区 分 ， 所 以 我 们 又 面临 欺骗 之 嫌疑 . 在 
我 们 的 应 用 中 这 是 不 成 问题 的 ， 因 为 | 与 每 一 项 相 乘 都 是 可 交换 的 .我 们 不 必 过 4 分 吹 毛 求 并 除非 放任 不 
霸 的 想法 导致 悖 论 出 现 ，) 

年 这 个 分 数 展开 成 寡 级 数 ， 这 里 要 利用 法 则 


下 一 步 是 将 这 人 


4 


零 铺 设 | 是 我 们 组 合算 术 的 乘法 恒 等 元 ， 起 着 乘法 恒 等 元 数 1 的 作用 ， 而 ]+ 己 则 扮演 :的 角色 .于 是 我 
们 得 到 展开 式 


ee = |1+(U ) +(U ) (D+ 日 ) + 
= |1+(U )+( | | ) 
+ (LU | | 1 | | +| Jj 
这 就 是 工 ， 不 过 其 的 铺设 方式 与 以 前 所 给 出 的 次 序 不 同 . 在 这 个 和 式 中 ， 每 个 铺设 方式 都 恰好 出 现 一 
次 ， 例 如, [EHIHI] 在 (0+ 日 ) "的 展开 式 中 出 现 . 
通过 对 其 进行 压缩 ， 忽 略 我 们 不 感 兴趣 的 细节 ， 就 可 以 从 这 个 无 限 和 式 中 得 到 有 用 的 信息 . 例如， 我 们 可 


以 想象 这 些 模 式 不 粘 在 一 起 ， 个 的 多 米 诺 牌 可 以 相互 交换 ， 那 么 一 个 像 [ 上 ETLEH 这 样 的 项 就 变 成 了 
中 上? ， 因 为 它 包含 4 个 垂直 的 和 6 个 水 平 的 多 米 诺 牌 ， 将 同类 项 搜集 到 一 起 就 给 出 了 级 数 


T= 1+0++ 呈 ++20+ 对 +3 于 上 喇 + 吕 十 …: 


这 里 的 20 表示 : 原 有 的 展开 式 中 的 两 项 ， 即 [四 和 占 ] ， 有 一 个 垂直 的 和 两 个 水 平 的 多 米 诺 牌 ， 类 似 
地 ， 


3 对 品 ? 表 示 三 项 日 `、[H 以 及 日 .我们 基本 上 将 上 种 当 作 通常 的 (可 交换 的 ) 变量 来 处 
理 . 
利用 二 项 式 定理 ， 可 以 对 工 中 可 交换 约定 下 的 系数 求 出 封闭 形式 : 
| a 六 入 2 入 
ey Ur ll de 
= 和 (+)! 
k 1 2 大 7 
2 
E | 2 (7.5) 


大 了 十 7 
(最 后 一 步 用 m 代替 大 一 ， 这 是 合法 的 ， 因 为 当 0< <j 时 有 In- ”“) 我 们 得 出 结论 : ( 7 所 
j 个 垂直 的 多 米 诺 牌 和 2m 个 水 平 的 多 米 诺 牌 来 铺设 一 个 2 x (j + 2m) 矩形 的 方法 数 ， 例 如 ， 我 们 最 近 考 虑 


庄 
Ke 


和 十 3 

一 35 
过 2 x 10 矩形 的 铺设 方式 [ETHI] ， 其 中 含有 4 个 垂直 的 和 6 个 水 平 的 多 米 诺 牌 ， 总 共有 4 ) 和 
铺设 方法 ， 故 而 在 可 交换 的 约定 下 ， 工 中 有 一 项 是 3 和 0 忆 5 
我 们 甚至 可 以 忽略 多 米 诺 牌 的 方向 以 压缩 更 多 的 细节 ， 假 设 我 们 不 关注 水 平 /垂直 分 类 ， 而 只 想 知 道 2xm 
的 铺设 总 数 ， (实际 上 ， 这 就 是 我 们 一 开始 就 试图 要 寻求 的 数 五 . ) 我 们 可 以 用 一 个 简单 的 量 > 来 代替 | 
和 局 ， 从 而 将 必要 的 信息 搜集 起 来 .我 们 或 许 还 可 以 用 1 代替 |， 这 就 得 到 
现在 我 迷失 方向 了 1 


|: 原来 书 中 对 垂直 和 水 平 的 多 米 诺 牌 加 以 区 分 ， 而 现在 为 了 再 次 压缩 不 重要 的 信息 ， 就 简化 为 不 再 区 分 垂直 和 水 平 的 多 米 诺 牌 ， 用 英文 表示 
| 为 disoriented， 恰好 与 “迷失 方向 ' 意 义 相 同 ， 故 作者 以 此 自嘲 表示 幽默 . 


(7.6) 


除了 分 子 中 失去 一 个 因子 > ， 这 就 是 关于 斐 波 那 契 数 的 生成 画 数 (6.117) ， 所 以 我 们 断定 工 中 2? 的 系数 


十 下 n+1. 


紧凑 的 表达 式 | 《| 一 0 一 日 ) 和 | A 1 一 1- 一 ”)， 以 及 我 们 对 工 推导 出 来 的 1/(1 一 > 一 2 都 称 为 生成 
本 数 (generating function) ， 因 为 它们 生成 了 我 们 感 兴趣 的 系数 . 


附带 指出 ， 


下 ， 因 为 有 


者 


i 设 2 x n 矩形 的 方法 数 是 ( m ") (理由 如 


我 们 的 推导 暗 指 ， 恰 好 用 m 对 水 平 多 米 详 牌 多 
j =n 一 2m 个 垂直 的 多 米 诺 牌 ， 故 而 按照 公 es 


(C7)- C0)- Ca") 


n—m 


> 于 


二 


了 铺设 ) 在 第 6 章 里 我 们 注意 到 ， mn a n 且 包 含 m 个 划 的 摩尔 斯 码 数 列 的 个 数 ， 


事实 上 容易 看 出 ， 2 x 矩形 用 多 米 诺 牌 铺设 的 方法 数 直接 与 摩尔 斯 码 数列 相对 应 (铺设 [上 HTH 与“ 
。 se—e” 相 对应) ， 从 而 多 米 诺 铺设 与 第 6 章 里 研究 过 的 连 项 式 多 项 式 密切 相关 ， 世 界 真 的 很 小 . 


两 种 方法 求解 了 五 问题 第 一 种 方法 是 猜 出 答案 并 用 归纳 法 证 明 它 ， 这 要 容易 一 些 ， 第 二 种 


多米 诡 模 式 的 无 限 和 式 ， ， 提 炼 出 感 兴 荫 的 系数 ， 这 需要 更 高 的 技巧 . 但是， 我 们 利用 第 二 种 方 


因为 把 多 米 话 牌 当 作 代数 变量 一 样 来 使 用 是 一 件 很 有 趣 的 事 吗 ? 不 ， 引 进 第 二 种 方法 的 真正 原因 
证 的 狂想. 


民 和 式 的 方法 威力 更 加 强大 .第 二 种 方法 对 许 许多 多 的 问题 都 适用 ， 因 为 它 并 不 要 求 我 们 做 出 令 


我 们 再 向 
种 方法 B{ 
这 个 问题 和 
1 


上 提升 一 个 档次 ， 推 广 到 一 个 超出 我 们 猜测 能 力 的 问题 : 用 多 米 诺 牌 铺 设 一 个 3 x n 矩形 有 多 少 
Un}? 


前 面 儿 种 情形 告诉 我 们 很 少 的 信息 . 去 铺设 给 出 上 = 1.n = 1 时 ， 没 有 合适 的 铺设 方式 ， 因 为 
多 米 庄 牌 不 能 填 满 一 个 3 x 工 矩形 ， 而 两 个 2 x 1 多 米 诺 牌 又 放 不 下 ，n =2 的 情形 容易 手动 完 


成 ， 它 有 三 种 铺设 方法 四 、 团 以 及 目 ， 所 以 到 = 3，( 想 到 它 ， 我 们 就 已 经 知道 这 个 结果 了 ， 因 为 上 一 
个 问题 告诉 我 们 五 = 3 ， 而 铺设 一 个 3 x 2 矩形 的 方法 数 与 铺设 一 个 2 x 3 矩形 的 方法 数 是 一 样 的 . ) 当 


寺 


与 = 工时 一 样 ， 没 有 


有 设 方法 .我 们 可 以 通过 快速 穷 举 搜索 或 者 从 更 高 的 水 平 来 看 问题 ， 从 而 


使 我 们 确信 无 疑 : 一 个 3 x 3 短 
(同样 的 讨论 显然 对 任何 奇数 的 n 也 适用 ，) 最 后 ， 当 
花 时 间 确 保 列 出 的 铺设 方式 的 完整 性 ， 很 难 确定 其 精确 的 个 数 . 


所 以 让 我 1 


NAN 


的 面积 是 奇数 ， 故 而 我 们 不 可 能 用 面积 是 偶数 的 多 米 庄 牌 将 它 履 羡 
当 n = 4 时 ， 看 起 来 有 大 约 十 多 种 铺设 方法 ， 如 果 不 


] 来 尝试 用 上 一 次 取得 成 功 的 无 限 和 式 方法 : 


四 地 加 二 国 } | 1 1 | Fe C77 


每 一 个 非 零 的 铺设 都 是 由 出 ， 或 者 厂 ， 或 者 日 开头 的 ， 但 不 巧 的 是 ， 这 三 种 可 能 中 的 前 两 种 并 不 能 简 


单 地 析出 因子 并 再 次 将 v 留 给 我 们 . 不过，v 中 以 上 开头 的 所 有 项 的 和 可 以 写成 巴 r ， 其 中 


y= 0+ 员 + 虽 + 虽 + 辐 +… 


是 一 个 失去 去 下 角 的 残缺 3 x 矩形 的 所 有 多 米 诺 牌 铺设 方式 之 和 ， 类似 地 ， 六 中 以 上 开头 的 项 的 和 可 
以 写成 了 4 ， 其 中 


天 = 呈 奋 四 5 图 


由 所 有 人 缺 了 左上 和 角 的 矩形 铺设 方式 组 成 . 级 数 和 是 Y 的 镜像 . 这 些 分 解 使 得 我 们 可 以 写成 


le a 


我 们 也 可 以 分 解 V 和 人 入， 因为 这 样 的 铺设 只 可 能 以 两 种 方式 开始 : 


现在 ， 关 于 三 个 未 知 数 (0 、V 以 及 A ) ,我们 有 三 个 方程 .为 了 求解 它们 ， 可 以 首先 用 含有 U 的 项 解 
出 VV 和 A ， 然 后 再 将 结果 代入 关于 U 的 方程 : 


en Re 


I A i 


IU; 
ee ee oe i 
而 最 后 的 方程 可 以 解 出 rr ， 这 给 出 紧 凌 的 公式 
| 
T= , (7.8) 
1- 引 (1 - 昌 )- 了 =- 丰 d- 革 )20- 目 


恰 如 (7.4) 定义 了 了 一 样 ， 这 个 表达 式 定义 了 无 限 和 式 U. 
在 另 一 个 班级 ， 我 学 习 了 有 关 “ 正 则 表达 式 ” 的 知识 .如 果 我 没有 弄 错 的 话 ， 用 正则 表达 式 的 语言 ， 我 们 可 以 记 


El 


= 他 导 *1+ 四 甸 *0+ 目 )*， 所 以 在 正则 表达 式 与 生成 本 数 


必定 有 某 种 联系 . 


下 一 步 是 考虑 交换 性 ， 当 我 们 将 所 有 的 多 米 诺 牌 拆 解 开 来 并 且 只 用 中 和 口 的 察 时 ， 每 一 项 都 很 好 地 得 以 


1 
人 
| es 
人 
区 ( 代 汉 站 3 
Ce 

1 2 4 3 一? 


= 一 -一 + 一 一 + 一 一 + 一 一 二 
I- -oo -cy (1- oy 
> 2 外 2 一 k 


天 (1 1 


关 0 = 
. > m+2k Mk kt 3m 
;11 二 0 m | 


k 


(1 _ w) -1 一 > [ jm 
(这 一 推导 值得 仔细 审视 .最 后 一 步 用 到 公式 m\ m 即 恒等式 (5.56) . ) 我 
们 仔细 观察 最 后 i es 先 ， 它 说 的 是 每 个 3xn 矩形 的 铺设 要 用 到 偶数 个 
垂直 的 多 米 诺 牌 . 此 外 ， 如 果 有 2k 个 垂直 的 多 米 诺 牌 ， 就 必定 军 少 及 个 水 3 FF 的， 水 平 多 米 诺 牌 的 总 数 


必定 是 大 + 3m (对 某 个 m0) . 最 后 ,用 状 个 垂直 的 和 大 + 3m 个 水 平 的 多 米 诺 牌 的 铺设 方法 数 恰 好 是 


十 2k 
7 十 2 ok 
m 


现在 我 们 能 来 分 析 在 开始 观察 3 x 问题 时 存疑 的 3x4 铺设 问题 7 了 7. 当 n=4 时 ， 总 面积 是 12， 故 而 总 共 

需要 6 个 多 米 诺 牌 . 其 中 有 2# 个 垂直 的 和 天 十 37m 个 水 平 的 (对 某 个 坟 和 mm ) ， 从 而 2k 十 上 十 3m = 6. 换 句 
2+0\ yp_1 

话说 ， 即 记 二 m= 2. 如 果 我 们 没有 用 垂直 的 ， 那么 k=0 且 m=2， | 2 (这 计 


l1+2)21_6 
入 的 是 铺设 方法 多 ) ， 如果 我 们 用 两 个 垂直 的 ， 那么 k=1 且 m=1， .| 1 ) 铺设 方式 . 又 


0 十 4 22 一 14 
如 果 我 们 用 到 四 个 垂直 的 ,那么 k=2 且 m==0, 有 、\， ) 种 铺设 方式 ， 总 数 共 有 U4 = 11. 一 般 来 


1 (or se 
3”， 故 而 \ ™ n/2 一 /上 且 3 xn 和 矩形 的 铺设 总 数 是 


说 ， 如 果 n 是 偶数 ， 这 一 推理 表明 k+m 一 


J n/2 十 大 \ 大 7 一 772 n/m 7 
Un 2 ph 一 由 2 ( m ) 2 (7.9) 
与 以 前 相同 ， 我 们 可 以 用 :来 代 蔡 中 和 串 这 两 者 ， 这 样 就 得 到 一 个 生成 画 数 ， 它 不 区 分 不 同 种 类 的 多 米 
诸 牌 .其 结果 就 是 
1 1 三 站 , 
ds 1—23(1—23) 21—23) !—23 1—42+2 (710) 
如 果 我 们 将 这 个 商 展开 成 大 级 数 ， 束 得 到 


U=1+Uz3 + Uz + Uez? + Ugzl + :+.., 


这 是 数 EA{U_n} 的 生成 函数 ， (在 这 个 公式 的 下 标 和 指数 之 间 有 一 种 令 人 奇怪 的 错 配 ， 不 过 容易 加 以 解 
释 . 例如 ， 2 的 系数 是 U6 ， 它 计算 的 是 3 6 答 形 的 名 外 设 方式 ， 这 就 是 我 们 所 想 要 的 ， 因 为 每 个 这 样 的 铺 
设 都 包含 9 个 多 米 诺 牌 ，) 


我 们 可 以 继续 分 析 (7.10) 并 得 到 系数 的 一 个 封闭 形式 ， 不 过 还 是 将 它 保留 到 这 一 章 的 后 面 ， 待 我 们 有 更 
8 井 述 会 更 好 一 些 ， 所 以 我 们 暂时 离开 多 米 庄 这 个 话题 ， 进 入 下 一 个 已 圭 过 的 问题 
I 


付 50 美 分 有 多 少 种 方法 ? 我 们 假设 必须 用 1 美 分 硬币 中 、 、1 角 硬币 四 、25 美 分 硬币 名 以 
及 50 美 分 硬币 园 支 寸 .乔治 . 波 利 亚 298] 曾经 以 富有 教 益 的 方式 指出 这 个 问题 可 以 用 生成 函数 来 解决 ， 这 
使 得 该 问题 广为人知 . 


啊 ， 是 的 ， 我 记得 什么 时 候 我 们 有 过 半 个 美元 . 


我 们 来 建立 表示 给 出 换 零钱 所 有 可 能 方式 的 无 限 和 式 ， 正 如 我 们 对 表示 所 有 和 多米诺 模 式 的 无 限 和 式 进行 研 
究 以 试图 解决 多 米 诺 有 牌 问题 一 样 ， 最 简单 的 方法 是 先 研 究 较 少 的 几 种 硬币 ， 所 以 首先 假设 除了 1 美 分 的 硬 
币 之 外 别 无 其 他 辅币 .所 有 用 某 个 数目 的 1 美 分 〈 仅 有 的 美 分 作为 换 零钱 的 方法 总 数 可 以 写成 


{+D+DD+OODD +DDDD+ … 
{+D+D? +D? +D +. 


一 项 表示 没有 用 硬币 ， 第 二 项 表示 用 一 个 1 美 分 硬币 ， 然 后 是 两 个 1 美 分 硬币 ， 三 个 1 美 分 硬币 ， 如 此 等 
等 现在， 如 果 人 允许 我 们 既 可 以 使 用 1 美 分 硬币 ， 又 可 以 用 5 美 分 硬币 ， 所 有 可 能 的 表示 方法 之 和 就 是 


= P+@P+ OOP+ ADOP+ DOODOP+.… 
= (gf + 回 + 回 ?+ 回 3+ 回 4+…)P， 


大 


丸 为 每 一 种 支付 都 要 从 第 一 个 因子 中 选取 茶 个 数目 的 5 美 分 硬币 ， 从 PP 中 选取 某 个 数目 的 1 美 分 人 硬币. 
(注意 ，N 不 是 和 式 1+@+@+(@+@)》+(@+@)+…， 因 为 这 样 一 个 和 式 包 含 多 于 一 种 的 许多 类 型 自 
支付 方式 . 例如 ,项 (DOD+G) -OOD+OG1 GO+G@@ 拒 中 加 和 名 人 处 理 成 不 同 的 项 ， 但 是 我 们 想 把 
硬币 仅仅 列 出 一 次 ， 而 不 关心 其 中 硬币 的 次 序 . ) 


类 似 地 ， 如 果 还 允许 用 10 美 分 的 硬币 ， 我 们 就 得 到 无 限 和 式 
D={W+D FO OO TN, 


当 它 完全 展开 时 ， 包 含 了 像 @ @ 中 一 De 中 的 每 一 项 都 是 换 零 钱 的 
一 种 不 同 的 方法 . 再 将 25 美 分 、50 美 分 分 别 加 入 到 可 选用 的 范围 之 中 就 给 出 


王国 的 硬币 . 


i 


4 


Ee 


2 = (有 23+ 加 + 加 "+ 加 + 加 "+ 
C= (H+O+0 + +601+ 
我 们 的 问题 就 是 求 C 中 恰好 值 50 美 分 的 项 数 . 


一 个 简单 的 技巧 就 能 很 好 地 解决 这 个 问题 ， 我 们 可 以 用 : 代 奉 (D， 用 5 代替 回 ， 用 2? 代替， 用 2” 
代 炎 多， 而 用 2” 代替 人 . 这 样 每 一 项 都 被: "代替 了 ， 其 中 中 是 原来 那 一 项 的 币值 例如 ， 项 
W000 四 变 成 。 arl0+5+5+1 _ 11. 支付 13 美 分 的 四 方法 ， 就 是 中 中、@@ @:、@:O: 以 及 
(D“， 它 们 每 一 个 都 简化 为 ?3 ， 因 此 ， 在 用 > 替代 之 后 ， 关 的 系数 是 4， 


设 PP, Nn Dn 和 Qn 和 Cn 是 在 分 别 允 许 用 价值 至 多 为 1、 5、10、 25 和 50 美 分 便 币 支付 炉 37 分 的 方法 
数 . 由 我 们 的 分 析 得 知 ， 这 些 就 是 在 相应 的 害 级 数 @) 


PP 宇 二 半 必 站 剖 生 民生 冰 皇 2 

六 三 (位 二 下 十 和 十 三 十 允 十 …) 已 
es te 
Q=(1+22+20 +2 + z+. )D, 
C= (427420 + 21 4 20 +...)0. 


中 2" 的 系数 . 显然， 对 所 有 > 0 都 有 P= 1 稍微 思考 一 下 就 能 证 明 用 n= Ln/5] +1:， 要 用 1 美 分 和 5 美 
分 硬币 支付 n 美 分 ， 必 须 选取 0 个 ， 或 者 1 个 ， 或 者 .….… i ln/ 5 个 5 美 分 之 后 就 只 有 一 种 方式 提供 1 美 
分 硬币 所 需要 的 个 数 . 于 是 已 和 简单， 而 Dn 、Qn 和 Cn 的 值 变 得 越 来 越 复 杂 . 


实际 上 有 多 少 1 美 分 硬币 ? 如 果 7 


大 于 1019 ， 我 打赌 在 < 真实 世界 "中 有 Pn 二 0 .2 


| ?真实 世界 里 硬币 是 有 限 的 ， 如 果 金 额 太 大 ， 将 不 可 能 用 硬币 竞 换 . 


处 理 这 些 公式 的 一 种 方法 是 ， 要 知道 1 + 2" 十 22 十 … 正 好 就 是 1 一 2”)， 从 而 我 们 可 以 记 
P =1/(1— 2), 
N =P/(1— 25)， 
D =N(1-? >10) 


Q@ = D/(1- 22), 
C =Q/(1— 2»). 


分母 来 乘 ， 就 有 


(1-z)P =1, 
(1—-2) N=P 
(1—z2*)D = N， 
(1—z2”)@ = 也 ， 


现在 我 们 可 以 让 这 些 方程 中 2" 的 系数 相等 ， 这 就 得 到 递归 关系 ， 由 它们 可 以 很 快 计算 出 所 要 的 系数 : 


Pn= Pn-i+ [n= 0, 
An = Nn_s + Pn, 
D, = Dn_w + Nn, 
Qn = Qn-25 + Dn, 
Cn = Cn-_5 + On. 


例如 ， D=(1— 2)0 中 F 的 系数 等 于 Qn — Wn-25 故而 必定 有 Qn — Wn-25 = Dn 如 断言 的 一 样 . 


例如 ,我们 可 以 将 这 些 递 归 式 展开 ， 发 现 Qn = Dn + Dn-%3 + Dn-50 十 Dn-75 十 …， 当 下 标 变 成 负数 时 此 式 
终止 ， 这 种 非 迭 代 的 形式 很 方便 ， 因 为 每 个 系数 都 只 用 一 次 加 法 计算 ， 如 同 在 帕斯卡 三 角形 中 那样 


我 们 用 这 个 递归 式 来 求 Co. 首先 ， ca = Co+Ga ， 故 而 我 们 想 知道 B50: 而 B50 = 825 十 Dao 且 
@z = Qo 十 Dzs ， 所 以 我 们 又 想 知道 Pa 和 Da. 这些 Phn 依次 与 Da、Da、Da、Dis、Dio、Ds 以 及 
Nso、 Ns5、...、NN; 有 关 . 这 样 一 来 ,简单 的 计算 就 能 确定 所 有 必要 的 系数 . 


J 


六 | 


Nn 和 3 4 5 6 史 8 9 10 11 
Dn 1 2 4 6 9 12 16 25 36 
Qn 1 13 49 
pCn 1 50 


上 表 中 最 后 的 值 给 出 了 管 案 Cso : 恰好 有 50 种 方式 留 下 50 美 分 小 费 . 
(没有 考虑 用 信用 卡 付 小 费 ，) 


关于 Cn 的 封闭 形式 呢 ? 将 这 些 方 程 相 乘 在 一 起 就 给 出 紧凑 的 表达 式 


但 是 ， 怎 样 从 这 里 得 到 z 的 系数 却 并 不 显然 . 所 幸 的 是 有 一 种 方法 ， 在 这 一 章 的 后 面 我 们 将 要 回 到 这 个 


如 果 考 虑 这 样 一 个 问题 :假设 我 们 所 生活 的 国度 铸造 了 每 一 个 正 整数 钱币 单位 的 硬币 (D，@，@), . 
) ， 而 不 仅仅 只 有 前 面 那 五 种 允许 的 硬币 ， 那 么 就 会 出 现 更 为 精巧 的 公式 ， 对 应 的 生成 画 数 是 分 式 的 一 个 


1 


{1—z}{1— 2}H1 = 2)}: 
而 当 这 些 因子 完全 乘 开 之 后 ， zx 的 系数 称 为 p(n) ， 即 的 划分 (partition) 的 个 数 ，n 的 一 个 划分 是 将 
表示 成 正 整 数 之 和 的 一 个 表示 ， 不 考虑 次 序 . 例如 ，5 有 7 种 不 同 的 划分 ， 即 
5 二 4+1 =3 十 2 = 3 十 1 十 1 = 2 十 2 十 1 = 2 十 1 十 1 十 1 = 1 十 1 十 1 十 1 十 1， 

a (还 有 Pp(2)=2 、p(3)=3、 P( 和 9 二 5 以 及 PI6) 一 1 ， 从 前 面 这 些 看 起 来 ， 就 好 像 PI7) 总 是 

日 是 p(7) = 15 ， 就 破坏 了 这 一 模式 ，) 对 p(n) 没有 封闭 形式 ， 但 是 划分 的 理论 是 数学 中 一 个 饶 有 
趣味 的 分 赤 t 中 有 许多 非 同 寻 常 的 发 现 . 例如 ， 拉 马 努 金 曾经 通过 对 生成 画 数 做 巧妙 的 变换 ， 证 明了 
pl5n 十 4) 三 0 (mod5) 、P 十 引 三 0 (mod7) 以 及 Pllln 二 外 三 0 (mod11) ( 见 参 考 文献 Andrews[11， 第 10 
章 ]) . 
7.2 ”基本 策略 BASIC MANEUVERS 
现在 ， 我 们 来 更 仔细 地 观察 使 得 震级 数 更 加 强 有 力 的 技术 . 
先 就 术语 和 记号 说 几 句 ， 通 用 的 生成 画 数 有 

G(2) = 90+92+97 + = > gn (7.12) 
nz0 

的 形式 ， 我 们 说 G(2) (或 者 简称 为 G》 是 数列 (90919%…) (也 称 为 (gn) ) 的 生成 画 数 ，G(2) 中 闫 的 系 
数 gn 常 记 为 [> |G(z ， 像 5. 4 节 那样. 
(7.12) 中 的 和 式 取 记 所 有 的 ”> 0 ， 但 是 我 们 常常 发 现 将 和 式 延 拓 至 取 所 有 整数 更 加 方便 ， 直 接 令 
g-1 一 92 一 … 一 0 即 可 做 到 这 一 点 ， 在 这 种 情形 下 ， 我 们 仍然 可 以 谈 6 数列 (90.91. 9) ， 就 好 像 对 取 负 
数 的 n，gn 不 曾 存在 一 样 . 
当 我 们 处 理 生成 画 数 时 ， 会 出 现 两 种 “封闭 形式 ”， 对 G(2) ， 我 们 可 能 会 有 一 个 用 = 表示 的 封闭 形式 ， 或 
者 会 对 gn 有 一 个 用 n 表示 的 封闭 形式 .例如 ， 裴 波 那 契 数 的 生成 画 数 就 有 封闭 形式 2/(1 一 一 2”) ， 斐 波 
那 契 数 本 身 还 有 封闭 形式 (0" 一 6/V5. 上 下 文中 会 说 明 指 的 是 哪 一 种 封闭 形式 ， 
现在 还 要 对 看 问题 的 视角 谈 几 句 话 ， 生 成 画 数 G(z) 显现 为 两 种 不 同 的 实体 ， 这 依赖 于 我 们 怎样 去 看 待 
它 ， 有 时 候 它 是 一 个 复 变量 = 的 画 数 ， 该 画 数 满足 微 积分 书 中 所 证 明 过 的 所 有 标准 性 质 ， 而 有 时 它 只 是 一 
个 形式 索 级 数 ， 其 中 > 的 作用 是 一 个 占 位 符号 . 例如 ， 在 上 一 节 里 的 第 二 种 方法 ， 我 们 见 过 若干 个 例子 ， 
在 这 些 例子 中 。 是 由 某 种 对 象 所 组 成 的 一 个 “和 和 式 ”中 一 个 组 合 对 象 的 不 特征 的 其 代 物 这 样 ， 关 的 系 
数 就 是 以 那 种 特征 出 现 n 次 的 组 合 对 象 的 个 数 . 
如 果 物 理学 家 可 以 时 而 把 光线 看 成 为 波 ， 时 而 把 光线 看 成 为 粒子 ， 那 么 数学 家 也 能 用 两 种 不 同 的 方式 看 待 生成 函数 . 
当 我 们 把 G(z) 视 为 一 个 复 变量 的 画 数 时 ， 它 的 收敛 性 就 成 为 一 个 问题 .我们 在 第 2 章 里 说 过 ， 无 穷 级 数 
2_,s09"*” (绝对 ) 收敛 当 且 仅 当 存在 一 个 有 界 常数 4 ， 使 得 对 任何 N ， 有 限 和 式 Z_ocnsx |mz | 永远 不 
会 超过 4. 这样 一 来 就 容易 看 出 ， 如 果 2_nz09"” 对 菜 个 值 z= 尺 收 敛 ， 那 么 它 也 对 所 有 满足 |?|< |z| 的 。 
收敛 ， 此 外 ， 我 们 必定 有 sj% 才 三” ， 因 此 ， 按 照 第 9 章 的 记 法 ， 如 果 在 3 处 收敛 ， 就 有 
gn=0O0 (|v 20 而 反 过 来 ， 如果 由 = OU ， 则 级 数 > nz 对 所 有 |z|< 1/M 都 收敛 这些 就 是 有 关 
寡 级 数 收敛 性 的 基本 事实 . 
但 是 对 我 们 的 目的 来 说 ， 收 敛 性 通常 会 转移 我 们 的 注意 力 ， 除 非 我 们 打算 研究 系数 的 渐 近 性 状 ， 我 们 可 以 
ds 多 作为 形式 过 级 数 上 的 运算 是 合法 的 ， 而 且 这 样 的 运算 即便 
在 级 数 不 收 敛 时 也 是 合法 的 ，〈 有 关 的 理论 可 以 在 Belll23] ，Niven[282] 以 及 Henrici[182， 第 1 章 ] 等 文献 
找到 ，) 


此 外 ， 即 使 不 考虑 所 有 告 诚 ， 且 未 采用 任何 严格 的 合理 步骤 推导 公式 ， 我 们 一 般 也 都 可 以 采用 推导 的 结果 
并 用 归纳 法 予以 证 明 . a 但 是 我 们 并 不 需要 知 
道 什 么 时 候 证 明了 公式 全 刀 一 他/V5 旦 发 现 了 后 面 这 个 公式 ， 如 果 我 们 不 相信 形式 需 级 数 的 理 
论 ， 就 可 以 直接 验证 ， i 我 们 在 这 一 章 里 忽略 了 收敛 性 问题 ， 与 其 说 它 有 帮助 ， 还 不 如 说 它 是 一 个 障 
即使 我 们 从 弹簧 床 执 中 去 掉 标签 .3 

3 在 美国 购买 床 热 ， 常 会 附着 写 有 “请 勿 去 掉 此 标签 ， 否 则 将 受 法 律 惩 处 ”的 标签 ， 至 于 标签 作 何 用 途 以 及 为 何不 能 撕 去 标签 ， 一 般 无 人 知 
弄 . 普通 人 也 不 愿 尝试 这 样 做 ， 以 免 陷入 不 可 预料 之 纠纷 . 

有 关 看 问题 的 视角 我 们 就 谈 这 么 多 ， 接 下 来 要 来 观察 我 们 对 生成 画 数 进行 改造 的 主要 工具 _ 相 加 、 平 

移 、 改 换 变量 、 微 分 、 积 分 以 及 相 乘 . 在 下 面 ， 除 非 有 别 的 规定 ， 我 们 都 假设 房 Flz) 和 G(2) 是 数列 (f) 

和 (gn) 的 生成 画 数 .我 们 还 假设 ， 对 于 取 负 值 的 n，f 和 9 的 值 均 为 零 ， 因 为 这 会 给 我 们 省 去 有 关 求 和 

界限 的 争论 . 

很 明显 ， 将 王 和 G 的 常数 倍加 在 一 起 时 : 


出 了 数列 (afn 下 Bgn) 


aFlz )+ BG(z 


的 生成 画 数 . 


) = 0D fz Zz" 十 02 gue" 


Bqgn)z 


-| afn 十 


(7.13) 


— 22)F(z) = 


(7.14) 


也 就 是 说 ， 要 构造 前 面 有 m 个 0 的 数列 


了 移 一 个 生 成 函数 并 不 太 困 难 . 将 Gl3) 向 右 平移 m 位 ， 
(0,: ; g0, J1,° …) = (qun 的 生成 函数 ， 我 们 直接 区 人 来 乘 : 
2mGIz 2 2 ”一 一 2- mz” ”整数 pe 
这 就 是 在 第 6 章 求 非 波 那 掉 数 的 封闭 形式 时 ， 与 加 法 一 起 为 推导 出 方程 (1 一 
(两 次 ) . 
将 Glz) 向 左 平移 m 位 ， 也 就 是 说 ， 要 构造 前 面 772 个 元 素 被 删除 的 数列 (gm; gm+1; gm+2， 中) = 


GIlz)—g 


们 减 去 前 m 项 ， 


0 M2 


~ 


gm 一 1 之 


然后 用 sz" 来 除 : 


m—1 


1—m 
一 On 


nm 


(除非 90 = 
常数 倍 代 蔡 = 是 另 一 个 小 技巧 : 


这 就 得 到 了 数列 (egn) 的 生 


= Jm-l 


我 害怕 生成 画 数 这 种 疾病 .“ 


| 六 


我 们 常 弟 会 


的 英文 是 “I fear d generating function dz's”， 


8 望 将 一 个 因 


Gl 


=0,， 


否则 我 们 不 能 


Glcz) 


= >》 9， 
n 


‘(cz)" 二 > Cgn2 
n 


其 双关 


子 n 挪 下 来 放 到 系数 里 . 


z) = g1 二 + 292z2 十 393z2 十 


jb 日.« 


由 
gnim? ， 


n>0 


将 最 后 那个 和 式 扩大 到 对 所 有 n 求 和 . 


(7.16) 


成 函数 .特殊 情形 c = 一 1 特别 有 用 . 


寺 首 十“I fear the generating function disease”. 


一 


n 


普 助 微分 ， 
= > (ntl1)gnrz". 


我 们 能 做 到 : 


(7.15) 


) 


(7.17) 


> 而 用 过 的 运算 
(gntm) 的 生成 


可 


右 移 一 位 就 给 出 一 个 有 时 更 为 有 用 的 形式 

zG'(z) = 》 ngnzn (7.18) 
这 就 是 数列 (9n) 的 生成 画 数 . 重复 微分 ， 我 们 可 以 用 n 的 任何 想 要 的 多 项 式 乘 gn 
微分 的 逆 运 算 一 一 积分 使 我 们 可 以 用 n 来 除 它 的 项 : 


: 1 
人 G(t)dt = goz 十 59122 + a0 + Dg | (7.19) 
J0 - 


nzl 


(注意 ， 常 数 项 是 零 ，) 如 果 我 们 想 要 的 是 (9w/") 而 不 是 (9n-1/" 的 生成 画 数 ， 首 先 应 该 向 左 移 一 位 ， 在 


积分 中 用 (G (0 一 go)/t 代 百 G() 
最 后 ， 看 看 怎样 将 生成 函数 相 乘 在 一 起 : 
F(z)G(z2) =(fo + fiz + faz + )(go+ gq1z2+ gz +..*) 
= (fogo) + (fogi + fi1g0)z + (fog2 + figi + fago)2 + 
s 3 b> ho] ee (7.20) 
n 大 


如 同 我 们 在 第 5 章 里 注意 到 的 ， 这 给 出 了 数列 (hn) 的 生成 函数 ， 即 (fr) 和 (9n) 的 卷 积 (convolution) 的 生 
成 画 数 . 和 式 m = > frgn 居 可 以 把 写成 " = 大 gr 天 ， 因 为 当 丰 <0 时 灰 =0， 而 当天 > 时 gm-k=0. 
乘法 / 卷 积 要 比 其 他 的 运算 稍微 复杂 一 点 ， 但 它 很 有 它 是 如 此 有 用 ， 以 致 于 我 们 将 要 用 整个 7.5 节 来 
介绍 关于 它 的 例子 . 
乘法 有 若干 特殊 的 情形 值得 我 们 把 它们 本 身 作为 运算 加 以 考虑 . 我 们 已 经 看 到 其 中 的 一 个 : 当 fl2) = 
A F 移 运算 (7.14) .在 那 种 情形 ， 和 式 hn 变 成 单独 一 项 gn-m ， 因为 除了 所 =1 之 外 ， 所 有 
都 是 0. 


当 忆 F(z) 是 熟悉 的 画 数 1/(1 一 2) = 1+ > 十 二 十 … 时 ， 就 会 出 现 另 一 种 有 用 的 情形 ， 此 时 所 有 的 大 (对 
上 >0) 都 是 1， 我 们 就 有 重要 的 公式 


一 cO) = > $3 1 DO b3 中 zn. (7.21) 


n k=0 n 天 三 人 


[En 
bss 
— 


引 来 乘 一 个 生成 范 数 ， 就 得 出 了 原来 数列 的 累积 和 式 数列 的 生成 画 数 . 
表 7-1 总 结 了 目前 为 止 我 们 讨论 过 的 运算 . 为 了 有 效 地 运用 这 些 运算 ， 建 立 生 
法 以 备 以 后 使 用 是 很 有 帮助 的 表 7-2 列 出 了 最 简单 的 结果 ， 我 们 可 以 以 那些 


问题 . 


表 7-1 生成 画 数 运算 


榴 数 的 一 整套 强 有 力 的 方 
果 为 出 发 点 并 解决 相当 多 


时 加 


oF(z)+ BG(z) = > (QH+TDg)z 
2”G(z) = a ， 整 数 区 三 0 
C(z) 一 So 一 2 2 a 2 ， 整数 三 0 
2 170 
G(cz) = Dc"g, 
15) SD Dg 
zG(z) = Dng,z" 
z 1 
| G(Ddt = Zs 
relaa - FFis.s]e 
n k 
1 
sd 去 3| 
三 之 n \k<n 
表 7-2 中 的 每 一 个 生成 函数 都 足够 重要 ， 应 该 记 住 . 它们 中 有 许多 是 另外 一 些 生成 函数 的 特殊 情形 ， 其 中 
有 许多 可 以 利用 表 7-1 中 的 基本 运算 从 其 他 公式 中 很 快 推导 出 来 ， 因 而 记忆 起 来 并 不 很 困难 . 
提示 : 如 果 该 数 允 项 式 系数 组 成 ， 那 么 它 的 生成 函数 通常 都 包含 一 个 二 项 式 1 土 2 . 
例如 数列 (1,2,3,4,…) ， 它 的 生成 画 数 1/(1 一 2) 常常 是 有 用 的 . 这 个 生成 画 数 大 概 出 现在 表 7-2 的 中 间 位 
人 人 Ce 2) 
置 ， 日 它 是 出 现在 表 中 更 下 面 的 7 到 于 当 m = 1 时 的 特殊 情形 ， 它 也 是 密 
C 十 1 c+2 
as . 
团 相 关 的 数列 3 c 2 殊 情 形 . 我 们 可 以 如 同 在 (7.21) 中 那样 通过 取 
累积 和 式 ， 即 用 (1 一 2) 来 除 1(1 一 从 而 从 人 1,1 的 生成 函数 将 它 推导 出 来 ， 或 者 利用 
27) 用 艇 分 法 从 个 4) 将 它 推导 由 来 


好 的 ， 好 的 ， 我 已 经 被 说 服 了 . 


表 7-2 简单 的 数列 及 其 生成 画 数 


数列 生成 函数 封闭 形式 


<1.0.0.0.0.0…> 二-=0]2 1 
<0,...,0,1,0.0,…> Doln =m]z" 
<111111…> 六 2 下 
A i 2 让 
<1.0,1,0,1,0,…:> 2,0l2 \ ne" 和 一 
<1.0.….0.1.0.….0.1.0.…> > [m\n]z" 一 
<1.2.3.4.5.6…> 02+Dz 让 二 
<1,2,4,8,16,32,…> 2 
<1,4,6,4,1,0,0,…> | (+2) 


(ls [ls 2 (+2) 
Ce Ze( 二 


> l-cz 
1 m+l | m+2 | m+3 属 > m+n 2 1 
m m m 0 mm (1—z) 1 
Li 1 1 
0,1, 一 ,二 ,一 Ee 
( 234 ) 六 mn 
| Ua | (1D)"™ 
01- ,二 2 本 
( 23 4 ) > In(1+z) 
el 】 
1 一 -2 z 
( 2 6 24 120 ) 之 吉本 e 


数列 (10,1 0,…') 是 另外 一 个 其 生成 画 数 可 以 用 多 方法 得 出 的 例子 在 恒等式 2a” 一 M1 一 中 用 


成 (zx2} 代替 。 ， 我 们 显然 能 得 出 公式 2 一 1/(1 一 我 们 还 可 以 对 数列 人 -1 一 1,…) 应 用 累积 求 
和 法 ， 此 数列 的 生成 画 数 是 1/(1 + 2) ， 由 此 得 到 1/(1+2)(1 一 2) =1/(1 一 2). 还 有 第 三 种 方法 它 基 了 所 
到 任何 一 个 给 定数 列 的 祭 号 为 偶数 的 项 no mo oo ) 的 一 般 性 方法 ， 如果 把 G(-z) 加 到 G(+z) 上 

就 得 到 


GO( = (TC 2 gl 是 倍数 2 ， 


St = 5 gm2™. (7.22) 
可 以 类 似 地 提取 标号 为 奇数 的 项 


Gl 一 G( 一 2 2n 十 ~ D- 
De = 》 gan+1220+1. (7.23) 


在 和 =1 和 G(z) = 1/(1 一 2) 的 特殊 情形 ，(1,0,1,0,…) 的 生成 画 数 是 
(G(2) + G(-z)=3 (— - : 
TT/ 1 


我 们 来 尝试 对 募 波 那 契 数 的 生成 画 数 使 用 这 一 提取 技巧 .我 们 知道 22a” 一 */(1 一 ?一 2 ， 因 此 


LI~ 


的 生成 画 


起 


这 就 生成 数列 (Fo,0, 瑟 ,0, Fy,…) ， 故 而 交错 取 玉 的 数列 (Fo, ,下 , F6,…) = (0,1,3,8,…) 就 有 简 


7.3” 解 递归 式 ”SOLVING RECURRENCES 
现在 ， 我 们 集中 关注 生成 画 数 的 一 个 最 重要 的 用 途 ， 求解 递归 关系 . 


给 定 一 个 满足 某 个 递归 式 的 数列 (gn) ， 我 们 要 对 gn 寻求 一 个 用 n 0 闭 形 
这 个 问题 有 4 步 ， 这 些 步骤 几乎 都 相当 机 械 ， 可 以 在 计算 机 上 编程 实 


(1) 用 这 个 数列 中 的 其 他 元 素 写 出 一 个 表示 gn 的 单个 方程 .这 个 方程 应 该 对 所 有 整数 ”都 成 立 ， 假 设 


g-1=9-2=**…*=0. 


过 生成 丽 数 来 求解 


SS 

UU 

A 

总 5 
| 


QQ) 用 * 乘 该 方程 的 两 边 ， 并 对 所 有 的 nn 求 和 ， 左 边 就 给 出 和 式 2n9"”， 就 是 生成 画 数 G(). 右边 的 处 
理应 该 使 得 它 变 成 包含 G(2) 的 另外 一 个 表达 式 ， 


(3) 解 所 得 到 的 方程 ， 得 到 G(2) 的 封闭 形式 ， 

(4) 将 G(z) 展开 成 需 级 数 并 取出 2" 的 系数 ， 这 就 是 9 的 封闭 形式 . 

这 个 方法 能 成 功 ， 是 因为 以 单个 函数 G(z) 表示 出 整个 数列 (gn) 时 ， 许 多 做 法 都 有 可 能 实现 . 
例 1 ”再 探 斐 波 那 契 数 


我 们 重 做 第 6 章 给 出 的 斐 波 那 自 数 的 推导 . 在 那 一 章 里 我 们 学 习 了 一 种 新 的 方法 ， 从 而 摸索 出 一 条 路 ， 现 
在 我 们 可 以 更 系统 地 来 做 . 给 出 的 递归 式 是 


gp=0; qi=1; 


gn = gn-1+ gn-2,，n 之 2. 
我 们 要 根据 上 面 的 4 个 步骤 求 出 gn 的 封闭 形式 . 
第 (1) 步 告诉 我 们 要 把 递归 式 写 成 关于 gr 的 “单个 方程 *， 我 们 可 以 写成 
0, n0; 
= l, n=1; 


Bn1 下 8n_2, n> 1 3 


三 
- 口 口 


1 
| 


但 这 是 蒙骗 ， 第 (1) 步 实际 上 是 要 


个 不 包含 按照 不 同情 况 分 列 的 公式 .单个 方程 


gn = Gn-1 村 gn—2 


对 n 宇 2 有 效 ， 当 ng<0 时 它 也 成 立 (因为 我 们 有 gm =0 以 及 84 人 入 =0) .但 是 当 n =1 时 ， 我 们 在 左边 
得 到 1， 而 在 右边 却 得 到 0 幸运 的 是 这 个 问题 容易 解决 ， 因 为 可 以 在 右边 加 入 [n= 4， 这 就 当 n 二 1 时 增 
加 了 1， 而 当 7 关 1 时 不 发 生 改变 ， 所 以 我 们 就 有 

gn = gn-1+ gn-2 + [n= 1], 
这 就 是 第 (1) 步 所 要 的 方程 . 
现在 第 (2) 步 要 求 我 们 将 关于 (gn) 的 方程 变换 成 关于 Gl 人 gz 的 方程 ， 这 项 工作 并 不 困难 : 


= Dgnz2" Dgn_12" 和 Dgn_22" 村 加 > In 一 1]z" 
n ni ni nn 


= Dgn 
n 


z+1 十 》 grzr 
n 


十 了 


< 


二 zG(z) 十 22G(z) 十 志 
在 这 种 情形 ， 第 (3) 步 也 很 简单 ， 我 们 有 
CR 1 oe 22 
得 到 这 个 结果 当然 训 不 奇怪 . 
第 (4) 步 是 关键 的 一 步 . 在 第 6 章 里 ， 我 们 靠 突然 内 现 多 灵感 完成 了 这 一 步 ， 现 在 让 我 们 放 慢 脚步 ， 以 便 在 
遇 到 更 困难 的 问题 时 能 够 安全 通过 第 (4) 步 . 当 我 们 将 2/(1 一 2 一?) 展开 成 需 级 数 时 ， a" 的 系数 
Pi 一 :于 是 什么 ? 更 一 般 地 ， 如 果 给 定 任何 一 个 有 理 画 数 
uy Plz) 
4 各 二 QUz) 
中 已 和 名 是 多 项 式 ， 那 么 系数 世 ]Rz) 是 什么 呢 ? 
有 一 类 有 理 函 数 ， 其 系数 特别 适宜 ， 即 
a mTN nn 7 9DF 
(2= 工 的 情形 出 现在 表 7-2 中 ， 用 Pz 代替 > 并 乘 以 a ， 我 们 得 到 一 般 的 公式 .) 一 个 与 (7.25) 相像 的 由 
函数 组 成 的 有 限 和 式 
BE db 
S{z) (1 — piz)™t (1 一 paz)maf1 (1 — pz)™t (7 ) 
也 有 很 好 的 系数 
[2"]S(2) = a Ce " pr+ag Us Ee be . pr. (7.27) 
我 们 要 证 明 每 个 满足 RI0) 才 cc 的 有 理 函 数 RIz) 都 可 以 表示 成 


RI 


z) = S(z) + T(z), 


(7.28) 


中 加 形 如 (7.26) ， 而 工 () 则 是 一 个 多 项 式 ， 于 是 ， 对 系数 请]RC) 就 有 一个 刹 闭 形式 . 求 5) 和 
(2) 就 等 价 于 求 R(z) 的 “部 分 分 式 展开 式 ”. 

注意 ， 当 = 取 值 /or … ,1/m 时 有 S(z) = sc. 这样 一 来 ， 如 果 我 们 希望 成 功 地 将 R(3) 表示 成 S(z) + T(z) 这 
种 形式 ， 需 要 求 的 数 px 次 必 定 是 {alpha_ k} 的 倒数 ， 这 里 Qlaxr) = 0，( 记 住 0 ) 二 P(2)/Q(z) ， 其 中 
忆 和 Q@ 是 多 项 式 ， 仅 当 Q(z)=0 时 有 R(z) = co.) 


假设 Q&(z) 形 如 


[mr | 


Q(z2) = qo + qz+ + qmz2™, {中 qo #0 gm#0. 


“反射 多项式 


Q(z) = qoz™ + q12™ 1 + + qm 
与 8(2) 有 重要 的 关系 : 


Q(z) = qo(z — Pp1) (一 pm 全 QU = goll — p12) (1 — pm2). 


于 是 ，Q8" 的 根 是 @ 的 根 的 倒数 ， 且 反之 亦 然 . 这 样 一 来 ， 通 过 对 反射 多 项 式 8"(2) 进行 因子 分 解 ， 我 们 
就 能 找到 要 寻求 的 数 Pk 


例如 ， 在 斐 波 那 契 数 的 情形 中 ， 我 们 有 


Q(z2)=1—z2—2, Q(z)=22—z2—1 
Ns S | Vb2— |] /2 > a - 
@r 的 根 可 以 通过 在 二 次 求 根 公式 (二 ac) /20 取 (a,b,c) = (1, 一 1, 一 1) 得到， 我 们 求 得 它们 是 
1+Vv5 1 一 V5 
全 一 和 ” 3 


从 而 有 Q@R(z) = (z 一 9)(z 一 人 以 及 Q(z) = (1 $2)(1— $2). 


一 旦 我 们 找到 了 诸 数 Erho ， 就 能 接 下 去 求 出 其 部 分 分 式 展开 式 . 如 要 所 有 的 根 都 不 相同 ， 就 最 简单 不 过 
了 ， 所 以 让 我 们 首先 考虑 特殊 情形 ， 我 们 也 许 会 正式 地 陈述 并 证 明 一 般 性 的 结果 . 


不 同根 的 有 理 展开 定理 


如 果 R(2) = P(2)/Q(z) ， 其 中 @(2) = qo(1 一 p12)…(1 一 piz) 而 诸 数 (Pp1,… ;pi) 均 不 相同 ， 又 如 果 P(z) 是 一 
个 次 数 小 于 7 的 多 项 式 ， 那 么 


_ —PkP(1/ pk) 


2]R(z)=ap+…+ap? ， 其 中 和 @(1/pr) (7.29) 

证 明 : 设 Q,… ,a 是 所 说 的 常数 .如 果 RI2) = 了 P(2)/Q(z) 等 于 

S( a 十 十 了 | 

1] 一 p1z 1— pz 

打开 书 在 这 一 页 ， 会 给 你 父母 留 下 深刻 印象 

那么 公式 (7.29) 成 立 ， 而 通过 证 明 当 > 一 1/pk 时 函数 T(2) (z) - s(z) 并 非 无 限 ， 就 能 证 明 
R(z) = 5(z). 站 T(z) 从 不 为 无 限 ， 因此 工人 T(z ss、 我 们 还 能 证 明 当 。 yw 
时 有 7T(2) 一 0 ， 从 而 了 工 (>) 必定 为 零 . 


设 ak = Jp 为 了 证 明 lim: -asTltz 关 co ， 只 需要 证 明 lm aslz 一 az ==0 就 鹏 了 ， 因 为 T(z) 是 sz 的 有 
理 函 数 ， 从 而 我 们 希望 能 证 明 


它 


这 就 证 明了 定理 . 
b 兆 数 的 例子 ， 我 们 有 (3) 二 以 及 8(2) = 


波导 


相 


定型 


民 据 (7.29 


) 有 也 


边 的 极限 等 于 
(2 一 Q#)/1l 一 Pj2) 六 0. 而 根据 洛 必 达 没 


告诉 我 


FF lim 


日 


们 ， 


S—+tOp ak (z 


[2°]R(z) 


lim (z— axr)R(z) = lim (z— axr)S(z). 


oar)/ (1 


PKZ) = 


QKAPK ， 


lim lz 一 
:一 GK 


则 ， 


ak) 让) 


一 PPL1/p) 二 


@Q/ 


了 


FE 如 


当 Q(z 


重 根 时 ， 计 入 


变 得 更 加 困 


有 理 生 成 画 数 的 一 般 展 开 定理 


如 果 R(z 


品 


) = P(z)/Q 
是 一 个 次 数 小 于 看 十 … 十 丰 


(z) 


2 


难 ， 不 过 我 们 可 


三 网 


Q(z2) = qo(l = p12) …- 


[2"R 


ak 一 


的 多 项 式 ， 
2} 三 fi(n)pr 
且 首 项 系数 为 


(—pr)* P(1/pr)d: 


每 一 个 f(n) 都 是 一 个 次 数 为 dk 一 1 


妃 


C@td ) 


左边 的 极限 是 


P(z) 
= P(a 
Q(z) 2 


lim 
+Ok Qlz 


大 


Dy 


Plar) 
Qian 


一 | 


(1/p) -1 


1 $7 的 系数 就 是 9/($9+2) = 1/V5， 
本 二 (do 一 oOm/V5 ， 


人 
1 给 


(6.123) 


Bb 么 


十 用 Pr ， 


[I 1 / PK ) 
Pl1/pr) 


—2/p 


(1 “a P12)u 


= (1 


wz) (1 


pp 


0 


出 的 那样 . 
头 加 强 这 个 定理 的 证 明 寻 


p+2 


£ 


而 诸 数 (Pp1,… 


所 有 7 宇 0,， 


一 (dx 一 1)!go Tx {1— Pj/ PR) 


的 多 项 式 . 这 可 以 通过 对 maxldi,… 


型 


个 有 


人 A 人 


例 2 


画 数 ， 对 任 
带 几 分 随机 性 的 递归 式 


我 们 已 经 见 


过 一 些 


般 性 


何 大 ， 


的 方法 ， 


的 封 财 形式 ， 


到 对 


RIz 


,di) 


) 


lH 归 


纳 法 ， 并 利 


alldl — 1)! 


(7.31) 


月 


日 以 下 习 


ald, 


[0 pd 


为 (1 一 pgz) 一 一 pk(z 一 ak) ， 


证 明 下 面 更 


和 


对 7 了 六 有 


) ， 故 而 Q(z2) = 一 1 一 22， 


而 "的 系数 则 是 2/(2+2) = 


/VE 


J 


于 是 此 


和 


Pe 


般 的 结 细 


,Pi) 各 不 相同 ， 


(7.30) 


了 实 加 以 证 明 : 


1 — 1)! 


gp=q1=1; 


gn = Gn-l TT 2gn_2 + (一 1)", 


小 的 情 


， 这 


1 


文 总 


(1 = 2 中 


现在 准备 解决 新 的 问题 . 


Cn 


是 一 个 好 主意 ， 


二 
巴 : 


(1 — pi1z) 


我 们 


n 之 2 


di 


其 分 母 上 的 多 项 式 都 不 能 被 (1 一 Pk2)”“ 整除 . 


尝试 求 出 弟 


(7.32) 


我 们 容易 做 到 : 


3 式 使 得 


归 式 


RP(z) 


又 如 习 


(到 


n 0 1 2 3 4 5 6 7 
gn 1 1 4 5 14 23 52 97 
没有 明 显 的 封闭 形式 ， 而 且 这 个 数列 甚至 没有 列 入 Sloane 所 著 的 Handbook [330] 一 书 之 中 ， 故 而 ， 如 果 我 们 
想 要 发 现 它 的 解 ， 就 需要 经 过 那 4 个 步骤 . 
第 (1) 步 容易 ， 因 为 我 们 只 需要 插入 修正 因子 以 修复 当 n < 2 时 的 结果 . 方程 
—1)"[n 之 0] 一 In 一 1] 


gn = gn-l1T 29n-2 TT 


ea 的 上 指标 没有 消失 ! 
我 们 可 以 执行 第 (2) 步 : 
二 gn2" = Ss 2 12" 寺 22 9 22" +》 (-1l 


nz0 
， 1 
= ZzG(z) +222G(z)+———+z. 
(z) (z) 和 


意 
局 


注意 : 


对 所 有 整数 n 都 成 立 ， 现 帮 


)" )"z"+) 2 > 用 


n=l1 


一 ] 1 n -1 
2 一 (1 二 z) 
(附带 指出 ， 我 们 用 ( n J (一 六 巴 关中 ， 从 而 | | ) ) 第 (3) 步 
是 初等 代数 ， 它 给 出 
人 I 二 
[1+2z)(l—2z— 22°) (1 一 22z)(1 十 2)” 
而 这 要 留 到 第 (4) 步 . 
分 母 中 的 平方 因 人 点 麻烦 ， 因 为 我 们 知道 重 根 要 比 不 同 的 根 更 复杂 ， 而 这 里 有 重 根 . 我 们 有 两 个 根 
P11 三 2 和 pz = 一 1 ， 一 般 的 展开 定理 (7.30) 告诉 我 们 ， 对 某 个 常数 < 有 
gn = 412" 十 (a27 + c)(—1)", 
_1+1/2+1/4 了 111+1 1 
al 一 +12) 一 9 (2 一 1 一 2/ 一 了 
( 当 分 母 有 适宜 的 因子 时 ， (7.31) 中 关于 ok 的 第 二 个 公式 比 第 一 个 更 容易 使 用 . 除了 给 出 值 为 零 的 因子 
之 外 ， 我 们 在 (>) 中 处 处 直接 Ls 1/px 代入 ， (di 一 了)! 来 除 ， 这 就 给 出 2 所 的 系数 ，) 代入 
n 二 0 ， 剩 下 的 常数 c 最 好 取 值 为 9， 于 是 答案 是 
Gn = 2 十 (8 十 5) {—1)". (7.33) 
检查 n= 1 和 n= 2 的 情形 没 坏处 ， 只 不 过 是 确认 我 们 没有 和 弄 出 问题 .或 许 我 们 还 应 该 试 一 试 n = 3 ， 因 为 
这 个 公式 看 起 来 有 点 古怪 . 它 是 正确 的 ， 没 有 问题 . 


我 们 可 否 通过 猜测 来 发 现 (7.33) 呢 ? 在 更 多 地 列 出 一 些 数值 之 后 ， 我 们 可 能 发 现 ， 当 n 很 大 时 有 


go+l S 29n. 再 加 上 大 胆 和 运气 ， 我 们 甚至 有 可 能 猜 出 常数 9 但 可 以 肯定 的 是 ， 用 生成 画 数 作为 


单 ， 也 更 可 信赖 
例 3 相互 递归 数列 


有 时 我 们 有 两 个 或 者 更 多 的 递归 式 ， 它 们 相互 依赖 . 这 样 ， 我 们 就 能 对 它们 两 者 都 求 出 生成 画 数 ， 并 利用 


四 步 解法 的 简单 广 来 求解 它们 . 
例如 ， 我 们 可 到 这 一 章 早 些 时 候 探讨 过 的 3 x n 矩形 的 多 米 庄 覆 盖 问 题 ， 如 果 我 们 只 想 知 


Bt 
= 
> 
x 
党 
BS 


像 以 前 那样 做 得 那么 致 .我 们 可 以 仅 建立 递归 式 


Uo = 1, Ui=0; Ww=0, Ve 
Un - 2Vn-1 + Un-2, Vn Un-1 十 Wn-2， nz 之 2. 


这 里 Wh 是 用 (37 一 1)/2 个 多 米 诺 牌 覆盖 去 掉 一 个 角 的 3 x n 矩形 的 方法 数 . 与 前 面相 同 ， 如 果 我 们 考虑 在 
和 矩形 左边 可 能 的 多 米 诺 牌 的 图 形 ， 容 易 发 现 这 些 递 归 式 .这 里 是 n 取 小 的 值 时 PAU_n} 和 的 值 : 


n 0 1 2 3 4 5 6 
要 1 0 3 0 11 0 41 0 (7.34) 
及 0 1 0 4 0 15 0 56 


我 们 来 按照 四 步 解法 求 出 封闭 形式 .首先 (第 (1) 步 ;  ， 对 所 有 的 nn 有 


Un > 2Vn-1l 玫 Un-2 可 [In = 0], Wn = Un-1 所 Vn-2， 


从 而 (第 (2) 步 ) 
U(z) = 2zV (2) + 22U(2) +1, V(z) = zU(z) + 22V (2). 


现在 《第 (9) 步 ) 我 们 必须 要 求解 有 两 个 未 知 数 的 两 个 方程 ， 这 很 容易 ， 由 于 第 二 个 方程 给 出 
V(a) = :0(2)/(1 一 23， 我 们 就 求 得 


2 


的 个 数 ， 而 现在 它 则 是 矩形 的 宽度 . 


道 用 
的 总 方法 数 PA{U_n} ， 而 不 把 这 个 数 分 成 是 垂直 的 多 米 诺 牌 还 是 水 平 的 多 米 i 


在 7.10) 中 我 们 曾经 对 U(> 不 过 是 用 痉 代 替 了 22?. 在 那里 的 推导 中 ，n 是 多 米 诺 牌 


分 母 1 一 42? 二 是 忆 {z^2} 的 范 数 ， 这 就 使 得 U2n+1 二 0，Van 二 0 ， 它 们 本 应 如 此 . | 因子 


分 解 时 ， 通 过 保留 已 {zA2} 可 以 利用 局 {z^2} 的 这 个 很 好 的 性 质 : 我 们 不 需要 将 1- 4 全 程 代入 四 个 
妹子 (1 一 prz) 的 乘积 之 中 ， 因 为 形 如 (1 一 pr2*) 的 两 个 因子 足以 将 系数 告诉 我 们 . 痪 向 话说 如 果 考 虚 生 
W(z) = a = Wo + Wiz + Waz?+..., (7.36) 

我 们 将 有 V2)=zW(2?) 以 及 U(z)= (1 一 > ， 从 而 Vs 三 Wn 且 Von = Wn 一 Wn- 研究 更 简单 的 范 


数 WW (2) ， 我 们 可 以 节省 些 时 间 和 力气 . 


1 4z + 之 的 因子 是 (2-2 一 V 引 和 (一 2+V 引 ,它们 可 以 写成 (1 一 2+ Vz) 和 (1 一 一 V3)z) 因为 这 


个 多 项 式 是 它 自己 的 反射 ， 于 是 事实 表明 ， 我 们 有 


二 2 3 一 2V3 
Von+1 SS Wn = = - EA + V3)" 十 3 一 2v30o = V3)". 


6 


3 十 V3 3 一 V3 
Un = Wn Wn-1 三 + TT V3)" A 和 V3)" 
_ +v3 2- v3) a 
3_-V3 3+V3 - 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 关于 3 x n 多 米 诺 铺 设 方法 数 的 封闭 形式 . 
附带 指出 ， 注 意 第 二 项 总 是 在 0 和 1 之 间 ， 我 们 就 能 化 简 有 关 Un 的 公式 ， 数 U2n 是 一 个 整数 ， 所 以 有 


口上 n 
Uon, = 攻 V3) | ， nn 之 0. (7.38) 


3 一 V3 


事实 上 ， 另 外 一 项 (2 - V3)"/(3+ V3) 当 很 大 时 极 小 ， 因 为 2 一 V3 从 0.268. 如果 我 们 试图 在 数值 计算 中 使 
有 (7.38) ， 那 么 就 需要 对 此 加 以 考虑 .例如 ， 当 要 计算 (2+ V3)"/(3 一 V3) 时， 相对 较为 昂贵 的 名 牌 
珍 计算 器 会 给 出 413 403.000 5， 九 位 有 效 数字 是 正确 的 ， 但 是 真实 的 数值 要 比 413 403 略 小 一 点 ， 并 非 稍 大 
于 这 个 数 .于 是 取 413 403.000 5 的 顶 会 得 到 错误 的 结果 ， 正 确 的 答案 Di = 413 403 是 用 舍 入 法 取 离 它 最 近 
的 整数 得 到 的 ， 顶 可 能 是 有 风险 的 . 


我 知道 打滑 的 地 板 也 是 有 风险 的 
例 4 ” 换 零 钱 的 封闭 形式 


结束 换 零 钱 这 个 问题 时 ， 我 们 只 是 计算 了 支付 50 美 分 的 方式 数 . 现在 我 们 党 试 计算 换取 1 美元 ， 或 者 100 万 
美元 有 多 少 种 方法 ， 同 术 仅 人 允许 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 、25 美 分 以 及 50 美 分 . 
日 


早先 导出 的 生成 函数 


库 


这 是 = 的 一 个 分 母 次 数 为 91 的 有 理 函 数 . 这 样 一 来 ， 我 们 就 能 将 分 母 分 解 成 91 个 因子 ， 并 对 n 美 分 换 零 钱 
的 方法 数 C" 提供 一 个 有 91 项 的 “ 封 闭 区 式 ”， 但 是 这 样 考虑 起 来 太 令 人 丽 怖 了 .在 这 样 一 个 特殊 的 情 
下 ， 我 们 难道 就 不 能 比 一 般 方法 所 提供 的 做 得 更 好 一 些 吗 ? 


当 注 意 到 分 几乎 是 2 的 函数 时 ， 我 们 马上 就 会 觉得 有 一 线 希 望 ， 我 们 刚刚 所 用 的 技巧 是 注意 到 


SN 


1 一 4z 十 > 是 己 {zA2} 和 如 果 我 们 用 (1 +2 十 2 十 2 十)/(1 一 > ) 来 代替 
1/(1 一 2) ， 那 么 这 一 技巧 就 能 应 用 于 C(z) 
， 1 二 Zz 十 慑 十 办 十 开 1 1 1 1 
CH 1 
二 (1 十 Zz 十 2 十 2 十 24) CGC(z5) 
Ya 1 1 1 1 1 
Clz | zl1 2 221 21 10 


压缩 的 画 数 C(z) 的 分 母 的 次 数 只 有 19， 这 要 比 原来 的 分 母 更 容易 处 理 ， C(z) 这 个 新 的 表达 式 顺带 指出 有 
Cn 二 Cintl 二 C5n+2 二 C5n+3 二 Csn+4 . 的确， 回想 起 来 这 一 组 方程 是 显然 的 ，53 美 分 小 费 与 50 美 分 小 费 的 换 
零钱 方法 数 是 相同 的 ， 因 为 1 美 分 硬币 的 个 数 是 事先 就 已 经 确定 的 ( 模 5) . 


js 


a 


昌 是 C(:) 仍然 没有 以 分 母 的 根 为 基础 的 真正 简单 的 封闭 形式 ， 计 算 C(2) 系数 的 最 容易 方法 可 能 是 认识 到 
分 母 的 每 一 个 因子 都 是 1 一 2 的 一 个 因子 从而， 我 们 可 以 记 


现在 我 们 也 在 进行 压缩 的 推理 . 


了 4 z) 


6 

(1 一 z10)”， 其 中 4(z) = 4 和 0 二 41z 十 … 十 Aa1231. (7.39) 

对 和 欲 知 详情 的 读者 而 言 ， 44z) 的 实际 值 是 
(1 十 Zz 十"… 十 29)2(1 十 2 十 … 十 25)(1 十 3) 
de 十 9z4 十 13z5 十 18z6 十 24z7 

十 31z8 + 39z8 + 45zl0 + 52zll + 57z12 0 

4 692 + 6721 + 63z! + 57z1 + 5222 + 45z2! + 39z2 + 31z2 

2342 -1825 3 9z7 + 6 二 32 十 zi 

i a ( | _10K 

最 后 ， 由 于 £20 \ 4 ， 故 而 当 7=109+7 以 及 0<r<10 时 ， 我 们 可 以 如 下 来 确定 
系数 全 [C0 


C = 》 Ji ( i ") [10g +r= 10k 十 司 
Mer 


十 4 十 3 十 2 +1 5 
= A. 人 ) + a ( 4 ) + ( 4 ) + rm ( 4 } (7.40) 


对 7 的 每 一 个 值 有 一 种 情形 . 但 是 ， 与 另外 一 种 包含 复数 的 需 的 形式 相 比 ， 它 是 一 个 非 


这 给 出 10 种 情形 ， 
常 好 的 封闭 形式 . 


例如 ， 我 们 可 以 利用 这 个 表达 式 推出 “下” 咏 的 值 ， 此 时 + 二 0 且 有 


红 s0 美 分 的 方法 数 是 上 
9 ls ’ 0 | 二 六 ( We 二 6 py 0 
= 66 666 793 333 412 666 685 000 001. 
例 5 ”发 散 级 数 


现在 ， 我 们 尝试 对 


gq0=1; 
gn=ngn-1, n>0 


定义 的 数 找到 一 个 封闭 形式 . 在 用 几 纳 秒 (nanosecond) 对 此 探究 之 后 ， 我 们 意识 到 gn 正 是 n! ， 实 际 
上 ， 第 2 章 里 过 的 求 和 因 溯 方法 立即 就 使 人 想到 这 个 答案 . 但是， 我 们 答 试 用 生成 函数 来 求解 这 个 递归 
式 ， 就 是 要 来 看 看 会 发 生 什 么 ， (一 个 强 有 力 的 技术 应 该 能 解决 这 样 一 个 容易 的 递归 式 ， 也 能 解决 其 他 我 
们 不 能 如 此 轻易 就 猜 出 其 答案 的 递归 式 ，) 


人 们 已 经 在 谈论 飞 秒 (femtosecond) 了 . 


方程 


gn = ign-lt [n = 0] 


对 所 有 都 成 立 ， 这 就 导出 


G z) 一》 gnz" Ny 12 十》 2 
n 


n=0 


为 完成 第 (2) 步 ， 我 们 想 要 1 G(:) 来 表示 2。"9"-!”， 而 表 7-1 中 的 基本 策略 使 我 们 想到 这 可 能 与 导数 
G(3) = 2_, m9? 有 关 ， 所以， 我们 就 转向 那 种 和 式 : 


CGIz) 一 1 十 > 入 (7 十 1)gnz 
n 
一 工 十 > mgnzn+1 i Dgnz"™t 
n 


ni 


=1+2z2G(z) + zG(z). 


让 我 们 利用 小 n 的 gn 值 来 检查 这 个 方程 . 由 于 


G=1+z+22 +62 十 2424 十. ， 


G = 1+4z +1822+9623+.… 
我 们 有 
22G = .2423 18z4 ， 9625 了 
zG 二 Zz 十 2 十 2z23 十 6z4 十 24z5 十 
1=1. 


这 三 行 加 起 来 等 于 G ， 到 目前 为 上 顺利， 附带 指出 ， 我 们 常 第 发现 用 “ G ”代替 “ G(z) ”会 很 方便 ， 
当 不 改变 z 的 时 候 ， 这 个 多 出 来 的 “(2 1 会 全 公式 变 得 杂 天 | ; 


接 下 来 是 第 (3) 步 ， 它 与 以 前 做 过 的 有 所 不 同 ， 因 为 我 们 有 一 个 微分 方程 需要 求解 . 这 是 一 个 我 们 可 以 用 
二 二 处 理 的 微分 方程 ， 那些 技 “并 不 太 糟 糕 ， (不 熟悉 超 几 何 的 读者 不 必 担 忧 一 一 
很 快 会 懂 


“很 快 .” 那 正 是 医生 在 给 我 打针 之 前 所 说 的 话 ， 想 一 想 ，“ 超 几何 ” 听 起 来 很 像 “皮下 注射 "5 


| 5 起 几何 " (hypergeometric) 与 "皮下 注射 ” (hypodermic) 的 英文 单词 发 音 相近 . 
先 必须 避免 常数 1， 所 以 我 们 在 两 边 求 导数 : 


G' = (2G +zG+1) = (2zG + 2G") + (G+ 2zG) 
= 220G" 十 3zG 二 G. 


第 5 章 的 理论 告诉 我 们 用 算 子 来 改写 它 ， 由 习题 6.13 我 们 知道 


DG = zG, YG = 206" + 2zG. 


这 样 一 来 ， 我 们 想 要 的 微分 方程 的 形式 就 是 


YG = 2z02G + 220G + 2zG = z(V 十 12G. 


根据 (5.109) ， 满 足 m = 1 的 解 就 是 超 几 何 级 数 Fl1,1;; 3) 


第 (3) 步 要 比 我 们 所 期 待 的 更 多 ， 但 是 既然 我 们 知道 画 数 G 是 什么 ， 第 (4) 步 就 容易 了 一 一 超 几何 级 数 的 定 


] 元] 元 2 
2 | = | =》 nlz™. 
nl 
n>0 


nz0 


这 就 证 实 了 我 们 


| 
上 上 


毕 攻 


上 


例 6 ”完全 返回 的 递归 式 


最 后 ， 我 们 将 4 


意 ， 这 项 技术 


和 所 有 的 非 零 z 都 发 散 时 也 给 出 正确 的 答案 .数列 n! 增 长 得 非常 快 ， 项 


多 式 ， 即 gr = ?4 


nlzn| 


£8600 


的 一 个 问题 .一 个 阶 为 n 的 遍 (fan) 是 一 个 以 {0,1,… , 驯 为 顶点 
与 其 他 n 个 顶点 中 的 每 一 个 都 连 有 一 条 边 ， 而 对 1 | k<n， 项 


有 2n 一 1 条 沪 所 定义 的 


0. 这 表明 形式 需 级 数 可 以 用 代数 的 方式 来 处 理 ， 而 不 必 担 心 其 收敛 


点 天 与 顶点 + 1 边 ， 例 如 一 个 阶 为 4 的 扇 ， 它 有 5 个 顶点 和 7 条 边 : 


4 
3 
2 
0 1 


和 中 有 2 棵 生成 树 (spanning tree) 是 一 个 包含 所 有 项 


子 图 是 连通 的 ， 然 而 又 不 包含 太 多 的 边 出 现 回 路 


我 们 感 兴趣 的 问题 
点 的 子 图 ， 它 还 
(cycle) ， 事 3 
子 图 将 是 不 连通 
在 一 个 阶 为 n 的 届 生 
能 够 得 到 一 棵 生 末 


27 一 工 
选取 n we | n J 日 是 这 些 选 取 的 方法 并 不 总 是 


1 个 顶 可 5 图 的 每 一 棵 生成 树 都 恰好 有 n 条 边 ， 如 果 少 于 n 条 边 ， 这 个 
它 又 会 有 一 条 回路 ， 图 论 的 书籍 对 


有 4 条 边 ， 但 它 不 是 一 棵 生成 树 ， 
想 要 计算 实际 上 在 ( 


4 
3 


1 
0 1 


一 条 回路 从 0 到 4 到 3 再 到 0， 且 在 {1,2} 与 其 他 顶点 之 间 不 连通 . 我 们 


有 多 少 能 够 得 到 生成 树 . 


让 我 们 看 几 个 小 的 实例 . 对 =1,2 以 及 3 计算 生成 树 的 个 数 是 极其 容易 的 : 


> 


> 


8 


(如 有 果 我 们 总 是 将 顶 氮 0 画 在 元 边 ， | . ) n=0 的 情形 义 如 何 呢 ?首先 , 令 j= 1 
乎 是 合理 的 ， 但 是 我 们 要 取 fo = 0， 因为 存在 一 个 阶 为 0 的 肩 ( 它 应 该 有 2n 一 1 = 一 1 条 边 ) 是 令 人 怀疑 


NT 


步 解 法 告诉 我 们 ， 要 寻求 fn 的 对 所 有 n 都 成 立 的 递归 式 . 通过 观察 最 上 面 的 顶点 (顶点 n) 是 如 何 与 
的 其 他 项 点 相连 接 的 ， 我 们 束 能 得 到 一 个 递归 式 ， 如果 它 不 与 顶点 0 相连 接 ， 它 必定 要 与 顶点 n 一 1 
过 
| 


连接 ， 因 为 它 必定 与 图 的 其 他 部 分 相连 ， 在 这 一 情形 ， 剩 下 来 的 耐 (顶点 0 直到 n 一 1 这 部 分 ) 的 万 =: 
棵 生成 树 中 的 任意 一 棵 都 能 补充 成 为 整个 图 的 一 棵 生成 树 . 反之 则 顶点 n 与 0 相连 接 ， 于 是 存在 茶 个 数 
kn 使 得 顶点 7 一 1,… ,直接 相连 结 ， 与 上 一 1 之 间 没 有 边 存 在 . 这 样 在 0 与 {7 一 1,… ,慎之 间 
就 不 能 有 任何 的 边 ， 否则 就 会 出 现 一 条 回路 . 如 果 大 = 1 ， 则 生成 树 就 被 完全 确定 ] ， 而 如 果 
恩 k> 1 ， 则 产生 {0,1 … ,一 直上 的 生成 树 的 六 - 一 选取 方式 中 的 任 E 何 一 种 ， 都 将 得 到 整 个 图 的 一 棵 生成 
树 . 例如 当 = 4 时 这 一 分 析 所 产生 的 结果 : 


4- 4 hhh 


对 >= 工 成 立 的 一 般 方程 是 


Sr 


fn 万 -1 十 万 -1 十 万 -2 十 万 -3 十 … 十 万 十 1. 


(最 后 面 的 那个 “1 看 起 来 就 是 fo ， 似 乎 应 该 就 取 有 = 1 ， 但 是 我 们 仍然 坚持 这 里 的 选择 .) 稍 做 一 些 改变 
就 足以 使 得 该 方程 对 所 有 整数 ”都 成 立 : 
= fn- ht n> 0]. (7.41) 


这 是 一 个 从 户 -1 经 过 所 有 前 面 的 值 " 完 全 返回 ”的 递归 式 ， 故 而 它 与 我 们 在 这 一 章 里 见 到 的 其 他 递归 式 不 
同 . 当 我 们 求解 快速 排序 递归 式 (2.12) 时 ， 我 们 用 到 一 个 特殊 的 方法 以 避免 第 2 章 里 一 个 类 似 的 右边 的 
和 式 ， 也 就 是 说 ， 我 们 从 另外 一 个 递归 式 中 减 去 一 个 递归 式 得 到 (fri 一 fn). 这 个 技巧 现在 也 避 开 了 


正如 它 在 求解 (2.12) 时 所 达到 的 效果 那样 ， 但 是 我 们 将 会 看 到 生成 画 数 允许 我 们 直接 处 理 这 样 的 和 式 . 
(这 是 它们 做 的 一 件 好 事 ， 因 为 我 们 不 久 将 会 看 到 远 为 复杂 的 递归 式 ，) 
第 (1) 步 结束 了 ， 第 (2) 步 我 们 需要 做 一 件 新 事情 : 
F(z) = 》 fnz" -of + fi "Ik < "+ > 0]2" 
| -+ >A a 


zF(z) + F(z) ) om 


mg 


= zF(z2) + F(z)T—— 


\ 


Wi 


这 里 的 关键 技巧 是 将 2" 改写 成 zz" ， 这 使 得 有 可 能 将 这 个 二 重 和 式 的 值 用 PF(z) 表示 ， 正 如 第 (2) 步 
所 要 求 的 那样 . 


现在 第 (3) 步 是 简单 的 代数 计算 ， 我 们 求 得 


F(z)= 一 二 
(2) 1—3z+22 


我 们 中 记性 好 的 人 会 辨认 出 ， 这 就 是 偶数 标号 的 斐 波 那 契 数 的 生成 画 数 (7.24) ， 所以， 不 必 经 过 第 (4) 
步 ， 对 于 扇 的 生成 树 问题 ， 我 们 已 经 找到 了 一 个 有 点 令 人 惊讶 的 答案 : 


fn= Fn, 0 过 0. (7.42) 


7.4 “特殊 的 生成 函数 SPECIAL GENERATING FUNCTIONS 


如 条 我 们 知道 许多 不 同 需 级 数 的 系数 ， 那 么 四 步 程 序 中 的 第 (4) 步 束 变 得 容易 多 了 表 7-2 中 的 展开 式 是 相 
当 有 用 的 ， 这 个 表 可 以 一 直 扩 充 下 去 ， 还 可 能 有 许多 其 他 类 型 的 封闭 形式 . 因此， 我 们 应 该 用 另外 一 张 表 
加 以 补充 ， 表 7-3 列 出 了 在 第 6 章 里 考虑 过 的 “特殊 的 数 " 对 应 的 震级 数 ， 


SA 


1 | 1711 十 及] 。 
i = 六 -a > ] (7.43) 
4 ( ) 
rr 3 7.44 
六 
ES 了 
Cy “名人 ( 
ml|_klz” 了 
2 人 2 2z (7.46) 
SE 六 人 
Pe 7.47 
3 02) -22)..0 mz) 3 外 hh 
m|, 
2” = 2z(z+))...(z+m-l) = py (7.48) 
n>0 
(e’-D)” = m 允 [| 当 (7.49) 
n=0 > 
| We n 2 
一 一 一 三 1 上 
(oS) 网 机 (7.50) 


Zz 人 2 m-—l 
[吉本 > 231,,)/ n ] G5 

2 z"| m m—l 
[二 3 n ] We 


e - 三" jr (7.53) 
ee 三 ("车 (7.54) 
ee ll 0 

二 号 -人 5 


表 7-3 是 我 们 所 需要 的 资料 库 . 这 个 表 里 的 恒等式 不 难 证 明 ， 所 以 无 须 加 以 详 述 ， 这 个 表 主 要 是 在 我 们 过 
0 参考 的 . 第 一 个 公式 (7.43) 有 一 个 很 好 的 证 明 ， 值 得 在 这 里 一 提 . 我 们 首先 考虑 恒 等 
工 


1 T+n\ n 
(1 二 zj -本 ( n )* 


n 


并 关于 了 对 它 微分 . 左边 (1 一 2 一 ! 等 于 er+9 mt-)， 所 以 d/dr 给 出 一 个 因子 思 (1/(1 一 2)). 而 在 右 


l 


边 ， ( 3 Dy, 而 di dz 将 它 分 解 成 n 项 ， 它 们 的 和 等 价 ] 


乘 以 a ) | 用 mm 代替 x 就 给 出 (7.43) .注意 ， 即 使 zx 不 是 整数 时 Hzin 一 Hz 也 是 有 意义 的 . 


顺便 说 一 句 ， 这 种 对 一 个 复杂 的 乘积 求 微 分 的 方法 ( 仍 保留 它 是 一 个 乘积 ) ， 通 常 要 比 将 导数 表示 成 和 式 
更 好 一 些 . 例如 ， 将 


d . 和 n . 1 n 可 1 
二 ((z 十 刀 ) (z 十 1) ) 一 (十 也) (Tz 十 1) (: 下 1) 


的 右边 写成 和 式 就 非常 杂乱 . 
7-3 中 的 一 般 恒等式 包括 许多 重要 的 特殊 情形 . 例如 ， 当 m=0 时 ， “(7.43) 就 简化 成 为 王 , 的 生成 画 


溢 沁 


一 一 = Hz". (7.57) 


这 个 方程 还 可 以 用 其 他 方法 推出 . 例如 ， 我 们 可 以 取 耳 (LU 一) 的 昭 级 数 并 用 1 一 > 来 除 ， 就 得 到 累积 和 


式 . 


恒等式 (7.51) 与 (7.52) ep 比值 pe a 计 er An 当 n 宕 m 时 它们 有 不 
确定 的 形式 0/0. 然而 ， 利用 (6.45) 中 的 斯 特 林 多 项 式 ， 有 一 种 办 法 能 给 它们 以 适当 的 意义 ， 因 为 我 们 有 


{ ee e 1 一 (一 1)n+lmnlmon(m — m): (7.58) 
m—n n 
m m— 1 A 
| | /A( ) = nlmon(m). (7.59) 
m—n n 


; 1 0 
(zz/m0) 
于 是 ， (7.51) 的 m= 1 的 情 ra oe t co 而 应 该 看 成 是 


先 


1 ， 于 2 
Eee = )'on(n —1)= + 77 -27 证 :se 
但 等 式 753) 、 (7.54) 、 (7.55) 以 及 (7.56) 是 二 重生 成 本 数 或 者 超级 生成 夯 数 ， 因 为 它们 者 有 
Se = 2 9mme" 2 的 形式 ，w" 的 系数 是 关于 变量 - 的 生成 画 数 ， :的 系数 是 关于 变量 导 w 的 生成 


函数 . 恒等式 (756) 可 以 表达 成 更 为 对 称 的 区 式 


eu ” ez mm 十 4 赴 1 Ww on (7 i 
ME 一 EC fs 
tes 一 ze 2 m (m 二 十 1)! 


m,nz0 


7.5 卷 积 CONVOLUTIONS 


两 个 给 定数 列 (fo0, 及,…) 二 (fr) 和 (90;91,…”) 三 (9n) 的 卷 积 (convolution) 是 数列 


(ago fogi 二 figo…) 二 《Dfign-k) 我们 在 5.4 节 以 及 7.2 节 中 已 经 注意 到 ， 数 列 的 卷 积 与 它们 的 生成 丽 数 
的 乘积 相对 应 ， 这 个 事实 使 得 许多 和 式 变 得 易于 计算 ， 如 果 不 是 卷 积 ， 这 些 和 式 是 很 难处 理 的 


我 曾经 一 直 认为 ， 盘 旋 思 导 就 是 当 我 试图 做 证 明 时 脑子 里 所 发 生 的 事情 .6 


| 6 «盘旋 "和 “ 卷 积 * 对 应 同一 个 英文 单词 convolution. 


例 1 ” 斐 波 那 契 卷 积 


我 们 尝试 计算 22x-o "的 封闭 形式 、 这 是 BlefNlangle {{F_n}} vightvangle 与 其 自身 的 卷 积 ， 所 以 这 
个 和 式 必定 是 F(z) 中 z" 的 系数 ， 其 中 屋 F(z) 是 长 lefNangle {{F_n}} vightrangle 的 生成 画 数 .所 有 我 们 
要 做 的 就 是 计算 出 这 个 系数 的 值 . 


4 


生成 画 数 蕊 Flz) 是 2/(1 一 >? 一 2 ) ， 这 是 多 项 式 的 商 ， 而 一 般 的 有 理 画 数 的 展开 定理 告诉 我 们 ， 其 答案 可 以 
由 部 分 分 式 表示 得 出 . 我 们 可 以 用 一 般 的 展开 定理 (7.30) 并 苗 干 一 番 ， 或 者 利用 以 下 事 分 


1 2 1 - 
= 六 (n+1)9"z"— 5 > Friz" 十 5 > (n+1)o"z". 


n20 nm20 n20 


我 们 尝试 用 斐 波 那 契 数 来 表示 封闭 形式 ， 以 替代 用 几 和 史 表 示 答 案 . 记得 用 +0=1， 我 们 就 有 


do 十 p" [2 1 2 1 
一 1 一 bz 1 wz 


n 2 一 ($+ 9)z _n 2—z 
= rp 0 pp 


= 2Fn+1 Fn. 


此 
2 1 ” 可 n 2 n 
F(z)” = 2, (n+ 1)(2F1 Cm Fi)2" — 5 Ft 
于 是 束 得 到 所 寻求 的 答案 
nn 5 了 
》 FF k= up (7.61) 
器 


k=0 


例如 ， 当 n= 3 时， 这 个 公式 的 左边 给 出 印 谎 十 甩 及 十 司 让 二 后 一 0+1+1+0=2， 而 右边 是 
(6F4 — 4F3)/5 = (18 — 8)/5 = 2. 


例 2 ”调和 卷 积 
一 种 称 为 “抽样 排序 ” (samplesort) 的 计算 机 方法 的 有 效 性 依赖 于 和 式 


大 1 
Tmn 一 2 四 大 
0<K<m ， 整 数 mm;m >0 


了 这 个 和 式 的 值 ， 如 果 意 识 到 


的 值 ， 习 题 5.58 通 过 一 种 稍 显 艰深 的 双 


归纳 法 ， 并 利用 求 和 因子 得 到 


0 1 2 1 1 
Ri ) 和 (oT 的 卷 积 中 的 第 n 项 ， 它 的 计算 就 要 容易 得 
多 . 这 两 个 数列 在 表 7-2 中 都 有 简单 的 生成 函数 : 


> (7) n 2 2 1 1 
2 ”一 一 一 一 、 一 一 ]n 
PR20 (1 区 n 1—z 


于 是 ， 根 据 (7.43) 就 有 


1 z™ 1 1—m 1 1 
2 In 一 [2 De 


Tmn = < m+ 
y [ | 1 二 多 


nn 


和 (FH Hm) ( 
ni—m 


实际 上 ， 有 更 多 的 和 式 可 以 归结 为 这 一 类 的 卷 积 ， 因 为 对 所 有 r+ 和 s 有 
1 1 i 
并 一 


D 一 一: 一 
z ~\s+1 (1—2) 


令 所 的 系数 相等 就 给 出 一 般 的 恒等式 


r+k\ /s+n—k Tr 
>( 大 )( nn 一 友 ) i- = n 


大 
Hrt+st+1): (7.62) 


Fn = 二 2 时 检验 正确 : 


否 真 实 . 但 是 至 少 好 


局 
让 三 


这 个 公式 几乎 好 得 让 人 怀疑 其 是 


为 它 是 如 此 美妙 . 
和 1 1 
i 


像 s = 0 这 样 的 特殊 情形 与 一 般 情形 同样 值得 注意 . 
还 有 更 多 的 东西 .我 们 可 以 利用 卷 积 恒等式 
PP \sum\limits_k {\left(\begin{matrix}{r + 
k}\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{s + n - k}M\{n - 
kMNend{matrix}\right)} = \left(\begin{matrix}{r +s+nt+ 
1}\mend{matrix}\right) 


将 局 {H_r} 移 到 男 一 边 ， 这 是 由 于 {Hr} 与 大 无 关 : 
2 \sum\limits_k {\left(\begin{matrix}{r + 
k}\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{s + n - k}\{n - 
kNMNend{matrix}\right){H_{r + k}}} = \left(\begin{matrix}{r +s+nt+ 


l1}M\m\end{matrix}\right)({H_{r+s+n+1}}- {H_{r+s+1}}+ 
{H_r})\quad\quad\qguad\guad\guad(7.63) 


更 多 : 如 果 + 和 s 是非 负 整数 1 和 xm ， 我 们 就 能 用 Neft(begin{matrix} {1 + k}\Nend{matrix} right) 代 


还 有 更 

蔡 peft(\begin{matrix}{r + k} \k\end{matrix}\right) ， 
zleft(\begin{matrix} {m + n - Kk} \m\end {matrix}\right) 代替 
zleft(\begin{matrix}{s + n - k}\{n - kMNend{matrix}vight) ， 然 后 就 能 将 变 成 Pk-1， 将 n 变 成 Pn-m-1 


导 到 | 


， 这 就 得 到 


局 \sum\limits_{k = 0}An 
{\left(\begin{matrix}k\\N\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix} {n - 
k} \m\end{matrix}\right){H_k}} = \left(\begin{matrix}{n + INU + m+ 
1}N\end{matrix}\right)({H_{n+1}}- {H_{l+m+1}} +{H.1}) ， 整 数 
ermn \geqslant 0.\quad\quad\quad\quad\quad(7.64) 


区 也 是 我 们 难以 处 理 的 ! 〈 见 (2.36) . ) 我 们 取 


| 
1 


在 第 2 章 里 ， 即 便 是 这 个 恒等式 当 1 = m= 0 的 特殊 情 
得 了 很 大 的 进展 . 


可 


例 3 ” 卷 积 的 卷 积 
如 采 我 们 求 出 (fn) 和 (gn) 的 卷 积 ， 然 后 再 将 此 结果 与 第 三 个 数列 (im) 求 卷 积 ， 就 得 到 一 个 数列 ， 它 的 第 


Psum\imits {j +k+1=n} {{fj}{g k}{h 1}}. 
卷 积 的 生成 函数 自然 就 是 三 重 乘积 PBF(z)G(z)H(z). 用 类 似 的 方式 ， 一 个 数列 (gn) 与 其 自身 的 m 重 


FP \sum\limits _{{k_1}+ {k 2}+\cdots+ {k_m} =n} {{g_{{k_1}}} 
{g_{{k_2}}} \cdots {g_{{k_m}}}}, 


而 它 的 生成 函数 则 是 PG{ (zm}. 


我 们 可 以 将 这 些 结果 应 用 到 先前 考虑 过 的 扇 的 生成 树 问 题 之 中 〈7.3 节 例 6) . 事实 证 明 ， 还 有 另外 一 种 方 
法 计算 阶 为 n 的 户 的 生成 树 的 个 数 fn ， 这 种 方法 基于 顶点 {1,2,… ;中 之 间 树 边 的 构造 ， 顶 点 有 和 顶点 

上 十 1 之 间 的 边 有 可 能 被 选取 为 本 的 组 成 部 分 . 也 有 可 能 不 被 选 到 ， 选 取 这 些 边 的 每 一 种 方法 都 使 得 
相 邻 顶点 组 成 的 某 些 块 相 连通 . 例如 n= 10 时 ， 我 们 或 许 会 使 {1,2} 、BEAleft{ 3 Night} 、 

ENeftf {4,5,6,7} \right\} 以 及 ENeft{ {8,9,10} vight] 连通 : 


混凝土 砖 . 7 


| ”正文 中 提 到 “ 相 邻 顶点 组 成 的 块 ”， 是 数学 中 一 种 “具体 的 块 ”(concrete block) ， 这 个 英文 词组 的 另 一 含义 是 “混凝土 砖 ”. 


通过 向 顶点 0 添加 边 ， 可 以 做 出 多 少 棵 生成 树 ? 我 们 需要 将 0 与 那 四 块 中 的 每 一 块 连接 起 来 . 有 两 种 方法 将 
0 与 {1,2} 连接 起 来 ， 有 一 种 方法 将 它 与 Neft{ 3 \right\} 连接 起 来 ， 有 四 种 方法 与 ENeft{ {4,5,6,7} \right\} 

连接 ， 有 三 种 方法 与 2ANleft{ {8,9,10} \right\} 连接 ， 即 总 \ 共 有 2 \times 1 \times 4 \times 3 = 24 和 方法 . 对 

所 有 可 外 # 帮 成 侠 的 方法 求 和 ， 就 给 出 了 生成 树 总 个 数 的 下 述 表达 式 : 


ez. {f_n} =\sum\limits_{m > 0} \sum\limits_{{\scriptstyle{{k_1}+ {k_2}+ 
\cdots + {k_m} = n}}M\atop{\scriptstyle{ {k_1},{k_2}, \cdots ,{k_m} > 0}}} 
{{k_1}{k_2} \cdots {k_m}} }.\quad\quad\quad\quad\guad(7.65) 


2{f_4} =4+3\times 1+2\times2+1\times 3+2\times1\times1+1 
例如 ，\times 2 \times 1 + 1 \times 1\times 2+1\times1 \times1\times1=21. 


这 就 是 数列 BlefNangle {0,1,2,3, \cdots } \right\rangle 的 m 重 卷 积 之 和 (对 Pm = 1,2,3, \cdots ) ， 因 此 (fn) 
的 生成 函数 是 


BF(z) = G(z) + G{(z)A2} + G{(z)A3} + \cdots = \frac{{G(2)}}{{1 - G(2)}}, 


中 2G\eft( z \right) 是 ENeftlangle {0,1,2,3, \cdots } \rightangle 的 生成 函数 ， 也 即 已 x{(1L - z)^A2}. 因而 我 


F(z) = \frac{fzjfff{(L-2}A2}-z}} = Mrac{z}{{1 - 3z + {2 和 2}}}, 
这 个 结果 与 前 面相 同 . 这 里 对 (fn) 所 用 的 方法 更 有 对 称 性 ， 且 比 我 们 早先 所 用 的 复杂 递归 式 更 有 了 吸引 力 . 
例 4 用 作 卷 积 的 递归 式 
这 个 例子 特别 重要 .事实 上 ， 它 是 说 明生 成 画 数 在 求解 递归 式 时 很 有 用 的 “经 典 例子 ”. 


假设 我 们 有 + 1 个 变量 蕊 {x_0},{x_1j, \cdots ,{x_n} ， n 次 乘法 来 加 以 计算 .在 乘积 
z.{x_0} \cdot {x_1} \cdot \dots \cdot {x_n} 中 有 和 多少 种 插入 括号 的 方法 Cn ， 使 得 乘法 的 次 序 完全 被 指定 ? 


例如 ， 当 = 2 
时 有 五 种 方式 


从 而 2{C_2} =2,~~{C_3}=5， 


我 们 用 7.3 节 的 四 步 解法 ， 对 于 这 些 
有 括号 外 面 都 恰好 有 一 个 运算 < Bcdot” 


时 有 两 种 方法 ， 22{x_0} \cdot ({x_1} \cdot {x_2}) 和 世 ({x_0} \cdot {x_1}) \cdot {x_2}.n =3 


jz: \begin{aligned}&{x_0} \cdot \left( {{x_1} \cdot ({x_2} \cdot {x_3})} 
\right),~~~{x_0} \cdot \left( {({x_1} \cdot {x_2}) \cdot {x_3}} \right),~~~ 
({xX_0} \cdot {x_1}) \cdot ({x_2} \cdot {x_3}),\&\left( {{x_0} \cdot ({x_1} 

\cdot {x_2})} \right) \cdot {x_3},~~~\left( {({x_0} \cdot {x_1}) \cdot 
{x_2}} \right) \cdot {x_3}.\end{aligned} 


我 们 还 有 局 {C_1} =1 以 及 世 {C_0} = 1 
C ， 它 们 的 递归 式 又 是 什么 呢 ? 关键 的 事项 在 于 ， 当 mm 


这 就 是 将 每 一 项 维系 在 一 起 的 最 后 的 乘法 . 如 果 这 个 “ 
\cdot {x_k} 完全 加 上 括 


>0 时 ， 在 所 


ENCdot 


已 对 所 有 的 整数 ”都 成 立 : 


”出 现在 {x_k} 与 {x_{k+1}} 之 间 ， 就 有 局 {C_k} 种 方法 把 局 {x_0} \cdot ldots 
号 ， 且 有 已 {C_fn -k-1}} 种 方法 把 忆 {x_{k + 1}} \cdot \dots \cdot {x_n} 完全 加 上 括号 ， 从 而 
{Cn}={C 0O}H{C {fn-1}}+{C 1}{C {fn-2}}+\cdots + {C_{n-1}} 
{C_0},~~n >0. 
现在 ， 我 们 看 出 这 个 表达 式 是 一 个 卷 积 ， 而 且 知 道 怎 样 来 修改 这 个 公式 ， 使 得 它 
PF {C_n} =\sum\limits k {{C_k}{C_{n-1-k}}}+[n= 


现在 完成 了 第 (1) 步 . 第 (2) 步 告诉 我 们 用 


第 (3) 步 也 容易 


星 ， 


你 看 ! 在 生 


0]\quad\guad\quad\guad\quad(7.66) 


:来 乘 并 求 和 ; 


z. \begin{aligned}C\left( z \right) &= \sum\limits n {{C_n}{z^n}}\&= 
\sum\limits_ {k,n} {{C_k}{C_{n-1-k}}{z^n}} + \sum\limits_{n = 0} 
{{z^n}}\&= \sum\limits_k {{C_k}{zAkjsumimits n {{C_{n-1-k}} 

{z^{n - k}}} } + 1\&= C(z) \cdot zC(z) + 1.\end{aligned} 


成 函数 的 世界 里 ， 卷 


作者 的 玩笑 话 . 


{ 


.我 们 用 二 次 求 根 公式 对 C(2) 求解 : 


BC(Z) = \frac{{1 pm \sgrt {1 - 4z} }}{{2z}}. 


. 


BC(0) = \infty ， 


这 与 事实 矛盾 。 (IF 


的 画 


a 


ny 


由 变 成 了 乘积 . 生活 中 充满 了 令 人 惊叹 的 事 . 


是 我 们 应 该 选取 + 还 是 _ 呢 ? 这 两 种 选 法 都 得 到 一 个 满足 PC(z) = zC{(z) 人 2} + 1 的 函数 ， 但 
适合 我 们 的 问题 .积极 思考 是 最 好 的 ， en 会 选取 十 


是 其 中 仅 有 


日 是 很 快 就 会 发 现 这 一 选取 给 出 


数 Clz) 应 该 有 蕊 C(0) ={C 0}=1.) 


己 C(z) = \frac{f{fl-\sqrt {1 - 4z} }}{{2z}}. 


和 


Le 


最 后 是 第 (4) 步 


(5.37) 


， 从 而 就 有 


等 于 什么 ? 二 项 式 定理 


告诉 我 们 


于 是 我 们 断言 


\sqrt {1 - 4z} = \sum\limits_{k \geqslant 0} {\left(\begin{matrix} 
{1/2}\k\end{matrix}\right){{(- 4z)}^k}} = 1 + \sum\limits_{k \geqslant 1} 
{\frac{1}{{2k}}\eft(\begin{matrix}{ - 1/2M\{k - 1MNend{matrix}\right){{( - 


4z)} 人 ^k}}, 


有 


Bz. \begin{aligned}\frac{{1 -\sqrt {1 - 4z} }}{{2z}} &= \sum\limits_{k 


\geqslant 1} {\frac{1}{k}\left(\begin{matrix}{ - 1/2M\{k - 
lMNend{matrix}\right){{(- 4z)}^{k - 1}}}\&= \sum\limits_{n \geqslant 0} 
{\left(\begin{matrix}{ - 1/2}\m\end{matrix}\right)\frac{{{{( - 4z)}^n}}}{{n 
+1}}} = \sum\limits_{n \geqslant 0} {\left(\begin{matrix} 
{2n}\n\end{matrix}\right)\frac{{{z^n}}}{{n + 1}}}.\end{aligned} 


加 括号 的 方法 数 Cn 就 是 PNeft(\begin{matrix}{2n}\n\end{matrix}\right)\Mfrac{1}{{n + 1}}. 


在 第 5 


这 里 我 们 就 预料 到 这 个 结果 ， 那 时 候 我 们 引入 了 卡 塔 兰 数组 成 的 数列 


FleftNangle {1,1,2,5,14, \cdots } \right\rangle = \left\langle {{C_n}} 
\right\rangle. 
来 毫 不 相干 的 问题 中 [46] ， 因 为 许多 情形 都 会 出 现 与 卷 积 递归 式 (7.66) 相对 应 的 递 推 的 结构 . 


故而 


例如 ， 


作 卷 积 的 递归 式 将 我 们 引导 到 经 常 循环 的 卷 积 . 


让 我 们 考虑 下 面 的 问题 : 有 多 少 个 由 +1 和 -1 组 成 的 数列 


zAleft\langle {{a_1},{a_2}, \cdots ,{a_{2n}}} \right\rangle 有 性 质 


za{a_1}+ {a 2}+\cdots+ {a _{2n}}=0, 


且 它 们 所 有 的 部 分 和 


za{a_1},{a_1} + {a 2},\cdots ,{a_1}+ {a 2} +\cdots + {a_{2n}} 


都 是 非 负 的 ? +1 必须 出 现 n 次 ， 二 ] 也 必须 出 现 n 次 . 通过 将 它 的 部 4 分 和 数列 
BF.{S_D} = \sum\nolimits _ 信 = 1}An {{a_k}} 描绘 成 n 的 函数 ， 我 们 可 以 将 这 个 问题 用 图 形 予 


这 些 数 列 下 


对 括号 与 次 乘法 相对 应 ， 现在 用 +1 代替 每 一 个 “ FAMcdot ”， 而 用 一 1 代替 每 一 个 “) ”，3 
都 消除 掉 . 例如 ， 根据 这 一 规则 ， 公 式 


这 个 数列 出 现在 许多 个 起 初 看 起 


毕 解 是 宽度 为 2n 的 “山脉 >， 它们 可 以 用 形 如 以 及 的 直线 段 画 出 . :表明 恰好 有 Ca 种 方式 做 这 件 


可 以 通过 以 下 方式 与 括号 问题 联系 起 来 : 寺 束 个 公式 增加 一 对 额外 的 插 坟 写 


以 表示 : n=3 


使 得 恰好 有 n 


将 其 他 的 一 切 


2{x_0} \cdot \left( {({x_1} \cdot {x_2}) \cdot ({x_3} \cdot {x_4})} \right) 就 与 数列 
zeftlangle { + 1, + 1,- 1,+ 1,+1,-1,-1,-1} vightrangle 对 应 了 起 来 . 对 


z2{x_0} \cdot {x_1} \cdot {x_2} \cdot {x_3} 加 括号 的 五 种 方式 就 与 上 面 指出 的 n= 3 的 五 座 


此 外 ， 


个 由 +1 和 


山脉 相对 应 . 


只 要 对 数列 计数 问题 稍 做 改 述 ， 就 能 给 出 简单 得 令 人 惊奇 的 组 合 解 ， 它 避免 了 用 生成 函数 : 有 多 少 


1 组 成 的 数列 ENefangle {{a_0},{fa_1},{a_2j,\cdots ,{a_{2n}}} \right\rangle 具有 性 质 


z-{a_0} + {a_1}+ {a 2} +\cdots + {a_{2n}}=1, 


此 时 要 求 所 有 的 部 分 和 


za{a_0},~{a 0} + {a_l},~{a 0}+ {a_1}+ {a 2}~, \cdots ,~{a_0}+ {a_1}+ 


都 是 正 数 ? 


\cdots + {a_{2n}} 


列 可 以 


显然 这 些 正 是 上 一 个 问题 中 的 数列 ， 只 是 在 前 面 多 加 了 一 个 元 素 z2{a_0} =+1. 


新 问题 中 的 数 


简单 的 计数 方法 计数 ， 它 要 用 到 1959 年 由 George Raney[302] 发 现 的 一 个 了 不 起 的 习 


了 实 ， 如 果 


Ps {{x_1},{x_2}, \cdots ,{x_m}} \ightvangle 是 任何 一 个 其 和 为 +1 的 整数 数列 ， 那 么 它 的 循环 移 


zs  \left\langle {{x_1},{xXx_2},\cdots,{x_m}} \right\rangle,~~\left\langle 


{{x_2}, \cdots ,{x_m)},{x_1}} \right\rangle,~~\cdots,~~\left\langle {{x_m)}, 
{x_1}, \cdots ,{x_{m - 1}}} \right\rangle 


二 ， 例 如 数列 Beftlangle {3, - 5,2, - 2,3,0} Nightwangle ， 它 的 循 
环 移 位 是 


中 仅 有 一 个 经 检查 全 部 是 正 的 部 分 和 
Raney 引 理 可 以 用 简单 的 几何 方法 来 证 明 . 我 们 将 此 数列 周期 性 地 延 拓 下 去 得 到 一 个 无 穷 数列 


z2 \left\langle {{x_1},{x_ 2}, \cdots ,{x_m},{x_1},{x_2}, \cdots ,{x_m)}, 
{x_1},{x_2}, \cdots } \right\rangle, 


于 是 对 所 有 大 > 0 我 们 设 局 {x_{m + k}} = {x_k}. 如 果 我 们 现在 将 部 分 和 蕊 {s_n}j = {x_1} + \cdots + {x_n} 描 
绘 成 为 n 的 丽 数 ， 那么 sn 的 图 就 有 “平均 斜率 ” 1/m ， 因 为 efs_{m+n}}={fs n+l 例 如 ， 与 数列 
zAleft\langle {3, - 5,2, - 2,3,0,3, - 5,2, \cdots } \right\rangle 对 应 的 图 形 的 开始 部 分 是 : 


区 个 图 形 包 含 在 两 条 斜率 为 zi1/m 的 直线 之 间 ， 在 此 图 中 Pm = 6. 一 般 来 说 ， 这 些 边界 线 在 m 个 点 组 成 的 
每 一 个 周期 里 恰好 与 图 相 切 一 次 ， 因 为 斜率 为 Pl/m 的 直线 在 每 m 个 单位 长 里 与 坐标 为 整数 的 点 仅仅 接 
触 一 次 ， 唯 一 的 较 低 交点 是 该 周期 中 仅 有 的 具有 如 下 性 质 的 位 置 : 从 这 个 位 置 开 始 ， 所 有 的 部 分 和 都 将 是 
FE 数 ， 因 为 该 曲线 上 每 一 个 其 他 点 在 m 个 单位 之 内 都 有 一 个 交点 在 其 右边 . 


柯 ， 如 果 股 票 价格 只 能 像 这 样 不 断 上 升 该 多 好 


运用 Raney 引 理 ， 我 们 容易 对 由 +1 和 -1 组 成 的 其 部 分 和 全 为 正 数 且 总 和 为 +1 的 数列 
zAleft\langle {{a_0}, \cdots ,{a_{2n}}} rightwangle 进行 计数 . 有 
zAleft(\begin{matrix}{2n + 1}Nnendfmatrix}yrighb 个 数列 ， 在 其 中 一 1 出 现 n 次 ， 而 二 1 出 现 n+1 次 ,而 
Raney 引 理 告诉 我 们 ， 这 些 数列 中 恰恰 有 1/(2n + 1) 个 有 全 为 正 的 部 分 和 . (将 所 有 
EN = \left(\begin{matrix} {2n + 1}\mend{matrix}\right) 个 这 样 的 数列 以 及 它们 所 有 的 2n + 工 个 循环 移 位 写 
成 一 个 PN \times (2n + 1) 阵列 .每 一 行 恰好 包含 一 个 解 . 在 每 一 列 中 ， 每 个 解 恰好 出 现 一 次 .于 是 在 该 
阵列 中 恰好 有 22N/(2n + 1) 个 不 同 的 解 ， 每 个 解 都 出 现 22+1 次 . ) 具有 正 的 部 分 和 的 数列 的 总 个 数 是 


(计算 机 科学 家 们 请 注意 ， 当 要 计算 一 个 有 lp2n+1 个 因子 的 乘积 时 ， 这 个 问题 中 的 部 分 和 将 栈 的 大 小 表示 成 时 间 的 画 数 ， 因 为 每 一 
次 “ 进 栈 ” 运 算 都 将 栈 的 大 小 +1， 而 每 一 次 乘法 都 将 它 -1. ) 


1 


B. \left(\begin{matrix}{2n + 1}\n\end{matrix}\right)\frac{1}{{2n + 1}} = 
\left(\begin{matrix}{2n} \n\end{matrix}\right)\frac{1}{{n + 1}}= {C_n}. 


例 5 带 普 重 卷 积 的 递归 式 
过 观察 由 二 1 和 zx(1 - m) 组 成 的 其 部 分 和 全 为 正 数 且 其 总 和 为 1 的 数列 


zefNlangle {{a_0}, \cdots ,{a_{mn}}} vightrangle ， 我 们 可 以 将 刚刚 考虑 过 的 问题 加 以 推广 这样 的 数列 
可 以 称 为 mm -Raney 数 列 . 如 果 户 (1 - mm) 出 现 记 次 ， 而 十 1 出 现 Pmn + 1 -kk 次， 我 们 就 


bp 


i 


at 


zk(1-m)+(mn+1-k)=1, 


从 而 k=n. 有 NeftQbegin{ matrix} {mn + 1} nend{matrix}\right) 个 数列 使 得 zx(1 - m) 出 现 n 次 ， 而 二 1 
出 现 zimn +1-n 次 ，Raney3 引 理 告诉 我 们 ， 所 有 部 分 和 和 皆 为 正 数 的 数列 的 个 数 恰 为 


22 \left(\begin{matrix} {mn + 1}\n\end{matrix}\right)\frac{1}{{mn + 1}} = 
\left(\begin{matrix}{mn} \n\end{matrix}\right)\frac{1}{{(m - 1)n+ 
1}}.\gquad\quad\quad\quad\qguad(7.67) 


(计算 机 科学 家 们 请 注意 ， 栈 解释 现在 是 对 一 个 Pm- 进位 的 运算 适用 ， 而 不 是 对 早先 考虑 过 的 二 进 制 乘法 运算 适用 ) 


所 以 这 就 是 Pm-{\rm Raney} 数列 的 个 数 . 我 们 称 这 是 一 个 富 斯 一 卡 塔 兰 〈Fuss-Catalan) 数 蕊 C_nA{f(m} 
， 因 为 数列 FAleft\langle {C_n^{(m)}} rightwangle 是 首先 由 N.I. 富 斯 435] 于 1791 年 研究 的 〈 在 卡 塔 兰 参与 


z-{s_{mn}}=m, 


最 大 指标 ， 


zp{k_m} = mn, 


是 世 (1 - m). 对 21 \leqslant j \leqslant mn ， 
为 局 {s_{fmn}} + {a_{mn}} =1. 设 入 是 PAleqslant mn 
设 pA{k_2} 是 使 得 如 此 等 等 ， 从 而 对 


z2{k_j} <k \eqslant mn 以 及 |z21 leqslant j eqslantm 有 zw{s_{{k_j}}} =j 


因 


部 分 和 已 {s j}) = {a_0} +\cdots + {a_{j 


且 使 得 


ef{s_{{fk_2}}} = 2 成 立 的 最 大 指标 ， 


困难 地 验证 ， 子 数列 


而 且 


可 以 毫 无 


Feftangle {{a_0}, \cdots ,{a_{{k_1} -1}}} \right\rangle,~~\left\langle 
{{a_{{k_1}}}, \cdots ,{a_{{k_2} - 1}}} \right\rangle,~~\cdots ,\left\langle 
{{a_{{k_{m -1}}}}, \cdots ,{a_{{k_m} - 1}}} \right\rangle 


数列 .对 某 些 非 负 的 整数 zi{n_1},{n_2}, \cdots ,{n_m}， 


必定 有 


ez{k 11=mfn 1}+ 1,~~{k 2}- {k_1}=m{n 2}+1,~~{k_ m}-{k {m- 
1}} =m{n_m}+1. 


这 样 
答案 


定义 的 数 EC_n^{(m)} 等 于 什么 ? ”如果 Gl 


由 递归 式 


的 每 


一 来 ， lzANleft(begin{matrix} {mn + 1}\n\end{matrix}\right)Mfrac{1}{{mn + 1}} 就 是 下 
“对 所 有 的 整数 n ， 


此 项 研究 之 前 许多 年 ) . 一 般 的 卡 塔 兰 数 是 PB{C_n} = C_n^{(2)}. 

既然 我 们 已 经 知道 了 答案 (7.67) ， 那 就 来 参与 Jeopardys 并 解决 一 个 导出 它 的 问题 吧 . 在 m = 2 的 情形 ， 
问题 是 这 样 的 : “什么 数 Cn 满足 递归 式 已 {C_n} = \sum\nolimits_k {{C_k}{C_{n-1-k}}} + [n=0]?” 我 们 
将 尝试 在 一 般 情 形 下 找寻 一 个 类 似 的 问题 (类 似 的 递归 式 ) . 

|8 jeopardy 是 美国 全 国 广播 公司 主办 的 家 阶 记 喀 且 极 受 欢 迎 的 智力 问答 收视 率 非常 高 ， 自 2006 年 开始 在 专门 的 网 站 

| www.jeopardy.com 上 开发 了 同名 的 网 上 知客 ，IBM 公司 在 开发 超级 计算 机 深蓝 (DeepQA) 并 于 1997 年 成 功 挑战 国际 象棋 大 师 卡 斯 
| 帕 洛 夫 之 后 ， 又 于 2009 年 开发 了 有 其 语 能 力 的 级 计算 机 华 生 (Watson) ， 计 划 让 它 参 加 Jeopardy 这 档 电视 节 于 次 癌 人 闫 的 管 力 改 
起 新 的 挑战 . 2011 年 2 月 14 日 ， 超 级 计算 机 华 生 与 两 位 人 类 超级 选手 Ken Jennings 以 及 Brad Rutter 第 一 次 在 Jeopardy 大 赛 中 打 成 平手 ; 而 在 2 月 
16-17 日 的 比赛 中 ， 华 生 则 以 远 远 高 于 这 两 位 人 类 选手 的 得 分 赢得 比赛 ， 

长 度 为 1 的 平凡 数列 zAleftlangle { + 1} \right\rangle 显然 是 一 个 Pm-{\rm Raney} 数列 .如果 将 数 (1 - m) 
放 在 任何 m 个 皆 为 Pm-{\rm Raney} 数列 的 数列 之 右边 ， 我 们 就 得 到 一 个 新 的 Pm-{\rm Raney} 数列 ， 在 
它 的 部 分 和 增加 到 z+ 2 ， 然 后 是 + 3, \cdots ,+ m 以 及 二 1 时 ， 其 部 分 和 一 直 保 持 是 正 数 . 反 过 来 ， 我 们 
可 以 证 明 ， 如 果 n > 0， 那么 所 有 的 zm-{\rm Raney} 数列 

zleftlangle {{a_0}, \cdots ,{a_{mn}}} \right\angle 都 以 此 种 方式 唯一 地 出 现 ， 最 后 一 项 {a {mn}} 必定 


- 1}} 是 正 妆 
z-{s_{{k_ 1}}} = =1 成立 的 
及 z{s_k} >j. 由 此 推出 


个 都 是 Pm-{\rm Raney} 


z.C_nA{(m)} = \left( {\sum\limits_{{n_1} + {n 2}+\cdots+ {n_ m}=n-1} 
{C_{{n_1}} 人 {mm)}C_{{n_2}}^{(m)} \cdots C_{{n_m}}^{(m)}} } \ight) + 
[n= ON\gquad\guad\qguad\guad\guad(7.68) 


是 一 个 满足 


22G(z) = zG{(z)*m} + 1\guad\quad\quad\quad\quad(7.69) 


面 两 个 有 趣 问 题 的 


的 寡 级 数 ， 那 么 等 于 什么 ? ” 
注意 ， 这 些 问 题 并 不 容易 .通常 在 卡 塔 兰 数 的 情形 (m= 2 我 们 用 二 次 求 根 公 式 和 二 项 式 定 理 对 G(z) 
以 及 它 的 系数 解 出 了 (7.69): 但 当 m 二 3 时， 标准 的 技术 手段 对 于 如 何 求解 三 次 方程 BG = zfGA3} + 1 
没有 给 出 任何 线索 .所 以 ， 在 问 这 个 个 问题 之 前 就 把 这 个 问题 转 成 更 容易 回答 的 形式 了 . 
然而 ， 我 们 现在 已 经 能 够 提出 更 加 困难 的 问题 并 推导 它们 的 答案 了 . 关于 下 面 这 个 问题 又 如 何 呢 : “如 果 17 
是 一 个 正 整数 ， 且 G(z) 是 由 (7.69) 定义 的 震级 数 ， 那 么 等 于 什么 ? ”我 们 刚刚 给 出 的 论证 方法 可 以 用 来 
证 明 是 长 度 为 Pmn +1 且 具有 如 下 三 个 性 质 的 数列 的 个 数 : 

。 其 中 每 个 元 素 或 者 是 +1 ， 或 者 是 (1 - m); 

。 其 部 分 和 全 都 是 正 数 ; 

。 全 部 的 和 等 于 加 1. 
天 为 将 这 [个 有 zim - {\rm{Raney}} 性 质 的 数列 放 在 一 起 ， 我 们 就 能 以 唯一 的 方式 得 到 所 有 这 样 的 数列 . 
从 而 这 样 做 的 方法 数 就 是 


\sum\limits_{{n_1}+ {n_2} +\cdots + {n_1} =n} 
{C_{{n_1}}A{(m)}C_{{n_ 2}}{(m)} \cdots C_{{n_1}}^{(m)}} = 
[{zAn}]G{(z)A}. 
Raney 证 明了 他 的 引 理 的 一 个 推广 ， 此 结果 告诉 我 们 怎样 来 对 这 样 的 数列 计数 : 如 果 
ENefNlangle {{x_1},{x_2}, \cdots ,{x_m}} \right\rangle 是 满足 对 所 有 7 皆 有 巴 {x_j} \leqslant 1 的 任意 一 个 整 
数 数列 ， 且 {x_1} + {x_2} + \cdots + {x_m} =1> 0 ， 那 么 循环 移 位 


zp  \left\langle {{x_1},{x_2},\cdots ,{x_m}} \right\rangle,~~\left\langle 
{{x_2}, \cdots ,{x_m},{x_1}} \right\rangle,~~\cdots ,\left\langle {{x_m)}, 
{x_1}, \cdots ,{x_{m - 1}}} \right\rangle 


中 恰好 有 /个 有 全 部 为 正 的 部 分 和 . 
我 们 可 以 用 数列 BlefNangle{f - 2,1, - 1,0,1,1, - 1,1,1,1} rightwrangle 来 检验 这 个 命题 . 它 的 循环 移 位 是 


仅 有 两 个 标 有 “V” 的 例子 有 全 部 为 正 的 部 分 和 .这 个 推广 的 引 理 在 习题 13 里 给 出 证 明 
一 个 由 +1 和 (1 - m) 组 成 的 长 度 为 Pmn +1 且 总 和 为 1 的 数列 中 ， 世 (1 - m) 必定 恰好 出 现 n 次 . 推广 的 


mn+tl 
引 理 告诉 我 们 ， | n J 1 二 中 有 全 部 为 正 的 部 分 和 . 因此， 这 个 难题 有 一 个 出 人 意 
外 简单 的 答案 对 所 有 整数 ! > 0 都 有 


二 l 
(2G(2) 他 】) (7.70) 


n mn+t+l 


记得 第 5 章 内 容 的 读者 可 能 会 产生 记忆 错觉 “那个 公式 看 起 来 很 眼熟 ， 我 们 以 前 见 过 它 吗 ? ”是 的 ， 的 确 
见 过 ， 兰 伯 特 方程 (5.60) 说 的 是 
rr _ ft 记 十 7 多 
[2 ]%Bi(2) =| n ) 二 


于 是 ， (7.69) 中 的 生成 函数 G(z) 实际 上 必定 就 是 广义 二 项 级 数 号 m(3). 十 分 肯定 的 是 ， 方 程 (5.59) 是 说 


Bn(z) 一色 mn(2) ”一 


~m 


Bn(z) — 1 = zBn(z)" 


是 一 样 的 . 
既然 我 们 已 经 知道 了 处 理 的 是 广义 二 项 式 ， 那 么 就 转 用 第 5 章 的 记号 吧 . 第 5 章 提 到 过 一 批 恒等式 但 未 加 证 
明 . 我 们 现在 就 可 以 填补 部 分 漏洞 ， 证 明 由 


ti 十 1 2 
外,(z) = 
二 ( n ) 产 : 
n 


所 定义 的 震级 数 号 1 (2) 有 惊人 的 性 质 : 只 要 上 和 7 是 正 整数 ， 就 有 


nn 


RAT tn+r 7 之 
Bi1(z) = ( n ) 直 = 


n 


t2 十 了 


示人 能 把 这 些 由 果 失 六 权 取 任意 值 的 ， 轴 ， 四 9 当然 可 以 ， 因 为 和 雪人” 二 上 是 关于 4 和 的 和 


IN . 


nn 
， fs 下 ~ n .7 = DA (z))™ 
tT TlnB(s) _ (rln Bi(2)) Sr. (1 nk hhady 
Bi(z) 一 = nl = 3 m 


nz0 n20 mz1 


所 定义 的 次 蜂 的 系数 是 关于 t 和 的 多 项 式 ， 而 且 那 绎 多 项 式 对 无 穷 多 个 和 的 值 都 等 于 


tn+r 


n /加 +7 ， 所 以 这 两 个 多 项 式 数列 必定 完全 相等 ， 
第 5 章 还 提 到 了 广义 指数 级 数 


n—l 


yn (ta 十]) ey 
Ei(z) = 一 >》， i 3 


mn20 


在 (5.60) 中 它 被 认为 同样 令 人 瞩目 的 性 质 : 


(tn +r)™! 
[aE(z) = (7.71) 
nl 


我 们 能 将 它 作为 关于 吕 i(2) 的 公式 的 极限 情形 加 以 证 明 ， 因 为 不 难 证 明 有 


El z 加 = lim Bl zj/ 六 S 
了 工 一 CO 


7.6 “指数 生成 函数 EXPONENTIAL GENERATING FUNCTIONS 


有 时 候 ， 数列 (9n) 会 有 个 性 质 相当 复杂 的 生成 画 数 ， 而 与 之 相关 的 数列 (gn/m1) 却 有 一 个 相当 简单 的 生成 
函数 .在 这 样 的 我 们 自然 更 愿意 研究 (gr/m) ， 然 后 在 最 后 用 由 相 乘 即 可 .这 种 技巧 常常 极为 有 
效 ， 所 以 我 们 给 它 一 个 特殊 的 名 字 ， 我 们 把 罕 级 数 


n 


G(2) = 2 ,9 (7.72) 


nz0 


“ 


他 


称 为 数列 (90,91,92,…") 的 指数 生成 丽 数 (exponential generating function) 或 者 简称 为 egf. 之 所 以 这 样 
名 ， 是 因为 指数 画 数 e: 是 数列 (1,1,1,…) 的 egf. 


We 
ln fm! 
a el 和 是 数列 


0] [1 [2 
MBE 的 指数 生成 函数 .这 个 数列 的 通常 的 生成 画 数 要 远 为 复杂 〈 而 且 还 是 发 散 的 ) . 


指数 生成 函数 有 它们 自己 的 一 套 基本 运算 ， 这 与 我 们 在 7.2 节 中 所 学 习 的 运算 相 类 似 . 例如 ， 如 有 果 用 2 
乘 \9") 的 egf， 我 们 就 得 到 


pa 


pe Do a 
- 人 n>0 、 


n>0 


这 就 是 (0,90,291,…) = (ngn-1) 的 egf. 


我 们 得 到 乐趣 了 吗 ? 


对 (90;91,92…) 的 egf 关 于 > 求 导 就 给 出 


zl1 


nl 
>», ngn— = -2 en 1) —1) = 2 gn (7.73) 
n>20 


n>0 


这 就 是 (91,92,…) 的 egf， 于 是 ， 在 指数 生成 函数 上 的 微分 与 在 通常 的 生成 函数 上 的 左 移 位 运算 
(G(3) 一 go) 1z 相对 应 . 〈 当 我 们 研究 超 几 何 级 数 (5.106) 时 ， 曾 经 用 过 指数 生成 函数 的 这 一 左 移 位 性 
质 ，) 指数 生成 画 数 的 积分 给 


zntl 


和 Do -DT = = gn 1 1 (7.74) 


nzl 


这 是 一 个 向 右 移 位 ， 它 是 (0,90,91,…*) 的 指数 生成 画 数 ， 


与 通常 的 生成 函数 进行 运算 一 样 ， 对 指数 生成 夯 数 进行 的 最 有 趣 的 运 自古 乘法 . 如 果 F(2) 和 G(2) 是 (fr) 
和 (gn) 的 指数 生成 画 数 ， 那 么 (2)G(z) = 五 (2) 就 是 数列 (hn) 的 指数 生成 画 数 ， 这 个 数列 称 为 (fn) 和 (9n) 的 
二 项 卷 积 (binomial convolution) : 


入 =》 (1) 庆 gn (7.75) 
大 


nn 
\ 系 净 这 » [x)=nl/k(n ok)! 
二 项 式 系数 出 现在 这 里 ， 因 为 (1 本 
hn > pr 
nl kl (no—k)! 
换言之 ， (hn /n!) 在 (fn/n!) 和 (gn/n!) 的 通常 卷 积 . 


二 项 卷 积 在 应 用 中 频繁 出 现 . 例如 ， 我 们 在 (6.79) 中 用 隐 含 的 递归 式 


大 \sum\limits_{j = 0}^m {\left(\begin{matrix} {m + 1}Nvendftmatrix}rightb) 
{B_j}} = [m= 0] 所 有 mm 宇 0 


定义 了 伯 努 利 数 . 如果 用 代替 m+1 并 将 项 到 {B_n} 加 到 它 的 两 边 : 


"B=B,+In=1 
> W 一 ， 所 有 nn 宕 0， (7.76) 


我 们 就 可 以 将 其 改写 成 一 个 二 项 卷 积 ， 通 过 引入 伯 努 利 数 的 指数 生成 丽 数 ， 即 了 2wo 9/ 我 
们 可 以 把 递归 式 (7.76) 与 军 级 数 联系 起 来 如同 第 6 章 里 所 承诺 的 ， (7.76) 的 左边 是 (Bu) 与 常数 数 
列 (1,1,1,…) 的 二 项 卷 积 ， 从 而 左边 的 指数 生成 画 数 是 B(2)e”. 右 边 的 指数 生成 丽 数 是 
> (Bn+t n=) > /n! = Bl(z ) 十 :这样 一 来 我 们 必定 有 B(z)=z/(e: —1), 这 就 证 明了 方程 (6.81) | 它 
就 是 表 7-3 中 的 方程 (7.44) . 

现在 我 们 再 次 来 审视 本 书 里 频繁 出 现 的 一 个 和 式 


Snln) 二 07 二 1m"T++27 二 +.… 十 (n 一 1)™ > km™. 


0<k<n 


次 我 们 要 用 生成 画 数 来 分 析 问 题 ， 若 望 它 会 突然 变 得 更 加 简单 .我 们 将 把 n 看 成 是 固定 的 ,而 把 m 
变量 ， 这 样 我 们 的 目的 就 是 了 解 需 级 数 


S(z) = So(n) + Si(m)z 二 So(m)z22 十 .… 一 > Sm(n)z" 


m2>0 


al 
中 


的 系数 。 我 们 知道 (4 名 太 ,…) 的 生成 函数 


[ou 


从 而 通过 交换 求 和 次 序 得 到 


cv mm 1 
SGz) = 2 Fr = 2 Tr 


m20 0s<k<n 0<k<n 
我 们 可 以 将 这 个 和 式 表示 成 封闭 形式 
| 1 1 1 
90 = (i+ eb 二 
a (7.77) 


i 


日 是 我 们 不 知道 这 样 一 个 封闭 形式 怎样 展开 成 = 的 需 . 
指数 生成 画 数 来 救 场 了 .我 们 的 数列 (50(),51(n), 52(n),…) 的 指数 生成 画 数 是 


了 


> Mm 

S(z,n) = So(n) + Sn)—=+S5 二 +.…=》 9 = 

Sl n) So(n) Si(n) S52 (m3 7 m(n) 一 
mz> 


为 了 得 到 这 些 系数 长 fS_mjn ， 我 们 可 以 利用 (二 训 ,…) 的 指数 生成 画 数 ， 即 
ek> 一 > pr 


m2=0 


而 我 们 有 


$(z,n) = > > 人 一 > er. 


m2z0 0<k<n 0<k<n 


后 面 这 个 和 式 是 一 个 几何 级 数 ， 故 而 有 封闭 形式 


5S(zm) = - (7.78) 


找到 了 1! 我 们 需要 做 的 一 切 就 是 计算 出 这 个 较为 简单 的 函数 的 系数 ， 由 此 我 们 将 知道 P{S_m}(n) ， 


Sm(n) = ml![2"]S(z,n). 


这 里 就 是 伯 努 利 数 一 显 身手 之 处 .我 们 刚刚 注意 到 ， 伯 努 利 数 的 指数 生成 函数 是 


故而 可 以 记 


20 zl z2 2 321 a 
二 (B+ 年 + 于 +) (和 + 下) 


和 式 PA{S_m}(n) 等 于 mm! 乘 以 这 个 乘积 中 a" 的 系数 . 例如 ， 


因为 


n 
So(n) = 0! (Bo 二 ) 一 7; 


n2 n 
Sm) = ( Bos + Bi ) 一 -; 


分 
7 n 


S2(n) = 2 (B03 ++ 语 ) 了 


~ 


一 I~ 
co 

MI MI~ 
Pm 


1 1 
Dn= 5(n)= -=n|n (n—1) 
这 样 一 来 ， 我 们 就 又 一 次 推导 出 公式 加 3 ， 而 且 这 是 所 有 推导 中 最 简单 的 方 
法 : 仅 用 几 行 文字 就 对 所 有 的 m 求 得 己 {S_mjO) 的 一 般 性 状 . 


一 般 的 公式 可 以 写成 


Sm-_1(n) = 1 (B,(n)— Ba(0)), (7.79) 
mm 


中 Bnl7) L 


[ou 
ny 


Bn(7)= > (7) 再 rm (7.80) 
天 


所 定义 的 伯 努 利多 项 式 ， 这 里 给 出 理由 ， 伯 努 利多 项 式 是 数列 (Bo, Bi; Bo,…) 与 (上 二) 的 二 项 卷 积 ， 
从 而 (Bolz); Bi(z), B2(z),…) 的 指数 生成 画 数 是 它们 的 指数 生成 画 数 的 乘积 : 


m ~ yaT2 


2 ze 
B <， Bm 一 一 一 一 一 . 7.81 
全 (DA © Ta ml 6 一 1 


7m20 


， 


这 就 得 到 方程 (7.79) ， 因 为 根据 (7.78) ， (0, soltzh 2si(2) 的 指数 生成 函数 是 


= B(z,n) — B(z,0). 


现在 我 们 转 到 另 一 个 问题 ， 指 数 生成 画 数 正 是 此 问题 所 需要 的 工具 :在 一 个 及 n 个 顶点 {1,2,… ,中 的 完 


1 
全 图 (complete graph) 中 有 多 少 棵 生成 树 ? 我们 把 这 个 数 记 为 如 完全 图 有 2 3" 条 边 ， 每 一 条 边 连 
接 一 对 不 同 的 顶 息 ， 所 以 从 本 质 上 说 ， 我 们 是 要 寻求 用 n 一 1 条 线 连 接 n 件 给 定 物体 的 方法 数 . 


我 们 有 刀 二 刀 二 1 还 有 妈 ==3， 因 为 有 三 个 顶点 的 完全 图 是 一 个 阶 为 2 的 启 ， 我 们 知道 及 = 3. 而 当 n=4 


时 有 16 棵 生成 树 
Re 
PU tl. (782) 


从 而 妇 ==16. 


从 肩 的 类 似 问 题 得 到 的 经 验 启 发 了 我 们 ， 解 决 这 个 问题 的 最 好 方法 是 挑选 一 个 项 点， 在 略 去 与 这 个 特殊 的 
顶点 连接 的 所 有 边 之 后 ， 观 察 生成 树 所 连接 在 一 起 的 块 ， 也 就 是 连通 分 支 ， 如 果 那 些 非特 殊 的 顶点 构成 v 
个 天 小 为 所 ;各 ,hm 的 连通 分 文 ， 那 么 我 们 就 能 用 户 总 … 各 种 方式 将 它们 与 ; 这 个 特殊 的 项 点 连接 起 
例如 ， 在 n=4 的 情形 ， 我 们 可 以 把 左下 方 的 项 点 视 为 特殊 顶点 ， (7.82) 的 最 上 面 一 行 指出 35 种 4 
， 在 这 些 情形 中 另外 三 个 顶点 以 如 种 方式 在 它们 之 间 连 接 ， 然 后 再 以 3 种 方式 与 左下 方 的 顶点 连接 


已 


Ei 


Se 


(7.82) 的 最 后 一 行 指出 “1 Cs 解 ， 在 这 些 解 中 另外 三 个 顶点 以 人 为 2 
及 1 的 连通 分 支 ， 还 有 一 种 情形 忆 ， 在 此 情形 下 ， 另 外 三 个 顶点 相 扎 之 间 完 全 不 连通 、 


这 一 推理 方法 给 出 递归 式 


1 7 一 工 
如 = 2 二 >», 全 aa .nt tra tk, 


m>0 ”大 十 … 十 Km 一 mn 一 1 对 所 有 En > 1. 
zleft(\begin{matrix}{n - 1M\{{k_1},{k_2}, \cdots, 
理由 如 下 : 有 {km} end{ matrix}\right) 方式 给 一 列 大 小 
分 别 为 入 ,有 ,… ,hm 的 m 个 连通 分 支 指 定 nn 一 1 个 元 素 ,， 有 wi{t_{{k_1}}}{t_{{k_2}}} \cdots {t_{{k_m}}} 
种 方式 把 那些 具有 生成 插 的 单个 连通 分 支 连接 起 来， 有 局 ;应 ,km 种 方式 将 顶点 n 与 那些 连通 分 支 连 接 


ee 


起 来 ; 我 们 再 用 ml! 来 除 ， 因 为 希望 不 考 虚 这 些 连 通 分 支 的 次 序 ， 例 如 ， 当 n = 4 时 该 递归 式 


Ba {t_4} = 3{t_3}+\frac{1}{2}\eft( {\left(\begin{matrix}3\ 
{1,2}MNend{matrix}\right)2{t_1}{t_2} + \left(\begin{matrix}3\\ 
{2,1}MNend{matrix}\right)2{t_2}{t_1}} \right) + \frac{1}{6}\eft( 
{\left(\begin{matrix}3\{1,1,1}Mend{matrix}\right)t_1^3} \right) = 3{t_3}+ 
6{t_2}{t_1}+t_1 人 3. 


关于 2{t_n} 的 递归 式 初 看 起 来 令 人 生 旦 ， 甚 至 可 能 使 人 感到 可 怕 ， 但 是 它 实际 上 并 不 太 差 ， 只 不 过 是 有 
些 复杂 . 我们 可 以 定义 


zs{u_n} = nt{t_n}, 
然后 一 切 都 可 以 大 大 得 到 简化 : 


Ba \frac{{{u_n}}}{{n!}} = \sum\limits_{m > 0} {\frac{1} 
{{m!}}M\sum\limits_{{k_1}+ {k 2}+\cdots+ {k m}=n-1} 
{\frac{{{u_{{k_1}}}}}{{{k_ 1}!}}\Mfrac{{{u_{{k 2}}}}}{{{k 2}!}} \cdots 
\frac{{{u_{{k_m}}}}}{{{k mr },~~n > 
1\guad\quad\guad\qguad\guad(7.83) 


内 和 是 指数 生成 函数 zAhat U(z) 中 2{z^{n - 1}} 的 系数 取 m 次 曙 ， 当 n= 1 时 我 们 也 得 到 正确 的 公式 ， 如 
果 添 加 与 m = 0 的 情形 对 应 的 项 zAhat U{(z)^0}. 因此 对 所 有 > 0 就 有 


\frac{{{u_n}}}{{n!}} = [{z^{n - 1}}]N\sum\limits_{m \geqslant 0} 
{\frac{1}{{m!}}M\hat U{{(2)Hm}} = [{z^{n - 1}}H{{\rm{e}}{\hat U(z)}} = 
[{z^n}Jz{{\rm{e}}^{\hat U(Z)}}, 


于 是 我 们 就 有 方程 


zhat U(z) = z{{\rm{e}}^{\hat U(z)}}\quad\quad\quad\quad\quad(7.84) 
有 进展 ! 方程 (7.84) 几乎 与 
zAmathcal{E}(z) = {{\rm{e}}{z\mathcal{E}(z)}} 


很 像 了 ， 这 个 方程 定义 了 (5.59) 和 “(7.71) 中 的 广义 指数 级 数 zAmathcal{E}(z)=\mathcal{E}_1(z) . 的 
确 ， 我 人 这 


zAhat U(z) = z\mathcal{E}(z). 


故而 我 们 可 以 很 快 写 出 问题 的 答案 : 


ps {tn}=\frac{{{u_n}}}{n} = xfractftnyni[fzAnyhhatU(CzD)=-1)! 
[{z^{n -THNmathcal{E}(z) = {n^{n - 2}}.\quad\quad\quad\guad\guad(7.85) 


对 每 个 Pn > 0,~~\left{ {1,2, \cdots ,n} \right\} 上 的 完全 图 恰好 有 户 {fnAfn - 2}} 棵 生成 树 . 


7.7” 狄 利 克 雷 生成 画 数 DIRICHLET GENERATING FUNCTIONS 


的 核 " 夯 


数 已 {K_n}(z) 都 能 使 
zs{K_n}(z) = {zAnjnl ， 


他 方法 可 以 从 一 个 级 数 生 


Psumvlimits_ n {{g_n}{K_n}(z)} = 0~~\Rightarow~~{g_n} =0 


成 一 个 数列 ， 


至 少 原则 上 说 ， 任 何 一 组 满足 


1 通常 的 生成 画 数 


我 们 也 


| 2:{K_n}(z) = 


用 下 降 的 阶 


BF.{ZA{Nunderline n }}/n! = A de 


对 于 生 


称 为 狄 利克 雷 生 成 钞 数 ， 


例如 ， 常 数 数列 (1,1,1,… 


这 就 是 黎 曼 所 zeta 画 数 ， 
狄 利克 雷 生 成 函数 的 乘积 与 一 


成 函数 和 指数 生 
不 是 从 n==0 开 


pa 


al 


a 


Pal 


成 丽 数 来 说 ， 
始 的 数列 (91,92,…) 


简称 dgf， 


7 的 狄 利克 雷 


\sum\limits_{n \geqslant 1} {\frac{1}{{{n^z}}}} = \zeta 
(z)\quad\guad\quad\guad\quad(7. 


z2z > 1 时 ， 我 们 也 称 它 是 广义 调和 数 
类 特殊 的 卷 积 相对 应 : 


\tilde F(z)Ntilde G(z) = \sum\limits_{l,m \geqslant 1} {\frac{{{f 1}}} 


选择 是 用 核 函 


最 重要 的 另 


eps 


{zn} ， 


而 指数 生成 函数 用 


(所 及) 


乘 需 己 {zA{f\underline n }} ， 或 者 用 


数 p21/{n^z} ， 


\tilde G(z) = \sum\limits_{n \gegslant 1} {\frac{{{g_n}}} 


{{{n^z}}}}.\quad\quad\quad\qguad\guad(7.86) 


对 为 德 


生成 函数 是 


导数 学 家 G. 工 . 狄 利克 雷 


gd 


雷 (1805 一 1859) 


87) 


BH _\infty ^{(z)}. 


它 适用 于 从 nn =] 


二 项 式 系 数 


台 而 


关于 它 做 了 许多 工 


{{{l^z}}}\frac{{{g_m}}}{{{m^z}}}} = \sum\limits_{n \gegslant 1} 
{\frac{1}{{{n^z}}} sum\limits_{l,m \gegslant 1} {{f_ l}{g_m}ll \cdot m = 


D]} }. 


从 而 Bilde F(z)\tilde G(z) = \tilde H(z) 是 数列 


PN 


的 狄 利 殉 雷 生成 画 数 . 


例如 ， 由 


换 句 训 


pAzeta 


当 数 列 


6 说 ， 


/ \ 
‘91; 92;""") 


时 ， 狄 利 元 雷 生 


Pal 


{h_n} = \sum\limits_{d\backslash n 


} {{f_d} 


{g_{n/d} }\guad\quad\guad\quad\guad(7.88) 


4.55) 我 们 知道 FNsum\nolimits_{d\backslash n} {\mu (qd)} 
FNeftlangle {\mu (1),\mu (2),\mu (3), \cdots } right\rangle 与 (1,1,1,.…") 


=[n=1], 


{{{n^z}}}} = 1\guad\qguad\quad\guad\quad(7.89) 


是 积 性 函数 (multiplicative function) 


， 也 即 


2{g_{mn}} = {g_m}{g_n}~~~~~~~ 


成 画 数 特别 有 


价值 . 


这 种 情 


在 形 下 ， 对 所 及 


定 ， 我 们 能 ; 


等 


例如 ， 如 果 对 所 有 nn 


令 gn = 


gn 


狄 利克 雷 生 成 画 数 分 解 成 取 遍 素数 的 乘积 ; 


， 我 们 就 得 到 黎 曼 zAzeta EE 


ENeftlangle {\mu (DAmu (2)Amu (3), \cdots } \right\rangle 的 狄 利克 雷 生成 函数 就 
{(z)A{ - 1}}. 


m \botn 


的 值 都 


函数 的 一 个 乘积 表示 : 


这 就 是 默 比 号 
的 狄 利 殉 雷 卷 积 ， 


\tilde M(z)\zeta (z) = \sum\limits_{n \geqslant 1} {\frac{{[n = 1]}} 


En 


故 有 


斯 数列 


n 为 素数 寡 时 gn 的 值 来 妇 


默 比 乌 斯 函数 取 值 为 emu(p)=-1， 而 对 世 k>1 有 mu({fpAkj=0， 从 而 它 的 狄 利克 雷 生成 函数 是 


这 当然 与 (7.89) 和 “(7.91) 一 致 . 欧 拉 ” 画 数 取 值 为 Evarphi ({pAk]j) = {pAk] - {pA{k - 1}} ， 故 而 它 的 狄 
利克 雷 生成 画 数 有 分 解 的 形式 


我 们 得 到 结论 Btilde \Phi (z) = \zeta (z - 1)N\zeta (z). 


习题 
热身 题 
1 一 位 古怪 的 多 米 话 骨 牌 搜集 者 ， 搜 集 。， 他 为 每 个 垂直 的 多 米 诺 牌 付 4 美元 ， 而 为 
os 祖 放 六 一 标准 ， 有 多 少 种 铺设 恰好 值 m 美元 ? 例如 当时 m = 6 时 有 三 个 
坚 : 由 

zAleft\langle {2,5,13,35, \cdots } \right\rangle = \left\langle {{2^n} + {3An}} 
2 ”给 出 数列 \right\rangle 生成 函数 和 指数 
生成 函数 的 封闭 形式 . 


3 PMsum\nolimits_{n \geqslant 0} {{H_n}H{{10} 人 An}} 等 于 什么 ? 


4 ”有 理 函 数 =P(z)/Q(z) 4 的 一 般 展开 定理 并 不 完全 是 一 般 性 的 ， 因 为 它 要 求 的 次 数 小 于 8 的 次 数 . 如 
果 已 有 更 大 的 次 数 ， 将 会 发 生 什么 ? 


5 求 一 个 生成 丽 数 s(z) ， 使 得 


Ma 


基础 题 
6 ”证 明 ， 递 归 式 (7.32) 可 以 用 成 套 方法 而 不 用 生成 函数 求解 . 
7 “求解 递归 式 


| 


zs: \begin{aligned}&{g 0}= 1;\&{g n} = {g_{n-1}}+2{g {n-2}}+ 
\cdots + n{g_0},~~n > 0.\end{aligned} 


8 ”等 于 什么 ? 
9 ”利用 上 一 题 的 结果 计算 PNsumnolimits_{k=0}n {{H_k}{H_{n-k}}}. 


10 ”在 恒等式 (7.62) 中 令 Er =s=-12 ， 然 后 利用 与 (5.36) 相似 的 技巧 去 掉 所 有 出 现 的 户 1/2. 你 推导 
出 什么 样 惊人 的 恒等式 ? 


我 推断 Clark Kent 真 是 一 个 超人 . 9 


9 第 10 题 中 “你 推导 出 什么 样 惊人 的 恒等式 ? ”的 英文 原文 是 What amazing identity do you deduce? 在 动漫 以 及 喜剧 作品 中 ， amazing identity 的 
含义 是 指 剧 中 人 物 “ 神 秘 而 令 人 惊讶 的 身份 ”，Clark Kent 是 美国 著名 电视 剧 Smallville (《 超 人 前 传 》) 中 的 人 物 


11 这 个 问题 的 三 个 部 分 是 相互 独立 的 ， 它 可 以 作为 处 理 生成 函数 的 练习 .我 们 假设 
BA(Z) = \sum\nolimits n {{fa_nj{fzAn}},~>~B(z) = \sumnolimits n {{b_n} 
{zAn}},>~C(Cz) = \sum\nolimits n {{fc_n}{zAn}} ， 且 对 取 负 值 的 其 系数 为 零 . 


a 如 果 己 {c_n} = \sumwolimits_{j + 2k \leqslant n} {{a_j}{b_k}} ， 试用 4 和 BB 表示 22C. 


b 如 果 zin{b_n} = \sum\nolimits_{k = 0}An {{2^k}{a_k}/(n - k)!} ， 斌 用 B 表示 4. 


z.{a_n} = \sum\nolimits_{k = 0}n {\left(\begin{matrix}{r + 
c 如 果 了 是 实数 ， 且 kjNeendfmatrixjvighD{fb_{fn- k}}} ， 试 用 BB 表 
示 PA; 然后 用 你 的 公式 求 系数 pu{f_k}(r) ， 使 得 zi{b_n} =\sum\nolimits_{k = 0}An {{f_ kfa_ {n-k}}}. 


12 ”将 数 zAleft{ {1,2, \cdots ,2n} \right\} 排列 成 一 个 2 x n 阵列 ， 使 得 行 和 列 按照 从 左 向 右 以 及 从 上 向 下 
都 递增 的 次 序 排 列 ， 这 样 有 多 少 种 方式 ? 例如 ， 当 = 5 时 的 一 个 解 是 


zleft(Cbegin{matrix}l&2&4&p5&8N3&6&7&9&{fl0hhendftmatrix}Nright). 
13 ”证 明 在 (7.70) 前 面 陈述 的 Raney 的 推广 引 理 . 
14 指数 生成 函数 求解 递归 式 
zp \begin{aligned}&{g_0} = 0,~~~~~ {g_1}=1\&{g n}=-2n{g_{n-1}} 
+ \sum\limits_k {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){g_k}{g_{n- 
k}}},~~n > 1.\end{aligned} 


15 ”贝尔 数 己 {\varpi_n} 是 将 的 件 物品 划分 成 子 集 的 方法 数 . 例如 局 {\varpi 3} = 5 ， 因 为 我 们 可 以 用 以 下 
方法 对 FANleft{ {1,2,3} \right\} 进行 划分 : 


wi\left{ {1,2,3} \right\};~~\left\{ {1,2} \right\} \cup \left\{ 3 \right\};~~\eft\{ 
{1,3} \right\} \cup \left\{ 2 \right\};~~\left\{ 1 \right\} \cup \left\{ {2,3} 
\right\};~~\left\{ 1 \right\} \cup \left\{ 2 \right\} \cup \left\{ 3 \right\}. 


z-{\varpi_{n + 1}} = \sum\nolimits k 
E 明 {\Jeft(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){\varpi_{n - k}}} ， 并 用 这 个 递归 式 求 出 指数 
生成 函数 z2P(z) = \sumvolimits_n {{\varpi_n}{zAn}/n!} 的 封闭 形式 . 


证 攻 1 


16 ”两 个 数列 (an) 和 Bleflangle {{b_n}} Nightwangle 由 卷 积 公 式 


PF {b_n} =\sum\limits_{{k_1}+2{k_ 2}+\cdots +n{k n}=n} 
{\left(\begin{matrix}{{a_1} + {k_1} -1 
{{k_1}}M\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{{a_ 2} + {k_2} - 1}\\ 
{{k_2}}M\end{matrix}\right) \cdots \left(\begin{matrix}{{a_n} + {k_n} -TIN 
{{k_n} Mend{matrix}\right)} 


联系 在 一 起 ， 又 有 PA{a_0} =0 以 及 局 {fb_0} =1. 证 明 : 对 应 的 生成 函数 满足 
FnB(z) = A(z) + \frac{1}{2}A({z^2}) + \frac{1}{3}A({z^3}) + \cdots. 


17 ”证 明 : 一 个 数列 的 指数 生成 函数 zAwidehat G(z) 与 通常 的 生成 函数 Gl3) 由 公式 
zint_{~O}{Minfty } {\hat G(CZD{ftrmfteA - t}}{\rm{d}}t} = G(z) 

联系 在 一 起 ， 如 果 这 个 积分 存在 的 话 . 

18 ” 求 以 下 数列 的 狄 利克 雷 生成 函数 : 


af{g Dn} =\sqrtn; 
bs:{g_n} = \in ni 
全 : 


将 你 的 答案 用 ezeta 函数 表示 出 来 . (无 平方 因子 性 质 在 习题 4.13 中 定义 . ) 


19 每 个 满足 万 = 工 的 寡 级 数 2.F(z) = \sum\nolimits_{n \geqslant 0} {{f_n}{zAn}} 按照 规则 


e-F{(Z)AX} = \sum\nolimits_{n \gegslant 0} {{f_n}\eft( x \right){z^n}} 


定义 一 个 多 项 式 数列 苞 {f_n}(x) ， 其 中 成 [fnj(D) = {fn} ， 而 成 {f_nj(0) = m = 0]. 一 般 来 说 ， 导 {f_n}(x) 
的 次 数 为 En. 证 明 ; 这 样 的 多 项 式 总 满足 卷 积 公式 


zi\begin{alignedMN\sum\limits_{k = 0}n {{f_k}(x){f_{n-k}}(y)} &= {f_n} 
(XxX+y);\(x + yNsum\limits_{k = 0}n {k{f_k}(x){f_{n - k}}(y)} &= 
xn{f_n}(x + y).\end{aligned} 
( 表 5-5 和 表 6-8 中 的 恒等式 是 这 一 技巧 的 特殊 情形 . ) 


你 说 的 “一 般 来 说 "是 什么 意思 ? 如 果 局 ff_1=f_2=\cdots=f_{m-1}=0 ， 那 么 世人 fn(x) 的 次 数 至 多 为 世 Nfloor n/m\rfloor . 


nm 


20 ”如 果 一 个 窜 级 数 G(z) 存在 有 限 多 个 不 全 为 零 的 多 项 式 局 {P_0}(zj, \cdots ,{P_m}(z) ， 使 得 
z-{P_0}(z)G(z2) + {P_1}(2)G'(z) + \cdots + {P_m}(Z){GA^{(m)}}(z) = 0. 


那么 称 它 为 可 微 有 限 的 (differentiably finite) ， 如 果 一 个 数列 (90,91,92,…) 存在 有 限 多 个 不 全 为 零 的 多 项 
式 A{p_0}(z), \cdots ,{p_m}(z) ， 使 得 对 所 有 整数 nn 0 都 


nt 


z{p_0}n){g nj + {p_1}(n){g {n+1}}+\cdots+ {p_m}(m{g {n+m}}= 


那么 称 它 为 多 项 式 形式 递归 的 (polynomially recursive) . 证 明 : 一 个 生成 函数 是 可 微 有 限 的 ， 当 且 仅 当 
它 的 系数 数列 是 多 项 式 形式 递归 的 . 
作业 题 


21 一 个 强盗 抢 动 了 一 家 银行 ， 索要 由 10 美 元 和 20 美 元 日 成 的 500 美 元 ， 他 还 想 知道 出 纳 可 以 将 这 笔 钱 付 
给 他 的 方法 数 . 求生 成 函数 G(z) ， 对 于 它 这 个 数 ， 再 求 一 个 更 紧 凌 的 生成 函数 
\G\end{matrix}(z) ， 对 于 它 这 个 数 是 (a) 利 用 部 分 分 式 确定 所 要 求 的 方法 数 ，(b) 利 
与 (7.39) 类 似 的 方法 确定 所 要 求 的 方法 数 . 


他 会 接受 区 2vimes n 多 米 诺 铺设 问题 的 解决 方案 吗 ? 


三 角 剖 分 ”的 所 有 方法 之 和 ; 


A 


| 


NS 


22 设 尸 是 将 多 边 


(第 一 项 表示 一 个 只 有 两 个 顶点 的 退化 的 多 边 形 ， 其 他 的 每 一 项 都 条 示 一 个 被 分 割 成 三 角形 的 多 边 形 . 例 
如 ， 一 个 五 边 形 可 以 用 五 种 方式 进行 三 角 训 分 ，) 在 三 角 痢 分 的 多 边 形 4 和 BB 上 定义 “乘法 "运算 
>A\DeltaB ， 使 得 方程 


BF.P =\、+ P\DeltaP 
成 立 . 然后 用 “ > ”代替 每 一 个 三 角形 ; 关于 将 一 个 半边 形 分 解 成 三 角形 的 方法 数 ， 你 能 知道 什么 ? 


23 ”一 根 P22 \times 2 \timesn 的 柱子 可 以 通过 多 少 种 方法 用 局 2 \times 1 \times 1 砖 块 建造 ? 
建造 柱子 的 方法 数 要 比 你 能 付出 钱 款 的 方法 数 更 多 一 些 ， 因 为 有 工会 撑腰 ， 建 筑 工 人 要 价 很 高 . 


24 ” 当 zn \geqslant 3 时， 在 一 个 n 轮 中 有 多 少 棵 生成 树 ? (n 轮 1 它 在 一 个 圆 上 有 个 “外 面 
的 ”顶点 ， 每 一 个 这 样 的 顶点 都 与 第 (tr 二 联 个 位 于 “中 心 ? 的 顶点 相连 接 . 


25 ” 设 mn>2 是 一 个 整数 .作为 2 和 m 的 函数 ， 数 列 FAleftlangle {nbmod m} \right\rangle 的 生成 函数 的 
封闭 形式 是 什么 ? 利用 这 个 生成 函数 ， 用 复数 PMomega = {{\rm{e}} 人 {2{\rm{\pi }}i/m}} 来 表示 “n mod mm 


| 


26 


(例如 ， 当 m=2 时 有 PNomega=-1 以 及 Pin\bmod2=\frac{1}{2} -\frac{1}{2}{(- DAn}.) 


二 阶 斐 波 那 契 数 FAleft\llangle \mathfrak{F}_n \right\rangle 由 递归 式 


jz-:\begin{aligned}&\mathfrak{F}_0=0~;~~~\mathfrak{F}_1=1;\&\mathfrak 


{F}_n=\mathfrak{F}_{n-1}+\mathfrak{F}_{n- 
2}+F_n~,~~n>1\end{aligned} 


定义 . 将 PAmathfrak{F}_n 用 通常 的 斐 波 那 契 数 已 {(F_n} 与 已 {F_{fn + 1}} 表示 出 来 . 


27 


2 x 和 矩形 的 一 


方式 : 


如 果 我 们 将 两 个 这 样 的 
的 线 与 如 下 的 线 


组 合 起 来 ， 结 果 就 是 


多 米 诺 铺 设 ， 也 可 以 被 视 为 在 一 个 由 点 组 成 的 2 x 阵列 中 画 出 n 条 不 相交 的 线 的 


图 案 千 加 起 来 ， 就 得 到 一 组 回路 ， 这 是 由 于 每 点 都 与 两 条 线 相连 . 例如， 如 果 上 面 


组 合 起 来 也 得 到 同一 组 回路 . 但 是 ， 如 果 在 第 一 个 图 案 中 交替 用 向 上 /向 下 /向 上 /向 下 /..…. 的 箭头 为 垂直 的 
线 指定 方向 ， 而 在 第 二 个 


从 县 加 的 图 案 中 重新 构造 


这 检 
论 . 


fF 一 来， 这 种 定向 回 


图 案 中 交 闪 用 向 下 /向 上 /向 下 /向 上 上 a 的 箭头 为 垩 直 的 线 指定 方向 ， 我 们 就 得 到 
出 原来 图 案 的 唯一 一 种 方式 . 例如 ， 


路 图 案 的 个 数 必定 是 PT_nA2 =F_{n + 1jA2 ， 我 们 应 该 可 以 用 代数 方法 证 明 此 结 


人 ， 设 @ 是 定向 的 2 xn 回路 图 案 的 个 数 . 求 @ 的 递归 式 ， 用 生成 画 数 对 它 求解 ， 代数 方法 推导 出 
zs:{Q n} =F_ {n+1}2. 


28 (7.39) 中 4(2) 的 系数 


此 给 H 
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30 


A 到 G 


31 


BA Ir}+{A {r+10}}+ {A_{r+20}}+ {A_{r+30}}= 100~(~0 
满足 \leqslant r < 10~) 对 


出 一 个 “简单 的 ”解释 . 


斐 波 那 契 乘 积 的 和 式 


ez \sum\limits_{m > 0~} {\sum\limits_{{\scriptstyle{{k_1} + {k_2} + \cdots 


十 


于 什么 ? 


如 果 生 成 函数 52G(z) = 1/(1 - \alpha z)(1 - \beta z) 有 部 分 分 式 分 解 ea/(1 - \alpha z) + b/(1 - \beta z) ， 导 
{(z)Anj 的 部 分 分 式 分 解 是 什么 ? 


正 整 数 n 的 什么 档 


{k_m} = n}}M\atop{\scriptstyle{{k_1},{k_2}, \cdots ,{k_m} > 0}}} 
{{F_{{k_1}}}{F_{{k_2}}} \cdots {F_{{k_m}}}}} 


| 


的 函数 9 满足 递归 式 


h 2” 是 欧 拉 ”函数 ? 


zAsum\limits_{d\backslash n} {g(d)\varphi (wd)} = 1, 


32 “等 差 级 数 (arithmetic progression) 是 一 个 无 限 的 整数 集合 
eleft{ {an +b} \right\} = \left\{ {b,a + b,2a + b,3a + b, \cdots } \right\}. 

如 果 每 个 非 负 整 数 在 一 组 数列 的 唯一 一 个 数列 中 出 现 ， 那 么 这 组 等 差 数 列 

ENeftf {{a_ljn + {b_1}} \right\}, \cdots , Neft\{ {{a_m}n + {b_m}} vight\} 称 为 精确 覆盖 (exact cover) . 

例如 ， 三 个 数列 PANleft{ {2n} \right\},\left\{ {4n + 1} \right\},\eft\{ {4n + 3} right 就 构成 一 个 精确 覆盖 .证 

明 ， 如 果 PNeft{ {{fa_ljn + {b_1}} \right\}, \cdots ,Neft\{ {{a_m}n + {b_m}} vight\} 是 一 个 满足 

.2 \leqslant {a_1} \leqslant \cdots \leqslant {a_m} 的 精确 覆盖 ， 那 么 zi{a_{m-1}}= {a_m)}. 

提示 : 利用 生成 函数 . 

考试 题 

33 ”等 于 什么 ? 


34 ”如 果 


PP {G_n}(z) = \sum\limits_{k \leqslant n/m} {\left(\begin{matrix}{n - 
mk}\k\end{matrix}\right){z^{mk}}}, 


NS 


式 (这 里 m 是 一 个 国定 的 正 整 


求 出 生成 画 数 pMsum\nolimits_{n \geqslant 0} {{G_n}(z){wA^n}} 的 封闭 
数 .) 


35 ”用 两 种 方法 计算 和 式 PMsum\nolimits_{0 <k<n} {lka -kK)}: 
a 将 求 和 项 展开 成 部 分 分 式 ; 
b 将 和 式 当 作 卷 积 处 理 ， 并 利用 生成 函数 . 


36 ” 设 4(2) 是 FNeftNangle {{a_0},{a_1},{a_2},{a_3}, \cdots } vight\rangle 的 生成 函数 . 用 4、 和 m 表 
示 PMNsumnolimits_n {{a_{\left\floor {n/m} \right\rfloor }} {zn}}. 


37 ” 设 an 是 将 正 整数 n 表示 成 2 的 暴 之 和 的 方法 数 ， 不 考虑 次 序 . 例如 22{a_4} = 4 ， 因 为 4= 2+2 = 
2+1+1 =1+1+1+1. 习惯 上 ， 我 们 取 避 {a_0} =1. 设 户 fb n} = \suminolimits_{k = 0}An {{a_k}} 是 前 面 若干 
个 a 的 累积 和 式 . 

a 做 出 一 张 直到 n= 10 的 a 与 5 的 表 . 你 会 在 这 张 表 里 观察 到 何 种 惊人 的 关系 ? (不 需要 证 明 . ) 

b 将 生成 函数 4(z) 表示 成 无 穷 乘积 . 

c 利用 b 中 的 表达 式 证 明 a 中 的 结论 . 

38” 求 出 二 重生 成 函数 


z2 M\left( {w,z} \right) = \sum\limits_{m,n \geqslant 0} {\min \left( {m,n} 
\right){wAm}{z^n}} 


的 封闭 形式 .针对 固定 的 m2 推广 你 的 答案 ， 从 而 得 出 


zw-M({z_1}, \cdots ,{z_m})= \sum\limits_{{n_1}, \cdots ,{n_m} \gedqslant 0} 
{\min ({n_1}, \cdots ,{n_m})z_1^{{n_1}} \cdotsz_m^{{n_m}}} 


的 封闭 形式 . 
39 ”给 定 正 整 数 m 和 n ， 求 出 


NS 


zz \sum\limits {1 \leqslant {k_1} < {k 2} <\cdots < {k_m} \leqslant n} 


{{k_1}{k_2} \cdots {k_m}} 和 
zz \sum\limits {1 \leqslant {k_1} \leqslant {k_2} \leqslant \cdots \leqslant 
{k_m} \leqslant n} {{k_1}{k_2} \cdots {k_m}} 的 封闭 形式 . 


(例如 m=2 和 n=3 时 ， 相 应 的 和 是 司 1 \times 2 +1\times 3+2\times3 以 及 
p21 \times 1 + 1 \times 2+ 1 \times 3+2 \times 2 +2 \times 3 + 3 \times 3.) 


提示 : 生成 函数 (1 + {a_1}z) \cdots (1+ {a_n}z) 和 221/(1 - {a_1}z) \cdots (1 - {a_n}z) 中 az" 的 系数 是 什 
么 ? 


40 ”用 封闭 形式 表示 . 


41 ”一 个 阶 为 n 的 上 -下 排列 (up-down permutation) 是 整数 {1,2,… 中 的 一 个 交错 增加 和 减少 的 排列 
z-{a_1}{a 2} \cdots {a_n}: 


z2{a_1} < {a_2} > {a_3} < {a_4} > \cdots. 


例如 ，35142 是 一 个 阶 为 5 的 上 ?下 排列 . 如 果 已 {A_n} 表示 阶 为 n 的 上 -下 排列 的 个 数 ， 证 明 : 《4x) 的 指数 


生成 函数 是 PX(1 + \sin z)Ncos z. 


42 空间 探索 发 现 ， 火星 上 有 机 物 的 DNA 符号 组 成 ， 而 不 是 地 球 上 DNA 的 那 4 种 元 素 ， 它 们 被 记 为 
za(a,b,c,d,e). cd、ce、ed 和 ee 这 四 对 ， 在 火星 的 DNA 序 列 ! 从 来 没有 连续 出 现 过 ， 而 其 他 任何 未 被 禁止 的 元 
素 对 的 序列 都 是 可 能 出 现 的 . (于 是 ，bbcda 是 不 允许 的 ， 但 bbdca 就 没有 问题 ，) 那么 可 能 有 多 少 个 长 度 
为 n 的 火星 DNA 序 列 ? ( 当 ， 答案 是 21， 因 为 DNA 左 端 和 右 端 是 可 以 辨认 的 .，) 


43 ”一 个 数列 (gm 的 牛顿 生成 函数 定义 为 


| 
to 
i 


z-\mathop {\mathop G\limits^ \bullet }Mlimits 人 \. \eft( z \right) = \sum\limits_n 
{{g_n}\left(\begin{matrix}z\n\end{matrix}\right)}. 


求 定 义 了 数列 (fn) 、(9n) 和 (hn) 之 间 关系 的 卷 积 公 式 ， 这 些 数列 的 牛顿 生成 函数 由 方程 
zAmathop FMimits^ \bullet (ZNmathop G\limits^ \bullet (z) = \mathop 

HNimits^ \bullet (z) 联系 在 一 起 .尽量 使 公式 简单 和 
对 称 . 


44 设 血 是 当 半 个 数 世 left( {{x_1}, \cdots ,{x_n}} \right\} 相互 比较 时 可 能 的 结果 个 数 . 例如 
z2{q_3} = 13 ， 因 为 可 能 的 结果 是 


B.\begin{falignedj&{x 1}<{X2}<{X 3 1 < {x 2} = {x_3}~;~~ 
{x_1} < {x_3} < {x_2}~;~~~{x_1}= {x_ 2} < {x_3}~;\&{x_1N;= 
{x_{2;}} = {Xx_3}~;~~{x_1}= {x_3} < {x_2}~;~~{x_2} < {x_1} < 

{Xx_3}~;\&{x 2} < {x_1} = {x_3}~;~~{x_2} < {x_3} < {x_1}~;~~{x_2}= 

{x_ 3} < {x_1}~;\&{x 3} < {x_1} < {x 2}~;~~{x_3} < {x_1}= {x_2}~;~~ 

{x_3} < {x_2} < {x_1}.\end{aligned} 


求 指数 生成 函数 FANwidehat Q(z) = \sum\nolimits_n {{g_n}{zAn}/n!} 的 封闭 形式 .再 求 数列 
zleft\langle {{a_n}} \right\rangle,~~\left\langle {{b_n}} 
\right\rangle,~~\left\langle {{c_n}} \right\rangle ， 使 得 


sp {qn}=\sum\limits_{k \geqslant 0} {{k^n}{a_k}} = \sum\limits k 
{\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix}{b_k}} = \sum\limits_k {\left\langle 
\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right\rangle {c_k}} ， 所 有 zn > 0. 


45 “计算 esumvolimits_{mn > 0} {[m \bot n]/{m^2}{n^2}}. 
封闭 形式 计算 


46 


出 


BP \sum\limits_{0 \leqslant k \leqslant n/2} {\left(\begin{matrix}{n - 
2k}\k\end{matrix}\right){ {\left( {\frac{{ - 4}}{{27}}} \right)}^k}}. 


蕊 {zA3} - {zA2} + \frac{4} {{27}} = \eft( {z + \frac{1}{3}} \right) {\eft( {2 - 
提示 : \frac{2}{3}} vight)^2}. 


47 ”证 明 :”(7.34) 中 给 出 的 3 x 多 米 诺 铺设 的 方法 数 忆 {U_n} 和 Wh ， 与 收敛 于 sqrt 3 的 Stern-Brocot 
树 中 的 分 数 密切 相关 . 


48 ”对 某 些 满 足 二 gcd (ab,c,d) = 1 的 整数 (a,b,c,d) ， 有 某 个 数列 (9n) 满足 递归 式 
Pafg n} +b{g_ {n+1}}+c{fg {n+2}}+d=0， 整 数 n>0. 
对 介 于 0 和 1 之 间 的 某 个 实数 a ， 它 还 有 封闭 形式 
2{g_n} = \left\floor {\alpha {{(1 + \sqrt 2 )}An}} rightvrfloor ， 整 数 n > 0. 


求 出 za,b,c,d 以 及 zAalpha. 
49 “这 是 一 个 关于 需 以 及 奇偶 性 的 问题 . 
基 辛 格 ， 请 记 笔记 . 


a 考虑 由 公式 
.fa n}j={(L+Nsqrt2)An}y+{(L-Nsqrt2)An} 
zleftNangle {{a_0},{a_1},{a_2}, \cdots } \right\rangle = \left\langle {2,2,6, 
定义 的 数列 \cdots } \right\rangle. 求 由 这 个 数列 所 满足 
的 简单 的 递归 关系 . 


b 证 明 : 对 所 有 整数 n> 0 有 leftNlceil {{{(1 + \sqrt 2 )} 人 An}} ight\rceil \equiv n~(\bmod 2). 


c 求 一 个 形 如 zp + \sqrt q )/2 的 数 a ， 使 得 对 所 有 整数 n> 0 都 有 
zAleft\floor {{\alpha 和 ^n}} \rightvfloor \equiv n~(\bmod 2) ， 其 中 PP 和 4 是 正 整 数 . 


附加 题 
50 “习题 22 续 ， 考 虑 将 一 个 多 边 形 分 解 成 多 边 形 的 所 有 方法 之 和 : 


对 咏 求 一 个 符号 方程 ， 并 用 它 来 求 在 一 个 凸 半边 形 内 部 画 不 相交 的 对 角 线 的 方法 数 的 生成 函数 . ( 求 出 
作为 > 的 函数 的 这 个 生成 函数 的 封闭 形式 ， 不 必 对 系数 求 封闭 形式 ，) 


51 ”证 明 : 乘积 


是 用 多 米 诺 牌 铺设 一 个 zim \times n 矩形 的 方法 数 的 生成 函数 . (有 mn 个 因子 ， 六 想象 它们 写 在 
这 个 矩形 的 mn 个 方 格 如 果 mn 是 奇数 ， 中 间 的 那个 因子 就 是 零 . 的 系数 是 用 j 个 垂直 的 以 及 上 个 水 
平 的 多 米 诺 牌 做 覆盖 的 方法 数 . ) 提示 : 这 个 问题 比较 难 ， 实 在 是 超 出 了 这 术 书 的 范围 你 可 能 会 希望 
在 Pam = 3,~~n = 4 的 情形 验证 此 公式 . 


52 “证 明 : 递归 式 


成 {p_n}(y) = {\left( {y - \frac{1}{4}} \right)^n} - \sum\limits_{k = 0}{n- 
1} {\left(\begin{matrix} {2n}\{2k}MNend{matrix}\right){ {\left( {\frac{{ - 1}} 


{4}} YighbjAtn - k}}{p_k}(y)} 


>{p_n}(y) = \sum\nolimits_{m = 0}An {\biggl| 
定义 的 多 项 式 有 \begin{matrix}n\m\end{matrix}\biggl]|{y^m}} 
zAbiggl| \begin{matrix}n\m\end{matrix}\biggl| 起止 整 


整数 (1<m<n) 


， 整 数 m>0 


的 形式 ， 其 中 


.提示 : 这 个 习题 很 有 指导 意义 ， 


但 不 那么 容易 . 

53 ”五 边 形 数 数列 zAleft\langle {1,5,12,22, \cdots } \right\rangle 以 一 种 明显 的 方式 推广 了 三 角形 数 和 平方 
数 : 

设 第 个 三 角形 数 是 记 {T_n} = no + 1D)/2 ， 第 nn 个 五 边 形 数 是 PA{P_n} = n(3n - 1D)/2 ， 又 设 已 {U_n} 是 在 

2 定义 的 3 xn 多米诺 铺设 方 汶 数 ， 证 明 : 三 角形 数 记 {(T_{((U_{4n+ 2}} - 1)/2}} 也 是 一 个 五 边 
提示 : _ 世 3U_{2nj^2 = {(V{}_{2n-1}+V{}_{2n+1)A2} +2. 

54 ”考虑 如 下 这 个 令 人 好 奇 的 构造 : 

(从 包含 所 有 正 整 数 的 那 一 行 开 始 . 然后 每 隔 Fim - 1 列 删 去 一 列 ， 这 里 zim = 5. 接 下 来 用 部 分 和 代替 和 狮 
下 来 的 数 . 再 每 隔 zm - 2) 列 删 去 一 列 ， 然 后 再 用 部 分 和 代替 剩 下 来 的 数 ， 如 此 一 直下 去 . ) 利用 生成 画 
数 证 明 ， 最 后 得 到 的 结果 是 m 次 窜 的 数列 . 侈 如 ， 当 zim =5 时 得 到 
zAleft\langle {{1 和 5},{2^5},{3^5},{4^5}, \cdots } \right\rangle ， 正 如 最 后 一 行 给 出 的 那样 . 

55 证 明 : 如 果 需 级 数 PF(z) 和 G(z) 是 有 限 可 微 的 (如 在 习题 20 中 定义 的 那样 ， 那 么 F(z) + G(z) 与 
F(z)G(z) 亦 然 . 
研究 题 
56 证明: 在 某 一 大 类 “简单 的 封闭 形式 "中 ， 对 于 成 {(L + z+ {zA2)An} 中 a" 的 系数 (作为 n 的 画 数 ) 不 
存在 “简单 的 封闭 形式 ”. 

证 明 或 推翻 : 如果 G(3) 的 所 有 系数 不 是 0 就 是 1， 又 如 果 2G{(z)^2} 的 所 有 系数 都 小 于 某 个 常数 ML ， 
那么 记 G{(z)^2} 的 系数 中 有 无 穷 多 个 等 于 零 . 


8 ”离散 概率 DISCRETE PROBABILITY 


我 们 在 理解 所 生活 世界 的 诸多 方面 时 都 会 涉及 随机 性 . 如 有 果 我 们 假设 一 些 复杂 事件 是 由 适当 的 公理 所 支配 
的 ， 那 么 借助 数学 的 概率 论 (theory of probability) ， 我 们 可 以 计算 这 些 事件 发 生 的 可 能 性 ， 这 个 理论 在 


科学 的 所 有 分 支 中 都 有 重要 的 应 用 ”而 且 它 与 前 几 章 介绍 的 技术 紧密 关联 . 


如 果 我 们 用 求 和 而 不 用 积分 就 能 计算 所 有 事件 的 概率 ， 那 么 概率 就 被 称 为 "离散 的 ”， 对 于 和 式 ， 我 们 已 经 
驾轻就熟 ， 所 以 有 了 充分 准备 将 所 学 知识 应 用 于 某 些 有 意义 的 概率 以 及 平均 值 的 计算 中 ， 这 不 值得 大 惊 小 


怪 了 


8.1 定义 ” DEFINITIONS 


概率 论 从 概率 空间 (probability space) 的 思想 出 发 ， 概 率 空间 则 是 指 由 在 一 个 给 定 问 题 中 可 能 发 生 的 所 有 
事件 ， 以 及 赋予 每 个 基本 事件 人 (elementary ean Fomega \in \Omega 一 个 概率 FAPr (\omega ) 的 规则 所 
组 成 的 集合 MOmega. 概率 zAPr (omega ) 必须 是 非 负 实数 ， 且 条 件 


区 2 \sum\limits_{\omega \in \Omega } {\Pr (Comega )} = 
l\quad\guad\quad\guad\quad(8.1) 


(不 熟悉 概率 论 的 读者 很 有 可 能 会 从 费 勒 对 这 一 学 科 的 经 典 导 引 tH20 中 获 益 .) 


在 每 一 个 离散 的 概率 空间 中 都 必须 满足 ， 这 样 ， 每 一 个 值 七 pr Qomega ) 都 必定 在 区 间 中 .我 们 把 苞 pr 
称 为 概率 分 布 (probability distribution) ， 因 为 它 将 总 的 概率 值 1 分 布 在 各 个 事件 忆 之 间 . 


来 看 一 个 例子 : 如 果 我 们 掷 一 对 山子 ， 其 基本 事件 的 集合 zMNOmega 就 是 ， 其 中 


| 


是 角 子 落下 来 时 所 有 6 种 可 能 方式 的 集合 .和 这 样 的 两 次 经 
有 已 {6^2} = 36 个 元 素 . 


永 不 放弃 .1 


人 性 


被 视 为 是 不 同 的 ， 因 此 这 个 概率 空间 总 


袁 


两 个 不 同 的 含义 . 

我 们 通常 假设 肯 子 是 "均匀 的 ”， 这 是 指 货 子 的 6 个 可 能 的 面 中 每 个 面 出 现 的 概率 都 是 
efracf1}{6}, ~ 人 Omega 的 36 种 可 能 结果 中 的 每 种 出 现 的 概率 部 是 zAMrac{1}{{36}}. 我 们 也 可 以 考虑 “ 灌 
铅 的 ”(loaded) 角 子 ， 在 此 情形 下 有 不 同 的 概率 分 布 . 例如 ， 设 


小 心 : 它们 可 能 会 走火 


注 


1 “Never say die” 是 一 个 习 语 ， 其 含义 是 “ 永 不 放弃 ”在 英语 里 ， 单 词 die 兼 有 “山子 "和 “死亡 ” 


| ? 正文 中 的 “loaded” 一 词 除了 有 “ 灌 钻 的 ”含义 之 外 ， 还 有 “子弹 上 膀 * 之 意 ， 而 子弹 上 了 膛 的 枪 是 有 可 能 走火 伤 人 的 . 


那么 zAsum\nolimits_{d \in D} {{{\Pr }_1}(d)} = 1 ， 所 以 z2{\Prnolimits_1} 是 集合 D 上 的 一 个 概率 分 布 ， 
且 我 们 可 以 根据 法 则 


{\Prnolimits_{11}}(dd') = {\Prinolimits_1}(d){\Prnolimits_1} 
(d)\quad\quad\quad\quad\qguad(8.2) 


给 pMOmega = {D^2} 的 元 素 指 定 概 率 . 例如 ，. 这 是 一 个 合法 的 分 布 ， 因 为 


ps  \begin{alignedM\sum\limits_{\omega Xin \XOmega } {{{\Pr }_{11}}} 
(\omega ) &= \sum\limits_{dd' \in {D^2}} {{{\Pr }_{11}}} (dd) = 
\sum\limits_{d,d' \in D} {{{\Pr }_1}} (d){\Prnolimits_1}(d)\&= 
\sum\limits_{d \in D} {{{\Pr }_1}} (dN\sum\limits_{d' \in D} {{{\Pr }_1}(d") 
= 1 \times1= 1}.\end{aligned} 


我 们 也 可 以 考虑 一 个 均匀 明 子 和 一 个 灌 铬 山子 的 情形 ， 此 时 


z-2{\Pr\nolimits_{01}}(dd') = {\Prinolimits_0}(d){\Prinolimits_1}(d') ， 己 中 
BfPrnolimits_0}(d) = \frac{1}{6},\quad\quad\quad\quad\guad(8.3) 


在 此 情形 下 ， 有 .不 可 能 指望 真实 世界 ”中 的 人 般 子 的 每 个 面 均等 地 出 现 ， 因 为 它们 并 不 是 完全 对 称 的 ， 不 
过 efrac{f1}{6} 通常 是 对 真理 的 绝 好 近似 . 


果 一 个 立方 体 的 所 有 面 都 是 完全 相同 的 ， 我 们 还 怎么 能 说 出 哪 一 个 面 会 朝 上 呢 ? 


上 


五 


oy 


一 个 事件 (event) 是 PANOmega 的 一 个 子 集 . 例如 在 仙 子 游戏 中 ， 集 


是 “ 掷 出 对 子 ” (doubles are thrown) 的 事件 . PMOmega 中 的 诸 个 单元 素 w 都 称 为 基本 事件 ， 因 为 它们 不 
可 能 再 分 解 成 更 小 的 子 集 ， 我 们 可 以 把 w 视 为 一 个 单元 素 事件 zAleft{ \omega \right\}. 一 个 事件 4 的 概率 


dlinl 


z2\Pr \left( {\omega \in A} \right) = \sum\limits_{\omega \in A} 人 Pr (\omega 
)M\guad\quad\guad\quad\guad(8.4) 


定义 . 一般 来 说 ， 如 果 PRQomega ) 是 关于 w 的 任意 一 个 命题 ， 那 么 我 们 用 “ 
zAPr \left( {RComega )} \right) ”来 表示 使 得 RQ(omega ) 为 真 的 所 有 2APr (omega ) 的 和 . 例如， 抛掷 一 对 
ENfrac{1}{{36}} + \frac{1}{{36}} + \frac{1}{{36}} + \frac{1}{{36}} + 

均匀 的 仍 子 时 出 现 对 子 的 概率 是 \frac{1}{{36}} + \frac{1}{{36}} = \frac{1}{6} 

但 是 当 两 个 蜗 子 都 是 具有 概率 分 布 局 {\Prnolimits_1} 的 灌 铅 的 般 子 时 ， 这 个 概率 等 于 
A\frac{1}{{16}} + \frac{1}{{64}} + \frac{1}{{64}} + \frac{1}{{64}}+ 
\frac{1}{{64}} + \frac{1}{{16}} = \frac{3}{{16}} > \frac{1}{6}. 对 骨 子 灌 铅 使 得 “ 掷 出 对 子 ” 这 一 
事件 更 有 可 能 发 生 . 


(我 们 一 直 在 更 一 般 的 意义 下 使 用 第 2 章 里 定义 的 卫 记 号: (8.1) 和 (8.4) 中 的 和 式 是 对 一 个 任意 集合 的 
所 有 元 素 w 求 和 ， 而 不 仅仅 是 对 整数 求 和 的 .然而 ， 这 个 新 情况 并 不 真 的 令 人 担心 ， 我 们 可 以 约定 ， 一 旦 
要 对 非 整 数 求 和 ， 就 使 用 二 下 方 的 特殊 记号 ， 所 以 这 与 我 们 通常 的 习惯 做 法 并 不 混淆. 第 2 章 里 其 他 的 定 
义 依然 适用 ， 特 别 地 ， 当 集合 PMOmega 无 限时 ， 那 一 章 里 的 无 限 和 式 的 定义 为 这 里 的 和 式 给 出 了 合适 的 
解释 . 每 一 个 概率 都 是 非 负 的 ， 且 所 有 的 概率 之 和 是 有 界 的 ， 所 以 (8.4) 中 事件 4 的 概率 对 所 有 的 子 集 
A \subseteq \Omega 都 有 良好 的 定义 ，) 


随机 变量 (random variable) 是 在 概率 空间 的 基本 事件 w 上 定义 的 函数 . 例如 ， 如 果 Omega = {D^2} ， 
我 们 就 可 以 将 PS(omega ) 定义 为 掷 出 w 的 般 子 的 点 数 之 和 ， 所 以 . 点 的 总 数 为 7 的 概率 就 是 事件 
ez.SComega ) = 7 的 概率 ， 也 就 是 


均匀 的 人 般 子 (zAPr = {\Prinolimits_{00}} ) ， 此 事件 就 以 概率 zAMrac{1}{6} 发 生 ; 用 灌 铅 的 般 子 ( 
zAPr = {\Prnolimits_{11}} ) ， 它 就 以 概率 

pAfrac{1}{{16}} + \frac{1}{{64}} + \frac{1}{{64}} + \frac{1}{{64}} + 
Sac Da + \frac{1}{{16}} = \frac{3}{{16}} 


ls: 


结 果 相 后 口 | . 


习惯 上 ， 当 谈 到 随机 变量 时 要 去 掉 * zomega )”， 因 为 我 们 面 对 任 何 特殊 的 问题 时 ， 通 常 只 涉及 一 个 概率 
空间 .因而 ， 对 于 搓 出 7 这 个 事件 ， 我 们 就 直接 说 <“ zzS = 7”， 而 对 于 事件 就 说 22S = 4. 随机 变量 可 以 通过 


这 与 我 们 对 对 子 所 看 到 的 


| 


+ 值 的 概率 


分 布 加 


个 集合 中 的 每 一 个 s ， 


以 刻 


列 如 ， 
出 RS = s 的 概率 如 下 


画 . 
用 


例 
表 列 


当 S 取 11 个 可 能 的 值 PNeft{ {2,3, \cdots ,12} \right\} 时 ， 我 们 可 以 对 这 


pA\boldsymbol{s 
} 


10 


11 


12 


pAP\nolimits_{ 
00}(S=s) 


pAMtrac{ 


} 
{{36}} 


prac{ 
3} 
{{36}} 


prac{ 
2} 
{{36}} 


pAMtrac{ 
4} 
{{36}} 


5} 
{{3 


prac{ 


Brac{ 
5} 
{{36}} 


Bfrac{ 
6} 


6}} |{{36}} 


prac{ 
4} 
{{36}} 


3} 
{{36}} 


pAMract{ 


Brac{ 
2} 
{{36}} 


prac{ 
1} 
{{36}} 


pAP\nolimits_{ 
11}(S=s) 


pMrac{ 


} 
{{64}} 


Brac{ | BMrac{ | BMrac{ 
5} 


4} 6} 
{{64}} |{{64}} |{{64}} 


pMrac{ 


7} 
{{64}} 


BMrac{ 
12} 
{{64}} 


prac{ 
7} 
{{64}} 


BMrac{ 


6} 5} 
{{64}} |{{64}} 


Mrac{ 


BMrac{ 
4 


} 
{{64}} 


Brac{ 


4} 
{{64}} 


我 们 研究 一 


芝 焦 合 


这 样 ， 


人 = {DA2} 的 儿 
= \left{ {2,3, \cdots ,12} \right\} ， 
3 事件 . 


两 个 随机 变 


量 庆 和 2Y 定义 在 同一 个 概率 空 


性 


只 涉及 随机 变量 s 而 不 涉及 盘子 


入 .实际 上 ， 


其 他 性 


FE 质 的 


问题 ， 


仅 从 这 些 概率 


就 能 计算 出 答案 ， 


我 们 可 以 将 概率 空 | 


赋予 


比 


我 人 


间 


对 


3 joint distribution 在 这 里 是 


说 . 


例如 ， 
第 二 


2Y 取 值 范 


那么 无 


国 | 


吸食 毒品 说 不 .3 


雷 


生 影响 . 


如 果 PMOmega 是 撕 角 子 的 集合 PA{DA^2} ， 
个 仍 子 的 点 数 . 那么 随机 变 
2{\Prnolimits_{11}} 以 及 PB{\Prinolimits_{01}} 


全 盘 了 解 zMOmega 的 


ENPT(X=X 


的 每 一 个 都 知道 它们 的 联合 分 布 


一 个 数学 术语 


] 常 常 就 可 以 忽视 原先 的 概率 空 


， 但 它 还 有 “传播 毒品 的 不 良 地 点 ”之 意 . 


间 zs\Omega ， 


在 


司 定义 为 


下 


区 


小 能 


所 希望 的 任意 的 概率 分 布 2APr (s). 此 时 


县 


而 直接 处 至 


FAOmega 上 ， 而 


我 们 对 X 取 


(joint distributio 


n) 


随机 


直 范 


蛋 中 的 每 一 个 


z 以 


美国 前 总 统 


里 根 曾 号 召 


于 


Pr(2-X X 日 


BY=y )， 


方 ， 我 们 就 能 刻画 


BY=y )z.=\Pr(X=X)NC 


pg 么 我 们 称 X 和 己 Y 是 独立 的 (independent) 随机 变量 


出 这 些 随机 变量 
dot \Pr(Y=y), 
. 直观 地 说 ， 


的 性 状 . 如 果 对 所 有 >z 和 vy 都 有 


(8.5) 


这 就 意味 着 X 的 人 


我 们 可 


的 每 


个 都 是 独 


们 将 骨 子 的 概率 定义 为 忆 {S_1} = d 的 概率 与 已 {S_2} = d 的 概率 的 乘积 


概率 ， 


个 


吏 得 


例如 使 


| 


关于 般 子 的 不 等 式 . 


但 


是 我 们 3 
值 都 等 于 pAPr ({S_2} 


没有 


力 


我 们 已 


{S_1}{S_2}. 5S 和 P 是 独立 的 吗 ? 随便 一 看 ， 
正 儿 八 经 地 说 ， 它 们 仍然 不 是 独立 的 ， 
: 对 于 s 和 了 的 所 有 合法 值 


定 为 1， 正 川 
形 是 如 此 ) 


情 


p 样 做 ， 


寻 为 我 们 并 
= 5)NPr ({S_2} = 6). 


经 把 5 定义 成 两 个 点 数 之 和 zw:{S_1} + {S_2} ， 


不 认为 不 同 的 骨 子 之 间 会 相互 影响 . 利 


对 为 


很 显然 独立 局 


条 件 ( 


， 都 有 


立 的 ， 因 


为 对 每 一 个 基 


以 设 蕊 {S_1} 是 第 一 个 骨 子 的 点 数 ， 民 {S_2} 则 是 
量 已 {fS_1} 和 局 {S_2} 相对 先前 讨论 的 概率 分 布局 (WPrnolimits {00}} 、 


本 事件 =dd' ， 


> 年 抵制 毒品 ， 故 有 此 一 


对 BY 的 值 不 产 


我 


， 我 人 


(8.5) 不 成 立 


现在 的 


] 本 来 可 以 


oz 


定义 ， 


让 我 们 来 考虑 另外 一 个 随机 变量 尸 ， 
E 们 就 不 是 独立 的 ， 如 果 有 人 说 2S = 2 ， 


不 同 的 方式 定义 


它 是 乘积 
我 们 就 知道 已 必 
(至 少 在 均匀 般 子 的 


这 里 的 两 个 比 


z.-0 < {\Pr\nolimits_{00}}(S = s) \times {\Pr\nolimits_{00}}(P = p)\leqslant 


\frac{1}{6} \times \frac{1}{9} 


zAPr\nolimits {00}} 
如 果 我 们 想 要 理解 


z:P=p )， 


(ES=s 且 
A 人、 


后 者 是 大 frac{1}{{36}} 的 倍数 ， 


文 个 


可 


个 给 定 随 机 变量 的 典型 性 状 ， 常 常会 问 及 它 的 “3 


混 不 清 ， 当 给 H 


。 均 值 (mean) 


。 中 位 数 (median) 


。 众 数 (mode) 


例如 ， 


口 
3 


出 一 列 数 的 


(3,~1,~4,~1,~5) 的 均值 
FP 位 数 是 3， 而 众 数 则 是 1. 


时 候 ， 人 们 通常 会 说 到 以 下 三 种 不 同类 型 的 3 


: 它 是 所 有 值 的 和 再 除 以 值 的 个 数 ; 
: 它 是 在 数值 上 处 于 中 间 位 置 的 值 ; 
最 常 出 现 的 值 . 


| 


十 上 }}2.8 


概率 论 学 者 通常 研究 的 是 随机 变 引 


是 ， 


但 
假 


受 设 我 人 
近似 成 正比 的 频率 


] 一 过 又 一 过 
al 
[| 


Fh 方 式 来 做 独 


地 重复 一 个 试验 ， 以 这 样 一 和 
时 现 ，《 例 如， 我 们 可 以 多 次 掷 一 对 蜗 子 ， 


定义 一 个 随机 变量 


| 
与 根据 定义 所 得 到 
我 们 是 这 柱 


T 笨 
E 义 的 . 


Pal 


平均 值 ， 使 得 这 样 的 试验 通常 产生 出 一 个 数列 ， 
9 X 的 均值 、 中 位 数 以 及 众 数 相同 . 


概率 空间 Omega 上 的 实 值 随机 变量 X 的 均值 


\sum\limits_{x \in X(\Omega )} {x \cdot 


时 而 不 是 数列 ， 所 以 我 们 也 想 
kh 立 试验 :使 得 
以 观察 5 或 者 P 


F 均 ” 值 . 但 
均值 . 


= 
里 


的 
的 
它 的 均值 、 


对 随机 变 


/A 


\Pr (X= 


Xx)},\quad\quad\quad\quad\guad(8.6) 


这 个 


如 果 


能 为 项 数 无 限 


和 和 存在 . (这 里 已 XCGOmega ) 表示 使 得 


日 成 的 集合 . ) 大 的 中 位 数 定 义 为 满足 


EX \in 0 ) 组 


BAPr (X \leqslant x) \geqslant \frac{f1}{21} 上 且 


局 {\Pr}(X < x) 取 非 零 值 


台 马 和 也 
能 等 


并 


定义 一 
每 一 个 
，) 我 们 希望 
! 位 数 L 


均 ” 这 个 概念 有 些 含 


Brac{{3{m{ + 1{frm{ + 4frm{ + 1{m{ + }}5}}{5} {mf{ = 


种 "平均 "的 概念 
直 以 与 它 的 概率 
这 样 来 
及 众 数 都 近似 地 


的 所 有 实数 值 


FAPr (X \geqslant x) \gedqslant \frac{1}{2}Mquad\quad\quad\quad\qguad(8.7) 


的 所 有 Px \in X(Omega ) 组 成 的 集合 


al 


的 Px \in X(Omega 


E.2 \times \frac{1}{{36}} + 3 \times 
均值 是 \frac{1}{{36}} =7 


Bf{\Prnolimits {11} 
zAleft{ 7 \right\}. 所 


ef{\Prnolimits {00}} FTF, P 
则 总 是 zAleft{ {6,12} \right\}. 如 果 我 们 给 仍 子 灌 铅 使 之 有 分 布 户 {\Prnolimits_ {11})} ， 
A 剩 下 ENeft{ 6 \right\}. 


号 ， 他 们 称 之 为 期 望 值 (expected value) 


， 但 是 其 


概率 论 学 者 对 随机 变 
为 


论 学 


位 数 降 为 zeft{ 


， 而 式 的 众 数 则 定义 为 所 有 适合 


\Pr (X = x) \gedqslant \Pr (X = x'),~~\forall x' \in X(\Omega 


)\guad\quad\quad\quad\quad(8.8) 


成 的 集合 . 


) 所 组 


在 接骨 子 的 例子 中 表明 ， 概 率 分 布 为 2{\Prinolimits_{00}} 时 ， 
\frac{2}{{36}} + \cdots + 12 \times 


而 


还 表明 ， 在 这 文 丙种 分 布 上 


} 时 ， 其 均值 也 是 7. 


它 的 


以 s 在 所 有 三 种 定义 下 都 有 同 检 


EF 的 平均 值 ， 男 一 方面 ， 


事实 证 


右 
有 ] 


已 的 


均值 ENfrac{{49}}{4} = 12.25 ， 


而 众 数 则 只 
量 的 均值 有 一 个 特殊 的 名 称 和 记 


8 \right\} ， 


位 数 是 ENeft{ { 
出 


位 数 和 众 数 也 都 
明 在 分 


5 的 
既 率 分 布 为 


下 


站 布 
10} Night\} ， 
PP 的 均值 


而 众 数 
没有 改 


, 状 福 之 


B. {\rm{E}}X = \sum\limits_{\omega \in \Omega } {X(\omega )\Pr (\omega 
)}\quad\guad\quad\guad\quad(8.9) 


在 毛 骨 子 的 例子 中 ， 


个 和 式 有 36 项 ( PMOmega 中 每 


和 式 . 但 是 这 两 


个 各 式 有 同样 的 人 


因为 它们 都 等 了 


个 元 素 对 应 一 


项 ) ， 而 (8.6) 


三 
4 


个 仅 有 11 项 的 


z. \sum\limits_{{\scriptstyle{\omega \in \OQmega}}\atop{\scriptstyle{x \in 
X(\Omega )}}\right) {x\Pr (\omega )[x = X(\omega )] 


事实 证 明 ， 随 机 变量 的 均值 在 应 用 中 比 其 他 种 类 的 平均 值 更 有 意义 ， 所 以 我 们 从 现在 起 未 掉 中 位 数 和 众 
数 ， 这 一 章 的 其 余部 分 将 几乎 交替 使 用 “期望值 *、“ 均 值 ? 和 * 平 均值” 
我 慌 了 :平均 说 来 ,“ 平 均值 就是" 均值” 

如 果 广 和 zY 是 在 同一 个 概率 空间 上 定义 的 两 个 随机 变量 ， 那 么 2X +Y 也 是 在 同一 概率 空间 上 定义 的 随 
机 变量 . 根据 公式 (8.9) ， 其 和 的 平均 值 就 是 其 平均 值 之 和 : 

pi{\rm{E}}(X + Y)= \sum\limits_{\omega \in \Omega } {\left( {X(\omega ) 

+ Y(\omega )} \right)\Pr (\omega )} = {\rm{E}}X + {\rm 
E}Y.\guad\quad\guad\quad\guad(8.10) 

类 似 地 ， 如 果 a 是 一 个 常数 ， 我 们 就 有 简单 的 法 则 

ef{rm{E}}Calpha X) = \alpha {\rm{E}}X.\quad\quad\quad\quad\quad(8.11) 
但 是 一 般 来 说 二 随机 变 量 的 乘法 对 应 的 法 则 更 加 复杂 一 些 ， 期 望 值 定义 为 对 基本 事件 求 和 的 和 式 ， 而 乘积 
的 和 通常 没有 简 E 式 .尽管 有 这 样 的 困难 ， 在 随机 变量 是 独立 的 这 一 特殊 情形 下 ， 乘 积 的 均值 还 是 有 
很 好 的 公式 的 : 

{rm{E}}(XY) = ({\rm{E}}X)({\rm{E}}Y) ， 如 果 X 和 和 局 Y 是 独立 的 . (8.12) 

我 们 可 以 用 乘积 的 分 配 律 来 证 明 此 结论 ， 
例如 ， 当 PAS_1} 和 局 {S_2} 是 一 对 均匀 般 子 的 点 数 时 ， 我 们 知道 记 S = {S_1} + {S_2} 以 及 
ziP = {S_1}{S_2}. 于 是 有 22{\rm{E}}{S_1} = {\rm{E}}{S_2} =\frac{7}{2} ， 从 而 局 {rm{E}}S = 7. 此 外 ， 
忆 {S_1} 和 局 {S_2} 是 独立 的 ， 所 以 局 {wm{fEP}} = \Mfrac{7}{2} \times \frac{7}{2} = \frac{{49}}{4} ， 如 前 所 
述 . 我 们 还 有 {rm{E}}(S + 了 P) = {rm{E}}S + {fm{E}}P =7+\rac{{49}}{4}. 但 是 Ss 和 PP 不 是 独立 的 ， 
所 以 我 们 不 能 断定 有 局 {Nm{E}}(SP) = 7 \times \frac{{49}}{4} = \frac{{343}}{4}. 实际 上 ， 可 以 证 明 在 概率 
分 布 FAPr\nolimits_{00} 中 蕊 SP 的 期 望 值 是 Bfrac{{637}}{6} ， 而 在 分 布 FAPrnolimits_{11} 中 其 期 望 值 
(正好 ) 等 于 112 . 
8.2 ”均值 和 方差 MEAN AND VARIANCE 
知道 了 期 望 什 之 后 ， 随 机 变量 的 下 一 个 最 重要 的 性 质 就 是 它 的 方差 (variance) ， 定 义 为 它 与 其 均值 偏差 
的 平方 的 均值 : 

z {\m{V}}X = {rm{E}}\left( {{{(X - {\rm{E}}X)}^2}} 

\right)\guad\quad\guad\quad\guad(8.13) 
如 果 用 PAmu 记忆 {rm{E}}X ， 则 方差 (rm{V}}X 就 是 2{(X - \mu )A2} 的 期 望 值 . 它 度量 X 的 分 布 
的 “分 散 程 度 ”. 
来 看 一 个 方差 计算 的 简单 例子 .假设 我 们 刚刚 接 个 无 法 拒绝 的 提议 : 我 们 获得 两 张 礼券 参与 某 种 抽 
奖 活动 . 抽奖 活动 的 组 织 者 每 个 星期 喜 由 100 张 形 于吉 交 这 些 彩 票 的 每 一 张 都 是 通过 一 致 随机 的 程 
序 挑选 出 来 的 〈 即 每 张 彩 票 都 有 同等 可 能 被 选中 ) . 这 张 往 运 彩票 的 持 有 者 将 赢得 1 亿美 元 ， 而 其 余 99 张 
彩票 的 持 有 者 什么 也 得 不 到 . 
我 们 可 以 通过 两 种 不 同 的 方式 使 用 礼券 ; 在 同一 次 抽奖 中 买 两 张 彩票 ， 或 者 在 两 次 抽奖 ' 各 买 买 一 张 彩票 . 
那 一 种 策略 更 好 呢 ? 我 们 来 对 此 进行 分 析 ， 设 2{X_1} 和 2{X_2} 是 随机 变量 ， 分 别 表示 第 一 张 和 第 二 张 
彩票 赢得 的 奖金 数额 。 已 {X_1} 的 期 望 值 (以 百 万 美元 为 单位 ) 是 
( 稍 有 巧妙 之 处 ;根据 我 们 所 用 的 策略 ， 有 两 个 概率 空间 ， 但 在 这 两 个 空间 中 苞 {wm E}X_1 和 大 {wm E}X_2 相同 .) 


B. {\Im{E}}{X 1} = \frac{{99}}{{100}} \times 0 + \frac{1}{{100}} \times 
100= 1, 


同样 的 结论 对 z=-{X_2} 也 成 立 . 而 期 望 值 是 可 加 的 ， 所 以 不 论 采 用 哪 一 种 策略 ， 我 们 说 得 奖金 总 额 的 平均 


{rm{E}}({X_1} + {X_2}) = {rm{E}}{X_1} + {\rm{E}}{X_2} = 2 〈 百 万 美元 ) 
但 是 这 两 种 策略 看 起 来 仍然 是 不 同 的 . 抛 开 期 望 值 ， 我 们 来 研究 己 {X_1} + {X_2} 的 精确 的 概率 分 布 : 


如 果 我 们 在 同一 次 抽奖 中 买 两 张 彩票 ， 就 有 98% 的 可 能 什么 也 得 不 到 ， 而 有 2% 的 机 会 得 到 1 亿美 元 ， 如果 
我 们 在 两 次 不 同 的 奖 中 买 两 张 彩票 ， 就 有 98. 0196 的 本 能 空手 而 归 ， 这 就 比 前 一 种 不 得 奖 的 可 能 稍 大 一 
而 此 时 我 们 有 0.01% 的 可 能 说 得 2 亿美 元 ， 这 比 前 一 种 稍 高 一 些 ， 而 现在 赢得 1 亿美 元 的 可 能 性 
所 以 在 第 二 种 情形 下 ， 尸 {X_1} + {X_2} 的 分 布 要 更 分 散 一 些 ， 其 中 间 值 1 亿美 元 的 可 能 性 略微 小 
一 点 ， 而 取得 极端 数值 的 可 能 性 要 略微 大 一 些 . 


方差 所 要 抓 住 的 核心 正 是 随机 变量 的 分 散 程度 这 个 概念 . 我 们 用 随机 变量 与 其 均值 偏差 的 平方 来 度量 其 分 
散 程 度 . 于 是 在 情形 1 中 ， 其 方差 就 是 


站 


ER 


:0.98{(OM - 2M)^2} + 0.02{(100M - 2M)"2} = 196{MA2}; 
2 中 ， 这 个 方差 等 于 


J 由 
NS 


而 在 


起 ”0.9801{(OM - 2M)^2} + 0.0198{(100M - 2MDJA2} + 0.0001{(200M - 
2M)^2}{\rm{ = 198}} {MA2}. 


正如 我 们 所 期 望 的 ， 后 面 一 个 方差 要 略微 大 一 些 ， 因 为 情形 2 的 分 布 更 加 分 散 一 些 . 


有 意思 的 是 : 元 的 量 的 方差 用 平方 美元 为 单位 来 表示 . 


当 我 们 研究 方差 时 ， 每 一 项 都 取 平 方 ， 所 以 数 有 可 能 变 得 非常 (因子 局 (MA2} 是 10 000 亿 
z2{10^{12}} ) 这 个 数 即 使 对 于 大 赌注 的 赌 棍 来 说 也 是 够 可 观 的 了 ，) 为 了 将 数字 返回 到 原来 更 有 意义 
的 单位 ， 我 们 经 常 取 方 差 的 平方 根 ， 所 产生 的 数 称 为 标准 差 re deviation) ， 通 常用 希腊 字母 
sigma 来 表 示 : 


7 


o=VVX. (8.14) 


在 两 种 抽奖 策略 的 问题 中 ， 随 机 变量 局 {X_1} + {X_2} 的 标准 差 是 PNsqrt {196{MA^2}} = 14.00M 以 及 
sqrt {198{MA2}} \approx 14.071~247M. 在 某 种 意义 下 ， 第 二 种 选择 大 约 有 71 247 美 元 的 风险 


方差 如 何 来 帮助 我 们 选取 筑 略 ? 这 并 不 明显 . 方差 更 大 的 那 种 策略 要 冒 一 点 风险 ， 然 而 ， 是 采用 多 一 些 风 
险 的 策略 还 是 采用 更 安全 的 策略 ， 才 能 得 到 最 多 的 回报 呢 ? 假设 我 们 有 机 会 买 100 张 票 ， 而 不 是 仅仅 两 
张 ， 那 么 我 们 就 能 确保 在 单独 一 次 抽奖 中 获胜 (此 时 方差 为 零 ) .或 者 我 们 可 以 赌 100 次 不 同 的 抽奖 ， 这 
就 会 有 局 {(0.99A{100}} \approx 0.366 的 机 会 什么 也 得 不 到 ， 不 过 也 会 有 一 个 非 零 的 概率 可 以 赢利 高 达 100 
亿美 元 ， 在 这 些 不 同 的 方案 中 做 出 选择 超出 了 本 书 的 范畴 ， 我 们 在 这 里 能 做 的 就 是 说 明 如 何 来 做 计算 . 


另外 一 种 化 解 风险 的 方法 或 许 是 贿赂 彩票 抽奖 官员 .我 猜想 那 就 是 概率 变 得 力 不 能 及 之 处 . 


实际 上 ， 无 需 (8.13) ， 还 有 一 个 更 简单 的 方法 计算 方差 . (我 们 猜测 其 中 定 隐藏 着 某 种 数 和 的 
奖 例子 中 的 方差 魔术 般 地 显现 为 z{MA^2} 的 整数 倍 . ) 由 于 P({rmfE}}X) 是 常 
而 我 们 


(注意 : 这 些 旁 注 所 表达 的 观点 并 不 一 定 代表 本 书 作者 们 的 观点 .) 


区 2 \begin{aligned}{\rm{E}}\left( {{{(X - {\rm E}X)}^2}} \right) &= 
{\rm{E}}\left( {{X^2} - 2X({\rm{E}}X) + {{({(\ra{E}}X)}2}} right)\&= 
{\rm{E}}({X^2}) - 2({\rm{E}}X)({\rm{E}}X) + 
{({\rm{E}}X)2},\end{aligned} 


从 而 


> {ma{V}}X = {rm{E}}({X2}) - 
{({\rm{E}}X)^2}.\quad\qguad\quad\guad\quad(8.15) 


“方差 等 于 随机 变量 的 平方 的 均值 减 去 其 均值 的 平方 . ” 


例如 在 这 个 彩票 抽奖 问题 中 ， WX 2 的 均值 是 
已 0.98{(OM)A2} + 0.02{(100M)^2} = 200{MA2} ， 或 者 是 
A OO 0 202{MA2}. 减 去 已 4{MA2} (均值 的 平方 ) ， 
就 给 出 我 们 历经 艰难 才 得 到 的 结果 . 


pe es 为 独立 的 随机 变量 时 ， 如 果 我 们 想 要 来 计算 {rm{V}}(X + Y) ， 甚 至 还 有 一 个 更 加 容易 的 公 
式 ， 我 人 


ps: \begin{aligned}{\rm{E}}\left( {{{(X + Y)}^2}} \right) &= {\ram{E}} 
({XA2} + 2XY + {YI2})\&= {rm{E}}({X^2}) + 2({\rm{E}}X) 
({(\rm{E}}Y) + {\rm{E}}({Y^2}),\end{aligned} 


寻 为 在 独立 的 情形 下 我 们 知道 有 凤 {rm{E}}(XY) = ({\rm{E}}X)({\rm{E}}Y). 这 样 一 来 ， 就 有 


zp \begin{aligned}{\rm{V}}(X + Y) &= {\rm{E}}\eft( {{{(X + Y)}^2}} 
\right) - {({\rm{E}}X + {\rm{E}}Y) 2}\&= {rm{E}}({XN2}) + 
2({\rm{E}}X)({rm{E}}Y) + {rm{E}}({Y2)) - {({\rm{E}}X)2} - 

2({\rm{E}}X)({\m{E}}Y) - {({rm{E}}Y) 2 &= {rm{E}}({X2}) - 

{({\rm{E}}X)2} + {rm{E}}({Y2)) -tmtE YA2NS&= (rm{V}}X 
十 

{\rm{V}}Y.\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\gua 
d\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad(8.1 


6)\end{aligned} 
0 差 等 于 它们 的 方差 之 和 . ”例如 ， 我 们 用 单独 一 张 抽 彩 票 策略 能 赢得 的 奖金 金额 的 
十 
PA {\m{E}}(X_112)- {({(Ym{E}}{X_1})^2} = 0.99{(0M)^2} + 


0.01{(100M)A2} - {(1M)^2} = 99{MA2}. 


于 是 ， 在 两 次 分 开 (独立 的 ) 抽奖 中 购买 两 张 彩票 所 能 赢得 的 奖金 总 额 的 方差 是 
he 对 于 nn 张 独立 彩票 而 言 ， 相 应 的 获奖 总 金额 的 方差 是 pin \times 99{MA2}. 
毛 山 子 所 得 点 数 之 和 5 的 方差 是 这 个 公式 的 一 个 推论 ， 这 是 
量 之 和 . 当 般 子 都 均匀 时 ， 我 们 

局 {\rm{V}}{S_1} = \frac{1}{6}\left( {{1A2} + {2 和 2} + {3 和 2} + {4A2} + 


{5^2} + {6^2}} \right) - {\left( {\frac{7}{2}} \ight)^2} = \frac{ {35}} 
{{12}}, 


从 而 有 zrm{V}}S = \frac{{35}}{{12}} + Mrac{{35}}{{12}} = Mrac{{35}}{6}. 而 灌 铅 的 仍 子 则 有 


于 ES = {S_1} + {S_2} 是 两 个 独立 的 随机 变 


mt 


ez. {\rm{V}}{S_1} = \frac{1}{8}(2 \times {1^2} + {2 和 2} + {3 和 2} + {4 和 2} + 
{5^2} + 2 \times {62}) - {\left( {\frac{7}{2}} \right)^2} = \frac{{45}} 
{{12}}, 


从 而 当 册 个 角子 都 注 钻 时 有 zu{\rm{V}}S = \frac{{45}}{6} = 7.5. 注意， 灌 铅 般 子 的 5 方差 更 大 ， 尽 管 5 实 
际 上 比 使 用 均匀 般 子 时 更 经 常 取 到 均值 7.， 如果 我 们 的 目的 是 掷 出 许多 幸运 数 7， 那 么 方差 就 不 是 我 们 获得 
成 功 的 最 好 指标 . 

如 果 切 比 雪夫 在 1867 年 证 明了 它 ， 它 就 是 一 条 经 典 的 67 款 切 比 雪夫 定理 .4 


| “67 款 切 比 雪夫 定理 "是 “67 款 雪 4 兰 汽车 ”('67 Chevrolet) 的 谐音 . 


好 的 ， 我 们 已 经 学 习 了 如 何 计算 方差 ， 但 是 尚未 真正 看 出 为 什么 方差 是 需要 计算 的 当然 指标 . 人 人 都 计算 
但 是 为 什么 要 这 样 做 呢 ? 其 主要 原因 是 切 比 雪夫 不 等 式 (Csl 和 Is7] ) ， 它 表明 方差 有 一 个 重要 的 性 


zw  \Pr\left( {{{(X - {\rm{E}}X)}^2} \geqslant alpha } \right) \leqslant 
{\rm{V}}XANalpha ， 所 有 
zAalpha > 0\quad\quad\quad\quad\quad(8.17) 


(这 不 同 于 我 们 在 第 2 章 里 遇 到 的 切 比 雪夫 单调 不 等 式 ，) 非常 粗略 地 说 ， (8.17) 告诉 我 们 : 如 果 一 个 
随机 变量 X 的 方差 zf{\rm{V}}X 很 小 ， 那 么 它 与 其 均值 zf\rm{E}}X 偏离 很 远 的 可 能 性 就 会 很 小 ， 其 证 
明 出 人 意料 地 简单 . 我们 有 


ez. \begin{aligned}{\rm V}X&=\sum_{\omega\inNOmega}\left(X(\omega)- 
{\rm 
E}X\right)^2\Pr(\omega)\8\geqdslant\sum_{{\scriptstyle{\omega\inN\Omega} 
Matop{\scriptstyle{\left(X(\omega)-{\rm 
E}X\right) 2\gedslant\alpha} } }\left(X(\omega)-{\rm 
E}X\right)^2\Pr(\omega)\&\gedslant\sum_{{\scriptstyle{\omega\inN\Omega} 
Matop{\scriptstyle{\left(X(\omega)-{\rm 
E}X\right)^2\geqslant\alpha}} }M\alpha\Pr(\omega)=\alpha\Pr\left((X-{\rm 
E}X)^2\geqslant\alpha\right),\end{aligned} 


j a 来 除 就 完成 了 证 明 . 


如 果 我 们 用 mnu 表示 均值 ， 用 esigma 表示 标准 差 ， 又 在 (8.17) {cA2}{\rm{V}}X 代 蔡 a ， 则 条 
件 2{(X - {\rm{E}}X)2} \geqslant {cA2}{\rm{V}}X 与 2{(X - mu )A2} \geqslant {(c\sigma )^2} 相同 ， 因此 
(8.17) 就 给 出 


zs-  \Pr\left( {\bigl| {X - \mu } \bigl| \geqslant c\sigma } \right) \leqslant 
1/{c^2}.\qguad\quad\guad\quad\qguad(8.18) 


这 样 一 来 ， 除 了 至 多 he 概率 之 外 ，X 都 将 落 在 以 均值 为 中 心 、 标 准 差 的 c 倍 为 半径 的 区 间 范 上 
内 .一 个 随机 变量 至 少 在 75% 的 时 间 里 落 在 以 均值 zAmu 为 中 心 、 世 2\sigma 为 半径 的 区 间 范 围 内 ， 它 至 
少 在 99% 的 时 间 里 落 在 PAmu - 10\sigma 与 zmu + 10\sigma 之 间 . 这 些 结果 是 切 比 雪夫 不 等 式 当 

ENalpha = 4{\m{V}}X 以 及 PAalpha = 100{m{V}}X 时 的 情 


如 果 我 们 掷 一 对 均匀 的 蜗 子 次 ， 则 对 于 很 大 的 Bn,~~n 次 抛掷 所 得 的 总 点 数 几 乎 总 是 接近 于 蕊 7n. 其 原 
羽 是 : 守 次 独立 抛掷 的 方差 是 frac{{35}}{6}n.~~\frac{{35}}{6}n 的 方差 意味 着 标准 差 是 


1 
ey 


™ 


zAsqrt {\frac{{35}}{6}n}. 
A 当 抛 据 半 个 均匀 的 仍 子 时 ， 至 少 有 99% 的 试验 所 涉及 的 最 后 的 和 式 都 将 介 


z27n - 10\sqrt {\frac{{35}}{6}n} 和 227n + 10\sqrt {\frac{{35}}{6}n} 


之 间 . 例如 ， 抛 毛 一 对 均匀 的 骨 子 100 万 次 ， 所 得 到 的 所 有 两 个 数 的 总 和 有 大 于 99% 的 机 会 介 于 6 975 000 
与 7025 000 之 间 . 


一 般 来 说 ， 设 


ZAsigma. 


如 果 现 在 用 公式 


来 定义 随机 变 


量 己 {X_k] ， 


是 概率 空 


s 间 PMNOmega 上 任意 一 个 随机 变 
那么 我 们 可 以 考虑 概率 空 
z-({\omega_1},{\omega_2}, \cdots ,{\omega_n}), 


上 且 7 


蛙 ， 上 此 


及 


它 的 


基本 二 


SH] P2{\Omega An} ， 是 元 事件 组 


~ 


! 每 个 p{\omega_k} \in \Omega ， 


zw- \Pr ({\omega_1},{\omega_2}, \cdots ,{\omega_n}) = \Pr ({\omega_1})\Pr 


({\omega_2}) \cdots \Pr ({\omega_n}). 


z:{X_k}({\omega_1},{\omega_ 2}, \cdots ,{\omega n})= X({\omega_k}) 


则 旱 


pA{X_1}+ {X 2}+\cdots+ {X_n} 


Fh 立 随机 变 


是 n 个 独 


一 起 . 


时 之 和 |， 


时 


的 平均 值 


少 在 99% 的 时 
巴 足够 大 的 n 值 ， 


所 口 


至 / 
以 


E 论 冯 


} 间 旦 


证 明了 一 个 被 称 为 强 
足够 了 ) 


里 位 于 
则 nl 个 独立 


它 对 应 于 在 
忆 {X_1} + {X_2} + \cdots + {X_n} 的 均值 


ZAOmega 上 取 的 n 个 独立 的 样本 ( 


是 Pn\mu ， 


pMrac{1}{n}({X_1} + {X_2} +\cdots + {X_n}) 


检 


本 的 平均 值 


将 几乎 总 


是 非常 接近 期 望 值 


大 数 定 得 


的 更 强 的 定理 ， 不 过 为 了 我 们 的 


的 ， 刚 网 


了 就 是 说 ， 对 于 7 
要 错误 地 将 它 理解 局 


2 的 任意 


日 


定 的 值 ， 


当 我 们 观察 一 组 n 个 独立 样本 时 ， 其 平均 值 在 所 有 1 


当 导 变动 时 无 穷 


我 们 并 不 知 
(例如 ， 我 


个 概率 空 


序列 区 X_LX_2,X_3Acdots 的 平均 值 .) 


(sample) 
而 标准 差 是 pAsqrt n \sigma ， 


形 的 99% 之 品 


1 扣 


相 


心 \ 


间 的 特征 ， 想 要 通过 反复 对 随机 变量 X 的 值 取 检 


门 得 到 了 和 狐 


Pn 


| 


我 们 还 能 


公式 


| 困 


或 许 想 要 知道 | 
Hh 立 的 经 验 观 察 数据 局 {X_1}， 人 2}, \cdots ,{X_n}, 


山竹 


中 午 的 平均 温度 ， 


或 者 保 
就 能 


哈代 至 


金 | 


{n}.\quad\quad\quad\quad\quad(8.19) 


人 的 3 


EB. \widehat {\rm{V} MN\;X = \frac{{X_1^2 +X 2^2+\cdots + X_n^2}}{{n- 
1}}-\frac{{{{({X_1} + {X_2} +\cdots + {X_n})}2}}}{{n(n - 


来 估计 方差 . 
差 已 {\rm V}X 是 
(8.20) 意味 着 


公式 


1 的 几 个 (n 
由 式 〈8.15) 


al 


{成立 的 理 


1)}}M\quad\quad\qguad\quad\quad(8.20) 


EE 二 


一 1) 看 似 印 刷 错误 ， 似 乎 它们 应 该 像 在 (8.19) 


， 并 六 
从 而 这 nn 个 样本 


那样 是 ”， 


有 有 限 的 均值 成 mu 和 有 限 的 标准 
它 的 概率 是 


(在 概率 论 
导出 来 的 切 比 雪夫 不 等 


来 估计 这 个 随机 变 
F 均 预期 寿命 . 
青 出 真 实 的 均值 近似 等 于 


\widehat {{\rm{E}}}X = \frac{{{X_1}+ {X_2}+\cdots + {X_n}}} 


因 头 


' 的 期 望 值 定 义 的 .在 这 里 用 n 一 1 代替 n 可 以 得 


{\rm{E}}(\widehat {\rm{V}}M\;X) = 
{\rm{V}}X.\quad\guad\quad\guad\quad(8.21) 


到 更 好 的 但 


差 


年 它们 相 加 在 


ENmu - 10\sigma Asqrtn 和 Nmu + 10\sigma Asqrtn 之 间 . 换 名 话说， 如 果 我 们 选 
2-{\rm{E}}X. 


的 教科 


将 落 在 所 说 的 界限 之 间 . 不 


量 量 的 均 
) 如 


正 的 方 


(在 
到 了 所 


观 


Bz. \begin{aligned}{\rm E}(\widehat {\rm{V}}X) &= \frac{1}{{n - 1}}{\rm 
ENeft( {\sum\limits_{k = 1}An {X_k 人 ^2 - \frac{1}{nMsum\limits_{j =1}An 
{\sum\limits_{k = 1}n {{X_j}{X_k}} } } } \right)\&= \frac{1}{{n - 


{nMsum\limits_{j = 1}n {\sum\limits_{k = 1}/n {{\rm E}({X_j}{X_k})}} 
} } \right)\&= \frac{1}{{n - 1}}\left( {\sum\limits_{k = 1}n {{\rm E} 
({X^2})- \frac{1}{nMNsum\limits_{j = 1}/n {\sum\limits_{k = 1}/n {({\rm 
E}{{(X)}2}[j neq k] + {\rm E}({XA2D[) = k])} } } } vighDN&c \frac{1} 
{{n- 1}}\left( {n{\rm E}({X^2}) - \frac{1}{n}(n{\rm E}({X^2}) + n(n - 1) 
{vm E}{{(X)}2))} vighbN&= {\rm E}({XA2}) - {rm E}{(X)2} = 


1}}\left( {\sum\limits_{k = 1}n {{\rm E}(X_k^2) - \frac{1} 


本 之 


{\rm{V}}X.\end{aligned} 


| 2A{({\rm{E}}X)2}0 eq kK] + {rm{FE}}({XA2DD = 代替 zfrm{E}}({X_j}{X_k}) 时 ， 这 个 推 
察 样 本 之 值 的 独立 性 . ) 


实际 J 


以 及 痒 东 除 准 差 =Nwidehat \sigma = \sqrt { 
zAwidehat \mu \pm \widehat \sigma Msgrt n 


样本 方差 是 


在 这 些 试验 的 3 


全 


关于 一 个 随机 变 


al 


基础 上 ， 


们 再 来 考虑 


5 章 考 虑 过 “足球 胜利 | 
在 方程 (5.51) 


虐 一 


一 个 有 关 ] 


量 X 的 试验 性 


NS 
L 


: 征 党 
J 四 


9] 


计 -入 样 


本 均 f 


点 数 之 和 5 的 样本 均值 是 


Bwidehat mu =(7+11+8+5+4+6+10+8+8+7)/10=7.4; 


{{({712} + {{11} 2} + {82} + {5 和 2} + {4 和 2} + {62} + {{10}^2}+ 
{8^2} + {8A2} + {7^2} - 10{{\widehat \mu }^2})} \Bigl/ {9 \approx 


我 们 作 


生计 这 些 仍 子 8 


\w 


的 


{{2.1}^2}}}. 


以 


A] 习 


约 值 和 方差 的 例子 ， 


在 该 问题 中 有 


可 题 ”， 


n 顶 帽子 被 抛 向 空 


的 是 指出 它们 从 理 


idehat {\rm{V}}X}, 
多 式 而 得 到 例如， 这 


将 答案 表示 成 


还 推导 出 了 公式 


EL 


新 叙述 风 
的 概率 空 


不 要 与 3 


所 计算 的 是 在 足球 胜 
装 并 不 知道 任何 这 样 的 公式 ， 


事实 上 ， 


寻 此 


I 刚 学 过 的 这 些 


HH 了: 没有 人 得 到 了 


一 个 随机 


EXwidehat \mu = \widehat {rm{E}}X 


这 里 是 对 两 个 均匀 般 子 掷 十 次 的 结果 : 


均 点 数 之 和 是 已 7.4 \pm 2.1N\sqrt {10} \approx 7.4 \pm 0.7. 我 
仑 上 而 不 是 赁 经 验 应 该 怎 村 
， 而 其 结果 是 帽子 的 


计算 ， 我 们 在 第 
排列 我们 


区 


由 


间 2{\Pi_n} ， 


Ab 立 


2 


利 问题 中 ] 


斐 波 那 契 数 搞 混 了 . 


数学 形式 表述 的 结果 ， 我 们 就 可 以 来 考虑 位 
让 中 对 所 有 zpi \in {\Pi_n} 都 有 [Pr (pi ) = lnl， 人 


的 概率 是 对 于 恰好 有 天 个 人 得 到 目 


局 {F_n}(\pi ) = \pi 的 “不 动 点 ”的 个 数 ， [PApi \in {\Pi_n} 


辟 开 第 5 章 里 的 所 有 复杂 性 ， 


E. {Nm{ETEn = 人 mn 人 ENE_ 1 + {\rm{E}}{F_{n,2}} + \cdots+ 


仅仅 想 研究 PB{F_n} 的 


这 个 平均 值 非常 


FE 确 下 落 的 帽子 的 个 数 . 方程 (8.22) 给 出 Pr ({F_n}= kk)， 


均值 及 


标准 2 


容易 


计算 . 


{ma{E}}{F_{n,n}}. 


我 们 直接 注意 到 


己 帽子 的 概率 ， 我 们 


,7} 0 nl 个 排列 


组 成 


不 过 我 们 假 


而 22{F_{n,k}} 的 期 望 值 就 是 2A{F_{n,k}} = 1 的 概率 ， 于 1/n ， 因 为 n! 个 排列 
epi= {\pi_1}{\pi_2}...{\pi_n} \in {\Pi_n} 中 恰好 有 (7 一 D7 个 满足 z-{\pi_k} =k. 于 是 


sz-{\IM{E}}H{F_n} = n/n = 1,~~n > 0.\quad\quad\quad\quad\quad(8.23) 


平均 来 说 ， 会 有 一 顶 帽子 落 在 它 正 确 的 位 置 上 . “平均 来 说 ， 一 个 随机 排列 有 一 个 不 动 点 . ” 
平均 值 为 1. 


加 


标准 差 是 什么 呢 ? 这 个 问题 更 为 困难 ， 
之 间 的 相关 性 来 计算 方差 ; 


zi\begin{aligned}{\rm E}(F_n^2) &= {\rm E}\eft( {{{\left( {\sum\limits_{k 
=1}Mn {{F_{n,k}}} } \right)}^2}} \right) = {\rm E}\left( {\sum\limits_{j = 
1}n {\sum\limits_{k = 1}/n {{F_{n,j}}{F_{n,k}}} } } right\&= 
\sum\limits_{j = 1jAn {\sum\limits_{k = 1}n {{\rm E}({F_{n,j}} 
{F_{n,k}}) = \sum\limits_{1 \leqslant k \legslant n} {{\rm E}(F_{n,k}^2) + 
2} } } \sum\limits_{1 \leqslant j < k \leqslant n} {{\rm E}({F_{n,j}} 
{F_{n,k}})}~.\end{aligned} 


(我 们 在 第 2 章 里 推导 (2.33) 时 用 到 过 类 似 的 技巧 . ) 现在 有 z2F_{n,k} 人 2 = {F_{n,k}} ， 由 于 
2{F_{n,k}} 或 者 为 0 或 者 为 1， 从 而 与 之 前 一 样 有 {rm{E}}(F_{n,k} 人 2) = {rm{E}}{F_{n,k}} = ln. 又 如 
9 <k ， 我 们 就 有 frm{E}}({F_{n,j}}{F_{n,k}}))=\Pr (7 以 7 和 上 大 为 不 动 点 ) 忆 = (n -2)ln!l= ln -1). 

XE 


为 诸 个 22{F_{n,k}} 相互 并 不 独立 . 但 是 我 们 可 以 通过 分 析 它 们 


BP {\rm{E}}(F_n^2) = \frac{n}{n} + 
\left(\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right)\frac{2}{{n(n - 1)}} = 2,~~n 
\gegslant 2.\guad\quad\qguad\quad\guad(8.24) 


zwAfrac{2}{6} \times {0^2} + \frac{3}{6} \times {1^2} + \frac{0}{6} \times 
(检查 一 下 ， 当 = 3 时 我 们 有 {2^2} + \frac{1}{6} \times {3^2} =2. 
) 方差 是 {rm{E}}(F_n^2) - {({Ym{E}}{F_n})^2} = 1 ， 所 以 标准 差 (与 均值 相像 ) 是 1.“ > 2 个 元 素 的 
随机 排列 有 1 \pm 1 个 不 动 点 . ” 


8.3 ”概率 生成 函数 PROBABILITY GENERATING FUNCTIONS 


如 果 X 是 一 个 仅 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 ， 我 们 可 以 利用 第 7 章 的 技术 很 好 地 掌握 它 的 概率 分 布 .X 的 概 
率 生 成 画 数 (probability generating function，pgf) 是 


{G_X}(z) = \sum\limits_{k \geqslant 0} {\Pr (X = k) 
{z^k}}.\quad\guad\quad\guad\quad(8.25) 


这 个 关于 = 的 寡 级 数 包含 了 有 关 随 机 变量 X 的 所 有 信息 .我们 也 能 用 另外 两 种 方式 来 表示 它 : 


PF {G_X}(z) = \sum\limits_{\omega \in \Omega } {\Pr (omega ) 
{z^{X(\omega )}}} = {\rm{E}}({z^X}).\guad\qguad\quad\quad\guad(8.26) 


=.{G_X}(z) 的 系数 是 非 负 的 ， 且 它们 的 和 为 1， 后 面 这 个 条 件 可 以 写成 

B{G_X}(1) = 1\quad\quad\quad\quad\quad(8.27) 
反 过 来 ， 任 何 具 有 非 负 系数 且 满 足 22G(1) = 1 的 寡 级 数 G(2) 都 是 某 个 随机 变量 的 概率 生成 函数 ， 
有 关 概 率 生 成 函数 的 最 大 长 处 是 ， 它 们 通常 可 以 简化 均值 和 方差 的 计算 . 例如 ,均值 容易 表示 成 


zi\begin{aligned}{\rm{E}}X &= \sum\limits_{k \gegslant 0} {k \cdot \Pr (X 
= k)} \&= \sum\limits_{k \geqslant 0} \Pr (X = k) \cdot k{z^{k - 1}} 
\Bigl|_{z = 1} 
\quad\guad\quad\qguad\quad\guad\guad\guad\guad\guad\guad(8.28)\&= 
{{G'}_X}(1).\end{aligned} 


我 们 直接 对 概率 生成 函数 关于 > 求 导 并 令 zz = 

方差 也 只 略微 复杂 一 点 : 
2z. \begin{aligned}{\rm{E}}({X^2}) &= \sum\limits_{k \geqslant 0} {{kA2} 
\cdot \Pr (X = k)} \&= \sum\limits_{k \geqslant 0} {{{\Pr (X = k) \cdot \left( 


{k(k - 1){z^{k - 2}} + k{z^{k - 1}}} ight)} \Bigll}_{z = 1}}} = {{G"}_X} 
(1) + {{G'}_X}(1).\end{aligned} 


这 样 一 来 就 有 


> {mam{V}}X = {G"_X}(D + {G_X}(1)- {G'_X} 
{(1)^2}.\guad\quad\quad\quad\guad(8.29) 


等 式 (8.28) 和 “(8.29) 告诉 我 们 : 如 果 能 计算 两 个 导数 值 2{G'_X}(1) 和 2{G"_X}(1) ， 就 能 计算 均值 和 
方差 . 我 们 不 需要 知道 概率 的 封闭 形式 ， 甚 至 都 不 需要 知道 瑟 (G_X}(z) 本 身 的 封闭 形式 


当 G 是 任意 一 个 函数 时 ， 记 


BP \begin{aligned} {\rm{Mean}}(G) &= 
G'(1),\guad\qguad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad~~\guad(8. 
30)M\{\rm{Var}}(G) &= G"(1) + G'"(1) - 
G'{(1)^2},\quad\guad\quad\quad\quad(8.31)\end{aligned} 


这 是 很 方便 的 ， 因 为 我 们 经 常 性 地 要 计算 导数 的 这 些 组 合 . 


关于 概率 生成 函数 的 第 二 大 长 处 是 : 在 许多 重要 的 情形 ， 它 们 都 是 ;的 比较 简单 的 函数 . 例如， 我 们 来 观 
察 阶 为 n 的 均匀 分 布 (uniform distribution) ， 在 其 中 随机 变量 以 概率 1/n 取 
zAleft{ {0,1, \cdots mn - 1} \right\} 中 的 每 一 个 值 . 在 这 种 情形 下 ， 它 的 概率 生成 函数 是 


{U_n}(z) = \frac{1}{n}(1] +z+\cdots+ {z^{n - 1}}) = \frac{1} 
{n}Mfrac{{1 - {z^n}}}{{1 -z}},~~n \geqslant 
1.\quad\quad\quad\guad\guad(8.32) 


十 zA{U_n}(z) ， 我 们 有 封闭 形式 ， 因 为 这 是 一 个 几何 级 数 . 


晶 是 这 个 封闭 形式 有 点 令 人 乾 界 ， 当 我 们 代入 Bz = 1 时 (这 是 > 对 概率 生成 函数 来 说 最 为 关键 的 值 ) 
就 得 到 未 加 定义 的 R070 的 值 ， 尽 管 PB{U_n}(z) 是 个 多 项 式 昌 在 = 的 任何 值 都 有 很 好 的 定义 .根据 非 
封闭 形式 葬 {{(1 + z+ \cdots + {zAfn - 1})} \bigl/n} ， 显 然 可 见 值 已 {U_n}(D = 1 ， 而 如 果 我 们 想 要 从 封闭 
区 式 来 确定 s:{U_n}(1) ， 看 起 来 必须 借 助 洛 必 达 法 则 来 求 z2{\lim\nolimits_{z \to 1}}{U_n}(z). 用 洛 必 达 法 
0 zJ{U'_n}(1) 要 加 困难 些 ， 因 为 其 分 母 中 有 一 个 因子 局 {(z - 1)^2},~~{U"_n}(1) 的 计算 还 要 更 加 
逢 难 . 


幸运 的 是 有 一 个 跳出 这 种 两 难处 境 的 好 方法 . 如 果 已 G(z) = \sumvnolimits_{n \geqslant 0} {{fg_n}{fzAn}} 是 
插 何 一 个 寡 级 数 ， 它 至 少 对 满足 Pbigl|z \bigl| > 1 的 一 个 = 值 收敛 ， 那 么 需 级 数 

ez.G'(Z) = \sum\nolimits_{n \geqslant 0} {n{g_n}{z^{n - 1}}} 也 有 这 个 性 质 ， 故 而 启 G"(z) 、 忆 G"(z) 等 均 如 
此 .这样 一 来 ,根据 泰勒 定理 ， 我 们 可 以 写成 


zs G1+t)=G(1)+\frac{{G(D}}{L}}t + \frac{{G"(1)}}{{2!1}}{t2} + 
\frac{{G"™(1)}}{{3!}}{t^3} + \cdots,\guad\quad\quad\quad\quad(8.33) 


当 2G(1 + 展开 成 上 的 需 级 数 时 ，G( 引 在 世 z = 1 处 所 有 的 导数 都 将 作为 系数 出 现 . 


> 


例如 ， 均 匀 概 率 生 成 函数 己 {U_nj(z) 的 导数 容易 这 样 来 求 得 : 


ez. \begin{aligned}{U_n}(1 +t) &= \frac{1}{n}\frac{{{{(1 +t)}n} - 1}} 
{t}\&= \frac{1}{n}\left(\begin{matrix}n\N\end{matrix}\right) + \frac{1} 
{n}\left(\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right)t + \frac{1} 
{n}\left(\begin{matrix}n\3\end{matrix}\right){t^2} + \cdots + \frac{1} 
{n}\left(\begin{matrix}n\n\end{matrix}\right){t^{n - 1}}.\end{aligned} 


将 它 与 (8.33) 比较 就 给 出 


2 {U_n}(1)= 1,~~{U'_n}(1)= \frac{{n - 1}}{2},~~{U"_n}(1) = \frac{{(n - 
1)(n - 2)}}{3};\guad\qguad\guad\quad\guad(8.34) 


且 一 般 来 说 有 BU_n^{(m)}(1) = {(n - 1)^{\underline m }}(m + 1) ， 尽 管 为 了 计算 均值 和 方差 我 们 只 需要 
m 二 1 和 m=2 的 情形 . 均匀 分 布 的 均值 是 


Bf{U' ni() = \frac{{n - 1}}{2},\guad\quad\quad\quad\quad(8.35) 


而 方差 是 


z-\begin{aligned}{U"_n}(1) + {U'_n}(1)- {U'_n}{(1)2} &= A\frac{{(n - 1) 
(n-2)}}{{12}} + 6\frac{{(n - 1)}}{{12}} - 3\frac{{{{(n - 1)}^2}}} 
{{12}}\&= \frac{{{n^2} - 1}} 
{{12}}.\gquad\quad\quad\guad\quad\quad\quad\guad\quad\quad\quad\guad\qu 
ad\guad\quad\quad\quad\guad\quad\guad(8.36)\end{aligned} 


成 函数 的 第 三 大 长 处 是 : 概率 生成 函数 的 乘积 对 应 于 独立 随机 变量 之 和 . 
成 函数 的 乘积 对 应 于 数列 的 卷 积 ， 但 是 在 应 用 中 更 加 重要 的 是 知道 概率 的 卷 积 对 应 于 独立 随机 变 
之 和 . 的确， 如 果 大 和 2Y 是 只 取 整 数值 的 随机 变量 ， 那 么 zxX + Y =n 的 概率 是 
ZAPI(X+Y=n)=\sum_K\Pr(X=k Hs2:Y=n-k). 

如 果 大 和 2Y 是 独立 的 ， 我们 就 有 


zAPr (X + Y =n)=\sum\limits k {\Pr (X = k)\Pr (Y = n - k)}, 


呈 让 


这 是 一 个 卷 积 . 于 是 (这 是 关键 所 在 ) 


忆 {G_{XX+Y}}(z) = {G_X}(z){G_Y}(z) ， 如 果 访 和 [BY 是 独立 的 . (8.37) 


在 这 在 这 候 我 们 曾经 注 ; 意 到 : 当 久 和 [BY 独立 时 ， 到 frmfVY( 必 二 了 二 = {\rm{V}}X + {\rm{V}}Y. 
设 PF(z) 和 Gl3) 是 信和 2Y 的 概率 生 成 函数 ， 又 设 记 Hz) 是 PX + YY 的 概率 生成 函数 . 那么 


2-H(z) = F(z)G(z), 
而 从 (8.28) 到 (8.31) 有 关 均 值 和 方差 的 公式 告诉 我 们 ， 必 定 有 
jz: \begin{aligned}{\rm{Mean}}(H) &= {\rm{Mean}}(F) + {\rm{Mean}} 


(G);\qguad\quad\quad\guad\qguad(8.38)\{\rm{Var} }(H) &= {\rm{Var}}(F) + 
{\rm{Var}}(G).\gquad\quad\guad\guad\quad\quad~~(8.39)\end{aligned} 


这 些 公式 给 出 导数 局 (wm{Mean}}H) = H(D 以 及 忆 (rm{Var}}(H) = H"(1) + H'(1) - H{(1)^2} 的 性 质 ， 它 们 
对 任意 的 函数 乘积 BH(z) = F(z)G(z) 并 不 成 立 ， 我 们 有 


BB \beginfaligned}jH'(z) &= F(z)G(z) + F(z)G'(z),MNH"(z) &= F"(z)G(z) + 
2F'(z)G'(z) + F(z)G"(z)\end{aligned} 


但 是 ， 如 果 令 ez = 1 ， 我 们 就 能 看 出 ， 只 需 


zF(1) = G(1) = 1,\guad\quad\guad\guad\guad(8.40) 


旦 导数 存在 ， 那 么 (8.38) 和 “(8.39) 在 一 般 情 形 下 就 都 能 成 立 . 为 使 这 些 公式 成 立 , “概率 ”不必 一 定 在 
中 .5 只 要 PF(1) . z2G(1) 不 等 于 零 ， 为 了 使 得 这 个 条 件 成 立 ， 我 们 可 以 通过 始终 用 22F(1) 和 2G(1) 来 除 
各 得 磺 四 和 G(z) 标准 化 . 

均值 和 方差 并 不 是 全 部 的 内 容 . 它们 仅仅 是 丹麦 天 文学 家 Thorvald Nicolai ThieleB51 于 1903 年 引入 的 所 谓 
的 累积 量 (cumulant) 统计 学 的 无 穷 级 数 中 的 两 个 . 一 个 随机 变量 的 前 两 个 累积 量 局 {\kappa_1} 和 


z.{\kappa_ . 跌 是 我 们 称 为 均值 和 方差 的 量 ， 还 有 更 高 次 的 累积 量 ， 它们 表达 概率 分 布 的 更 加 精致 的 性 
质 . 当 Gt3) 是 一 个 随机 变量 的 概率 生成 画 数 时 ， 一 般 的 公式 


我 将 以 优异 成 绩 毕 业 . 


LE 


en G({{\rm{e}}t}) = \frac{{{\kappa_1}}}{{1!}}t + \frac{{{\kappa_2}}} 
{{2!}}{tA2} + \frac{{{\kappa_3}}}{{3!}}{t3} + \frac{{{\kappa_4}}} 
{{4!}}{t^4} + \cdots\quad\quad\qguad\qguad\quad(8.41) 


就 定义 了 所 有 阶 的 累积 量 . 
我 们 来 更 加 密切 地 观察 累积 量 . 如 果 G(2) 是 X 的 概率 生成 画 数 ， 我 们 有 


直 


B. \begin{aligned}G({{\rm{e}}t}) = \sum\limits_{k \geqslant 0} {\Pr (X= 
k){{\rm{e}}^{kt}}} &= \sum\limits_{k,m \geqslant 0} {\Pr (X = 
k)\frac{{{kAm} {tAm}}}{{m!}}}\&= 1+\frac{{{\mu_ 1}}}{{1!}}t+ 
\frac{{{\mu_ 2}}}{{2!}}{t^2} + frac{{{\mu_ 3}}}{{3!}}{tA3}+ 
\cdots,\guad\quad\guad\quad\guad(8.42)\end{aligned} 


B. {\mu_m}=\sum\limits _{k \geqslant 0} {{k^m}\Pr (X= k)}= {ram{E}} 
({X^m}).\quad\guad\quad\guad\quad(8.43) 


这 个 量 户 {mu_ml 称 为 久 的 m 阶 矩 (mthmoment) . 我们 可 以 在 (8.41) 的 两 边 取 指数 ， 这 就 给 出 了 
已 G({feAt) 的 另 一 个 公式 


B. \begin{aligned}G({{\rm{e}}t}) &= 1 +\frac{{\left( {{\kappa_1}t+ 
\frac{1}{2}{\kappa_2}{t^2} + \cdots } \right)} }{{1!}} + \frac{{{{\left( 
{{\kappa_1}t + \frac{1}{2}{\kappa_2}{t^2} + \cdots } \right)}^2}}}{{2!}} 
+ \cdots\&= 1 + {\kappa_1}t + \frac{1}{2}({\kappa_2} + \kappa_1^2){t^2} 

+ \cdots.\end{aligned} 


让 t 的 第 的 系数 相等 就 导出 一 系列 的 公式 


Bs \begin{aligned}{\kappa_1} &= 
{\mu_1},\quad\quad\guad\quad\guad\qguad\qguad\quad\guad\quad\quad\quad\ 
quad\qguad\quad\quad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad~~\qu 

ad\quad\guad(8.44)\{\kappa_2} &= {\mu_2}- 

\mu_1^2,~M\guad\quad\guad\quad\guad\quad\qguad\quad\qguad\quad\guad\quad 
\quad\qguad\quad\guad\quad\qguad\guad\guad\guad\qguad\guad\qguad\guad\quad 

(8.45)\{\kappa_3} &= {\mu_3}-3{\mu 1}{\mu 2}+ 
2\mu_1^3,\quad\qguad\quad\quad\qguad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\guad 
\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\qguad\quad(8.46)\{\kappa_4} 
&= {\mu_4} -4{\mu_1}{\mu 3}+12\mu_1^2{\muy 2} -3\mu_ 2 人 2 - 
6\mu_1^4,\qguad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\guad 
\quad\guad\quad(8.47)\{\kappa_5} &= {\mu_5}- 5{\mu_1}{\mu 4}+ 
20\mu_1*2{\mu_ 3}-10{\mu 2}{\mu_3}+30{\mu_1}M\mu 212 - 
60\mu_1^3{\mu 2}+ 
24\mu_1^5\guad\guad\qguad\guad\guad(8.48)\8\guad\quad\guad\quad\guad\ 
quad~\vdots\end{aligned} 


注意 ， 己 {\kappa_2} 的 确 就 是 方差 {rm{E}}({X^2}) - {({\rm{E}}X)^2} ， 


这 些 公式 用 和 矩 定义 了 累积 二 
恰 如 断 言 的 那样 . 
方程 (8.41) 使 得 下 述 结论 变 得 明显 : 由 两 个 概率 生成 画 数 的 乘积 z.F(z)G(z) 所 害 义 的 累积 量 是 z-F(z) 和 
G(2) 对 应 的 标 积 量 的 和 ， 因 为 乘积 的 对 数 是 和 .于 是 独立 随机 变量 之 和 的 所 有 的 累积 量 都 是 可 加 的 ， 恰 与 
均值 以 及 方差 相同 . 这 个 性 质 使 得 累积 量 比 矩 更 加 重要 . 

“对 这 些 更 高 阶 的 半 不 变量 ， 我 们 不 打算 给 出 特殊 的 名 称 ” 

——T.N.Thielel351 


加 | 


肖 微 不 同 的 途径 ， 记 


Bz: G(1+t)=1+\frac{{{\alpha_1}}}{{1!}}t + \frac{{{\alpha 2}}}{{2!}} 
{tA2} + \frac{{{\alpha_3}}}{{3!}}{tA3} + \cdots, 


> 


如 果 我 们 采用 


方程 (8.33) 告诉 我 们 : 诸 “是 “阶乘 矩 ” 


BP \begin{aligned}{\alpha_m} &= {G^{(m)}}(1)\&= \sum\limits_{k 
\geqslant 0} \Pr (X = k){k^{\underline m }}{z^{k - m}} \Bigl|_{z = 1MN\&= 
\sum\limits_{k \geqslant 0} k^{\underline m MPr (X = JN&= {\ram{E}} 
({x^{\underline m 
}}).\quad\quad\quad\quad\quad\guad\guad\qguad\quad\guad\guad\quad\quad\ 
quad\qguad\quad\quad(8.49)end{aligned} 


du 
DE 
Ei 


由 此 条 


sp: \begin{aligned}G({{\rm{e}}t}) &= 1 +\frac{{{\alpha_ 1}}}{{1!}} 
({{\rm{e}}t} - 1) + \frac{{{\alpha_2}}}{{2!}}{({{\rm{e}}At} - 1)*2}+ 
\cdots\&= 1 + \frac{{{\alpha_1}}}{{1!}}\left( {t+ \frac{1}{2}{t^2} + 
\cdots } \right) + \frac{{{\alpha_2}}}{{2!}}({t^2} + {tA3} + \cdots ) + 
\cdots\&= 1 + {\alpha_1}t + \frac{1}{2}({\alpha_2} + {\alpha_1}){t^2}+ 
\cdots,\end{aligned} 


pa 
7 
了 

dl 
润 
4. 

Sb 
I 
lr 


我 们 可 以 用 导数 z2{G^{(m)}}(1) 


Bs \begin{aligned}{\kappa_1} &= 
{\alpha_1},\guad\guad\qguad\guad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\gua 
d\quad\guad\quad\guad~\guad\guad\quad(8.50)\{\kappa_2} &= {\alpha_ 2}+ 
{\alpha_1}- 
\alpha_1^2,\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad~~\guad\g 
uad\qguad\quad(8.51)\{\kappa_3} &= {\alpha_3} + 3{\alpha_2} + {\alpha_1} 
- 3{\alpha_2}{\alpha_1} - 3\alpha_1^2+ 
2\alpha_1^3,\guad\quad\quad\quad\quad(8.52)\&~~\vdots\end{aligned} 


这 一 列 公式 得 出 的 “加 性 ”恒等式 , 将 (8.38) 和 “(8.39) 推广 到 了 所 有 的 累积 量 . 
让 我 们 回 到 现实 中 来 ， 并 将 这 些 想 法 应 用 到 简单 的 例子 上 去 . 一 个 随机 变量 的 最 简单 情形 是 “随机 常数 ”， 


中 X 以 概率 1 取 本 定 的 值 zx. 在 此 情形 下 户 {G_X}(z) = {z^x} ， 且 有 En {G_X}({{\rmf{e}}t})=xt， 基 


此 均值 是 x ， 其 他 所 有 的 累积 量 都 是 零 ， 由 此 推出 ， 用 茂 (zx] 乘 以 任何 概率 生成 丽 数 的 运算 都 使 均值 增 
加 xz ， 但 是 保持 方差 以 及 所 有 其 他 的 累积 量 不 变 ， 


概率 生成 函数 怎样 应 用 于 般 子 呢 ? 一 个 均匀 般 子 的 点 数 分 布 有 概率 生成 函数 


E.G(Z) = \frac{{z + {zA2} + {Zz 和 3} + {zZA4} + {ZA5} + {2z^6}}}{6} =z{U_6} 
(z), 


中 Us 是 阶 为 6 的 均匀 分 布 的 概率 生成 函数 ,项 了 “2 "给 均值 增加 1， 所 以 其 均值 是 3.5， 而 不 是 (8.35) 
中 那样 的 Bfracffn - 1}}{2} = 2.5 ， 但 是 一 个 额外 的 “ > ”并 不 影响 方差 (8.36) ， 其 是 
pAfrac{{35}}{{12}}. 


两 个 独立 仍 子 上 的 总 点 数 的 概率 生成 函数 是 一 个 仍 子 上 点 数 的 概率 生成 国 数 的 平方 


Bz. \begin{aligned}{G_S}(z) &= \frac{{{z^2} + 2{z^3} + 3{z^4} + 4{z^5} + 
5{zA6} + 6{ZA7} + 5{ZzA8} + 4{zA9} + 3{z^{10}} + 2{z^{11}} + 
{z^{12}}}}{{36}}\&= {z^2}{U_6}{(z)’2}.\end{aligned} 


如 果 我 们 掷 一 对 均匀 般 子 环 次 ， 类 似 地 ， 我 们 总 共 得 到 大 点 的 概率 是 


B. \begin{aligned}\left[l {{z^k}} \right]{G_S}{\left( z righbDAn} &= \left[ 
{{zk}} \right]{z^{2n}}{U_6}{(Z) {2n0}}\&= [{zA{k - 2n0}}{U_6} 
{(z)^{2n}}.\end{aligned} 


早先 考虑 过 的 帽子 下 落 欢呼 足球 胜利 问题 ， 也 可 称 为 计算 随机 排列 的 不 动 点 问题 ， 我 们 由 (5.49) 知道 其 
概率 生成 函数 是 


帽子 的 分 布 是 一 个 不 同 种 类 的 均匀 分 布 . 


hy 
a!t 


不 用 知道 这 些 系 数 的 详细 情况 ， 我 们 就 能 由 北 归 式 z{F'_n}(z) = {F_{n -1}}(z) 推 
BF _nAfmj(z) = {F_{n-m}}(z) ， 从 而 


Glul 
三 


Fn F_n^{(m)}(1) = {F_{n- m}}(1) = [n \geqslant 
mj.\guad\quad\guad\guad\quad(8.54) 


这 个 公式 使 得 计算 均值 和 方差 更 容易 ， 与 之 前 一 样 (不 过 更 加 快捷 ) 地 求 出 : 
1 . 


nl 


LE 


n 2 时 它们 两 者 都 等 


LE 


实际 上 ， 我 们 可 以 证 


昧 积 


明 : 5 


> 
a 


只 要 nn 


mm 
》 


积 量 得 到 的 答案 ， 与 


此 


量 仅 与 pA{F'_n}(1), {F" _n}(1), \cdots ,了 0 有 关 ， 
极限 概率 生成 函 数 


日 


量 的 第 m 个 累积 量 ={\kappa_m} 就 等 于 


为 第 m 个 


1. 


加 


这 些 累 积 : 三 全 都 等 


村 二 1， 


B.{E_Ninfty }(z) = {{\rm{e}}^{z - 1}}M\guad\qguad\quad\quad\quad(8.55) 


代 炎 ziA{F_n}(z) 时 得 到 的 答案 相同 ， 对 这 个 极限 概率 生 
zz.F_ infty 和 {(m)}(1) = 1.~~{F_\infty } 的 累积 


区 2 


成 函数 的 所 有 


量 恒 等 于 1， 


J 
人 


为 


阶 


数 都 有 


\In {F_\infty }({{\rm{e}}t})= \n {{\rm{e}}{{{\rm{e}}t} - 1}} = 


{{\rm{e}}t} - 1 = \frac{t}{{1!}} + \frac{{{t^2}}}{{2!}} + \frac{{{t^3}}} 
{{3!}} + \cdots. 


8.4 抛掷 硬币 “FLIPPING COINS 


现在 我 


十， 


门 转向 得 


Es 


到 


两 个 


结果 的 过 程 . 


骗子 们 都 知道 ， 


你 在 一 张 光滑 的 桌面 上 旋转 一 枚 新 铸 的 美 


zip+q=1. 


-一 、 


我 们 假设 


币 不 停 止 在 全 


ba 


硬币 是 均匀 的 (fair) 


， 我 人 


在 抛掷 硬币 一 次 之 后 ， 


E 面 出 现 次 数 的 概率 生 


如 果 抛 拓 硬 


币 球 次， 并， 


状态 ， 也 不 掉 进 洞 中 等 
] 就 有 zp =q = \frac{f1}{2)} ， 


数 是 


如 果 我 们 抛掷 一 枚 硬币 ， 


币 时 ， 世 pvapprox0.1 . 


等 ，) 在 整个 这 


巨 出 现 1 


上 四 


(重量 


节 中 


反之 丰 


jz-H(z) = qd + pz\quad\quad\quad\quad\quad(8.56) 


总 是 假设 不 同 的 硬币 抛掷 是 独立 的 ， 则 根据 二 项 式 定 理 


Pal 


的 概率 是 P， 


分 布 使 得 林肯 的 头像 


可 知 ， 


田间 


下 


H{(z)An} = {(q+ pz)An} = \sum\limits_{k \geqslant 0} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){p^k}{q^{n - k}} 
{z^k}}\guad\quad\guad\quad\guad(8.57) 


生成 . 于 是 ， 


在 次 抛掷 


恰好 得 到 大 个 1 


上 四 


的 几率 是 


从 而 对 


而 出 现 反 面 


第 m 个 累 


的 概率 


数 了 和 9 的 和 总 是 1， 如果 
币 就 是 不 均匀 的 (biased) . 


tH 现 的 次 数 


PNeft(begin{fmatrixjnNkend{matrixjrighb{fpAk}{qAfn - k}}. 这 个 概率 序列 称 为 二 项 分 布 (binomial 


distribution) . 


假设 我 们 反复 抛掷 一 枚 硬 
〈 这 是 第 一 次 抛掷 就 出 现 1 


k=1 
现 1 


下 的 概率 ) 


pa 


过 程 


重复 这 


pl 


[H 
[| 


附带 


tr 
了 C 


二 


到 得 到 ”个 了 


A 


家 
上 四 


币 直 到 第 一 次 出 现 了 


的 概率 ) 


， 恰 好 需要 抛掷 大 次 的 概率 是 
; 以 概率 已 
; 而 对 一 般 的 此 概率 为 pi{q^{k - 1}}p. 所 以 其 


多 


少 4 
A 


则 有 上 大 = 2 (这 是 


ICd 


二 生成 函数 是 


pz + dp{ZzA2} + {q^2}p{zA3} + \cdots = \frac{ {pz}}{{1 - 
qz}}.\quad\quad\qguad\quad\quad(8.58) 


FE 面 ， 这 就 给 出 


率 生 成 画 数 


? 以 概率 了 ， 


则 有 


tH 现 反面 


， 接 下 来 出 


\begin{aligned}{\left( {\frac{{pz}}{{1 - qz}}} \ight)^n} &= {p^n} 
{zAnjsumlimits_k {\left(\begin{matrix}{n + k - 1}\k\end{matrix}\right) 
{{(gz)}k}}\&= \sum\limits_k {\left(\begin{matrix}{k - 1}M\{k - 
nMNend{matrix}\right){p^n}{q^{k - n}} 
{z^k}}.\quad\qguad\quad\quad\quad(8.59)\end{aligned} 


这 就 是 2" 乘 以 


Bs {\left( {\frac{p}{{1 - gz}}} righbAn} = \sum\limits k 
{\left(\begin{matrix}{n + k - 1}\k\end{matrix}\right){p^n} {gq^k} 
{z^k}},\quad\guad\quad\guad\quad(8.60) 


它 是 负 二 项 分 布 (negative binomial distribution) 的 生成 函数 . 


(8.59) 中 的 概率 空间 〈 其 中 我 们 抛掷 一 枚 硬币 直到 出 现 个 正面 ) 与 这 一 章 早 先 提 到 的 概率 空 = 间 不 同 ， 
寻 为 它 包含 无 穷 多 个 元 素 . 每 个 元 素 都 是 由 正面 和 (或 ) 反面 组 成 的 个 有 由 列 ， 它 总 共 恰 好 包含 nn 个 
正面 ， 且 以 正面 作为 结束 ， 这 样 一 个 序列 的 概率 是 {pAn}{q^{k - n}}， 1 zk -n 是 反面 的 个 数 . es 
如 ， 如 果 = 3 且 我 们 用 H 代 表 正 面 ， 而 用 工 代表 反面 ， 则 序列 THTTTHH 就 是 这 个 概率 空间 的 一 个 元 
素 ， 且 它 的 概率 等 于 忆 qpqqqpp = {p^3}{q^4}. 


正面 我 赢 ， 反 面 你 输 . 不 ? 那 好 ， 反 面 你 输 ， 正 面 我 赢 . 
不 ? 好 的 ,那么 ， 正 面 你 就 输 ， 反 面 我 就 局 . 


= 


设 让 是 一 个 服从 二 项 分 布 (8.57) 的 随机 变量 ，PY 是 一 个 服从 负 二 项 分 布 (8.60) 的 随机 变量 . 这些 分 
布 都 与 n 和 PP 有 关 . XX 的 均值 是 znH'(1) = np ， 因 为 它 的 概率 生成 函数 是 22H{(z)^n} ， 其 方 差 是 


Bp n\left( {H"(1) + H'(1) - H'{{(1)}^2}} \right) = n(0 + p - {p^2}) = 
npq.\quad\quad\quad\quad\quad(8.61) 


从 而 其 标准 差 是 esqrt {npq} : 如 果 抛 毛 枚 硬币 n 次 ， 我 们 期 待 得 到 正面 大 约 Finp \pm \sqrt {npq} 次 . 
BPY 的 均值 和 方差 可 以 用 类 似 的 方法 求 得 : 如 果 设 


22G(z) = \frac{p}{{1 - qz}}, 


我 们 就 有 


sp:  \begin{aligned}G'"(z) &= \frac{{pq}}{{{{(1 - qz)}^2}}},M\G"(z) &= 
\frac{ {2p{q^2}}}{{{{(1 - qz)}^3}}},\end{aligned} 


从 而 忆 G'(1D = pq/{p^2} = dp 且 蕊 G"(1) = 2p{q^2M{p^3} = 2{q^2M{p^2}. 由 此 推出 蕊 Y 的 均值 是 Enqmp ， 
而 方差 是 zinq/{p^2}. 推导 PY 的 均值 和 方差 的 一 个 更 简单 的 方法 要 用 到 倒数 生成 函数 (reciprocal 


generating function) 


Sa 


PF F(z)= \frac{{1 - gz}}{p} = \frac{1}{p} - \frac{q} 
{p}z,\quad\quad\qguad\quad\quad(8.62) 


志 
PG{(z)An} = F{(Z){ - n}}\quad\quad\quad\quad\quad(8.63) 


这 个 多 项 式 zF(z) 不 是 概率 生 成 男 数 ， 姑 为 它 有 负 的 系数 .但 它 的 确 满 足 关键 条 件 PF(1) = 1. 从 而 已 F(z) 
在 形式 ] 上 是 一 个 二 项 式 ， 它 与 以 等 于 2 q/p 的 “概率 "得 到 正 面 的 硬币 相对 应 ， 而 G(3) 在 形式 上 等 价 于 抛 
据 这 样 一 枚 硬币 -1 次 (! 这 站 一 来 ， 具 有 参数 z2(n,p) 的 负 二 项 分 布 束 可 以 看 成 是 L 
Pn',p') = (-n, - q/p) 为 参数 的 通常 也 二 项 分 布 .形式 地 进行 下 去 ， 其 均值 必定 为 np =(-n)(-q/p)= nq/p 
而 方差 必定 为 znp'gq' = (-n)(-q/p)~(1 + gq/p) = nq/{p^2}. 涉 及 负 概 率 的 这 一 形式 推导 是 合法 的 ， 因 为 我 
们 对 了 通常 的 二 项 式 的 推导 是 以 形式 蚌 级 数 之 间 的 恒等式 为 基础 的 ， 在 其 中 从 来 就 没有 用 到 

z20 \leqslant p eqslant 1 这 个 假设 条 件 . 


我 变 年 轻 的 概率 是 负数 . 
我 ? 那么 你 变 老 或 者 保持 不 变 的 概率 就 大 于 1. 


门 转向 另外 一 个 例子 : 要 连续 得 到 两 次 正面 ， 我 们 需要 将 一 枚 硬币 抛掷 多 少 次 ? 现在 的 这 个 概率 空间 包 
了 和 T 组 成 的 所 有 如 下 形状 的 序列 : 除了 结尾 处 是 HH 之 外 ， 中 间 没 有 相连 的 H : 


2={ HH,IHH ,IIHH ,HIHH ,IIIHH ,ITHIHH ,HIIHH ,，…} . 


只 党 


lt 


通过 用 了 代替 再 ， 用 4 代替 工 就 可 以 得 到 任何 给 定 序 列 的 概率 ， 例 如 ， 序 列 THTHH 以 概率 


Pr (THTHH ) 2-=qpqpp=p^3g 人 2. 


a 可 以 如 同 在 第 7 章 开 始 所 做 的 那样 来 尝试 使 用 生成 函数 . 设 5 是 zMOmega 的 所 有 元 素 组 成 的 无 
ji 


Ss=HH+THH+TIHH+HIHH+TITHH+ THTHH + HIIHH + .… 


如 果 用 zpz 代替 每 个 了 ， 而 用 w2qz 代替 每 一 个 工 ， 我 们 就 得 到 直到 出 现 两 个 连续 正面 所 需 的 抛掷 次 数 的 
概率 生成 画 数 . 


在 5 与 等 式 (7.1) 中 的 多 米 诺 铺设 的 和 式 


之 间 有 奇特 的 关系 . 的 确 ， 如 果 我 们 用 工 代 兰 每 一 个 ， 而 用 HT 代替 每 一 个 ， 然 后 在 结尾 处 放 上 一 
个 HH ， J TT 得 到 | PS. i 这 个 对 应 关系 容易 证 明 ， 为 对 某 个 八 Pn 0 0,~~\Omega 的 每 一 个 元 素 都 
有 (T+HT)"HH 的 形式 ， 且 工 的 每 一 项 都 有 的 形式 . 于 是 ， 根 据 (7.4) 我 们 就 


S=(1-T-HT)!HH, 


tH 


中 


而 这 个 问题 的 概率 生成 函数 就 是 
\begin{aligned}G(z) &= {\left( {1 - qz - (pz)(gz)} \right)^{ - 1}} 
{(pz)A2jN&= \frac{{{p’2}{z2}}}{{1 - qz - 


pq{z^2}}}.\gquad\guad\quad\guad\quad\quad\quad\quad\quad\guad\quad\gua 
d\quad\guad\quad\quad(8.64)\end{aligned} 


对 负 二 项 分 布 所 得 的 经 验 为 我 们 提供 了 一 条 线索 ， 使 得 我 们 可 以 记 
2G(z) = \frac{{{z^2}}}{{F(zZ)}} (其 中 F(z) = \frac{{1 -gz-pq{z^2}}}{{{p^2}}} 


通过 计算 这 个 伪 概 率 生 成 范 数 z.F(z) 的 “均值 ?和 “方差 " 束 能 最 容易 地 来 计算 (8.64) 的 均值 和 方差 . 
次 引入 了 一 个 满足 22F(1) = 1 的 画 数 .， ) 我 们 有 


BE.  \begin{aligned}&F'(1)=(-q-2pgq)/{p^2}=2-{p^{ -1}}-{p^{- 
2}},\&F"(1) = - 2pq/{p^2} = 2-2{p^{ -1}}.\end{aligned} 


we 


由 于 22{z^2} = F(z)G(z),~~{\rm{Mean}}({z^2})) =2 以 及 {rm{Var}}({z^2}) = 0 ， 因 而 分 布 Gl3) 的 均值 和 


方差 就 是 


22 \begin{aligned} {\rm{Mean}}(G) &= 2- {\rm{Mean}}(F)= {p^{ -2}}+ 
{p^{ - 1}},\guad\quad\qguad\quad\guad\quad\qguad\quad\guad~(8.65)\\ 
{\rm{Var}}(G) &= - {\rm{Var}}(F) = {p^{ - 4}} + 2{p^{ - 3}} - 2{p^{ - 2}} 
- {p^{ - 1}}.\guad\quad\quad\qguad\quad(8.66)\end{aligned} 
当 zip = \frac{1}{2} 时 ， 其 均值 和 方差 分 别 是 6 和 22. (习题 4 讨论 用 减法 计算 均值 和 方差 
现在 ， 我 们 答 试 一 个 更 加 艰深 的 实验 ; 我 们 抛掷 硬币 直到 首次 得 到 模式 THTTH .获胜 位 置 之 和 现在 是 
Ss=THITH+ HIHTIIH + TIHTIH+ HHIHIIH + HTITHTTH + THTHTTH + IIIHTTIH + .… ; 


个 和 式 比 前 面 一 个 更 加 难于 描述 ， 如 采 回 到 第 7 章 求解 多 米 诺 问题 时 所 用 的 方法 ， 通 过 将 它 考 虑 成 为 
不 面 的 3 动机 ?所 定义 的 个 “有 限 状 态 语 


Il 


“你 真是 一 个 机 器 人 一 一 一 台 计 算 机 ，’ 我 叫 起 来 ，“ 有 时 在 你 的 身上 有 某 种 肯定 是 非 人 性 的 东西 .” 


一 J. H. 华 生 [83] 


| :这 是 英国 侦探 小 说 作家 柯 南 : 道 尔 (1859 一 1930) 于 1890 年 出 版 的 小 说 《四 签名 》 (The sign of the four ) 中 华 生 评价 福尔摩斯 的 话 . 


我 们 就 能 得 到 关于 s 的 一 个 公式 .在 此 概率 空间 中 的 基本 事件 是 由 瑟 和 工 组 成 的 从 状态 0 通 向 状态 5 的 序 
列 . 例如 ， 假 设 我 们 刚刚 看 到 THT ， 则 我 们 处 于 状态 3 现在， 掷 出 反面 会 将 我 们 带 到 状态 4， 在 状态 3 掷 
会 将 我 们 带 到 状态 2 〈 并 非 所 有 的 方法 都 能 回 到 状态 0， 因 为 我 们 刚刚 看 到 的 TH 后 面 可 能 跟着 的 是 
TIH ) . 


在 这 个 公式 化 的 表述 中 ， 我 们 可 以 设 蒜 是 引导 到 状态 大 的 由 再 和 工 组 成 的 所 有 序列 之 和 ， 由 此 推出 


现在 问题 中 的 和 式 5s 是 ws2{S_5} ， 我 们 可 以 通过 求解 有 6 个 未 知 数 tS 0},{S_1}, \cdots ,{S_ 2 的 这 6 个 方 
程 来 得 到 它 . 用 =pz 代替 H ， 用 已 qz 代替 工 ， 就 给 出 生成 函数 ， 其 中 闫 在 sf 中 的 系数 是 经 过 半 次 抛掷 
后 我 们 处 在 状态 大 的 概率 


同样 的 方法 ， 状 态 间 转 移 (其 中 从 状态 7 到 状态 的 转移 以 给 定 的 概率 zx{p_{j,k}} 出 现 ) 的 任何 图 
都 引导 出 一 组 联 立 线性 方程 ， 它 的 解 束 是 在 出 现 n 次 转移 之 后 状态 概率 的 生成 画 数 .这 种 系统 称 为 马尔 
可 夫 过 程 ， 而 有 关 它 们 的 性 状 的 理论 与 线性 方程 的 理论 密切 相关 


但 是 抛掷 硬币 问题 可 以 用 简单 得 多 的 方法 求解 ， 没 有 一 般 的 有 限 状态 方法 的 复杂 性 .替代 6 个 未 知 数 
Bf{S_0},{S_1}, \cdots ,{S_5} 的 6 个 方程 ， 可 以 仅 用 2 个 未 知 数 的 2 个 方程 就 给 出 对 s 的 刻画 . 这 里 的 技巧 在 
于 考虑 所 有 不 包含 出 现 给 定 模式 THTTH 的 抛掷 硬币 序列 的 辅助 和 式 

PEN={S 0}+{S 1}+{S 2}+{S 3}+{S 4}: 


NAN 


暗室 


N=1+H+T+HH+...+THTIHT+ THTIT+.... 


我 们 有 


1+N(H+T)=N+S, (8.67) 


为 左边 的 每 一 项 要 么 以 THTTH 结束 ( 它 属于 Ss) ， 要 么 不 以 它 结束 ( 它 属于 N) . 反之 ， 右边 的 每 
一 项 要 人 久 是 空 的 ， 要义 属 于 NH 或 者 NT .而 且 我 们 还 有 重要 的 附加 方程 


NTHTTH=S+S TTH, (8.68) 


丸 为 左边 的 每 一 项 或 者 是 在 第 一 个 HH 之 后 ， 或 者 是 在 第 二 个 H 之 后 就 构成 了 5s 的 一 项 ， 而 且 右 边 的 每 一 
项 都 属于 左边 . 


这 两 组 联 立 方程 的 解 容易 得 到 : (8.67) 有 N=(1-S){(1-H- 了 T)+， 从 而 


(1-S){(1-T-H)!THTTH:=S(1+TTH). 


与 前 相同 ， 如 果 用 习 pz 代替 H ， 用 蕊 qz 代替 下 ， 我 们 就 得 到 抛 拨 次 数 的 概率 生成 画 数 G(2). 由 于 
世 p + q = 1 ， 做 一 点 简化 就 得 到 


忆 \frac{{\left( {1 - G(z)} righbD{pA2}{qA3}{zA5} HL-Z} = G(Z)(1 + 
p{q^2}{z3})), 


从 而 解 为 


2 G(z)=\frac{{{p*2}{q^3}{z 和 5}}}{{{p 2}{q^3}{zA5} + (1 + p{q 人 2} 
{z^3})(1 - z)}}.\quad\quad\qguad\quad\quad(8.69) 


注意 ， 如 果 zipq meq 0 则 有 己 GNleft( 1 ighb = 1. 我 们 的 确 最 终 以 概率 1 通 


有 最 终 L 遇 到 了 模式 THTTH ， 除 非 硬 
构造 使 得 它 总 是 出 现 正 面 ， 或 者 总 是 出 现 反 面 . 


为 了 得 到 分 布 (8.69) 的 均值 和 方差 ， 我 们 如 同 在 上 一 个 问题 中 所 做 的 那样 ， 将 G(2) 倒 过 来 ， 记 
忆 G(z) = {z^5MF(z) ， 其 中 下 是 一 个 多 项 式 : 


ps F(z)= \frac{{{p^2}{g^3}{z^5} + (1 + p{q^2}{z^3}))(1 -z)}}{{{p^2} 
{gq^3}}}.\guad\quad\guad\quad\guad(8.70) 


相关 的 导数 是 


zp: \begin{aligned}&F'(1)= 5-(1+p{g^2})/{p^2}{q^3},\&F"(1) = 20 - 
6p{q^2}{p^2}{g^3};\end{aligned} 


又 如 有 果 XX 是 抛 据 的 次 数 ， 我 们 就 得 到 


zz. \begin{aligned}&{\rm{E}}X = {\rm{Mean}}(G) = 5- {\rm{Mean}}(F) = 
{p^{ -2}}{q^{ - 3}} + {pA{ - 1}}{q 人 t{ - 
1}};\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\guad\quad(8.71)\&{\rm{V}}X = 


{\rm{Var}}(G) = - {\rm{Var} }(F)\&~~~~~~~~~~~~~~ ~ ~~= - 25 + {p^{ - 
2}}{q^{ - 3}} + 7{p^{ - 1}}{q^{ - 1}} + {\rm{Mean}} 
{(F)2}\&~~~~~~~~ ~~ ~ ~~~~= = {({\rm{E}}X)^2} - 9{p^{ - 2}}{qA{f - 


3}} - 3{p^{ - 1}}{q 人 t{ - 
1}}.\quad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad(8.72)\\ 
end{aligned} 


当 zp = \frac{1}{2} 上 时， 均值 和 方差 分 别 是 36 和 996. 


现在 我 们 来 讨论 一 般 情 形 . 我 们 刚刚 解决 的 问题 是 足够 “随机 的 ”， 它 表明 了 怎样 来 分 析 正 反面 的 一 种 任意 


模式 4 第 一 次 出 现 的 | 
趟 4 的 序列 之 和 ， 方程 


就 3 


Ha 


(8.67) 将 保持 原样 ， 方 程 (8.68) 将 会 变 成 


zs NA=S(1+{AMCOD}HLIANGm -DD)}}= {A_{m-1)}}]+ {A^{(2)}} 
[{A^M(m -2)}} = {A_{(m-2)}}] +\cdots + {A^{(m - 1)}}[{A^{(1)}} = 
{A_{(1)}}){\rmt{,}}M\guad\quad\quad\quad\quad(8.73) 


中 m 是 和 4 的 长 度 ， 而 AAA^(R)}} 和 {A_{()}} 分 别 表示 4 的 最 后 面 k 个 字符 以 及 最 前 本 
例如 ， 如 果 4 是 刚刚 研究 过 的 模式 THTTH ， 我 们 就 有 


由 于 仅 有 的 完全 匹配 是 {A^{(2)}} = {A_{(2)}} ,方程 (8.73) 就 转化 为 (8.68) . 


设 PANwidetilde A 是 在 模式 4 中 用 2{p^{ -1}} 代替 了 以 及 用 证 {qAf - 1}} 代 蔡 工 所 得 到 的 结果 .那么 不 
将 我 们 对 (8.71) 以 及 (8.72) 的 推导 进行 推广 以 得 出 结论 (习题 20) : 一 般 的 均值 和 方差 是 


jp:  \begin{aligned}&{\rm E}X=\sum\limits_{k = 1}^m {{{\widetilde 
AOLAAON = {A_LO Nmt{， 
}}\gquad\quad\qguad\quad\qguad\quad\guad\quad\guad\quad\guad~\guad(8.74)\ 
&{\rm{V}}X = {({\rm E}X)^2} - \sum\limits_{k = 1}m {(2k - 1) 
{{\widetilde A}_{(K)}}[{A^{ (kK)}} = 
{A_{(k)}}]}.\gquad\quad\quad\quad\quad(8.75)\end{aligned} 


在 wp= Mrac{1}{2} 这 一 特殊 情形 ， 我 们 可 以 用 一 种 特别 简单 的 方式 来 解释 这 些 公式 .给 定 一 个 


FP A:A =\sum\limits_{k = 1}/m {{2^{k- 1}}[{A^{(K)}} = 
{A_{(K)}}N;.MNquad\quad\quad\quad\guad(8.76) 


乡 ， 我 们 再 次 设 5 是 由 王 和 工 组 成 的 所 有 获胜 序列 之 和 ， 叉 设 N 是 所 有 未 遇 到 横 


难 


上 绍 丰 个 由 m 个 正 
面 和 反面 组 成 的 模式 4 ， 设 


币 的 


我 人 
当 


] 可 以 


鲁 的 方法 很 容易 地 得 到 这 个 数 的 二 进 制 表 示 ， 即 在 每 一 个 这 样 的 位 置 下 面 放 一 个 “1”， 使 得 


一 


本 之 上 时 (这 个 副本 被 移动 到 在 这 个 位 置 上 开始 ， 该 字符 串 与 自 


现在 等 式 (8.74 
z-2(A:A) ， 因 为 当 zzp = q=\frac{1}{2} 时 有 2{\tilde A_{(k)}} = {2^k}. 这 个 结果 是 


i 
个 字符 串 被 受 放 到 它 自 身 的 一 个 
E: 


己 完 全 匹 本 


告诉 我 们 : 如 果 我 们 用 一 枚 均匀 硬币 ， 那 么 直到 模式 所 期 望 的 抛掷 次 数 恰好 是 
前 苏联 数学 家 A. D. 


Solovev 在 1966 年 首先 发 现 的 B30 ， 初 看 起 来 这 个 结果 似乎 有 悖 常理 : 自 不 重症 的 模式 要 比 我 有 重合 


的 模式 


a:: 


现 得 更 早 ! 过 到 HHHHH 所 人 花 的 时 间 几 乎 是 过 到 HHHHT 或 者 THHHH 所 花 时 间 的 两 倍 . 
# 词 中 重 琶 的 部 分 


或 多 ， 它 就 出 现 得 越 晚 ” 


一 一 A.D. Solov'ev 


现在 我 


门 来 考虑 一 个 有 趣 的 游戏 ， 发 明 它 的 人 是 Walter Penney， 他 是 在 1969 年 发 明 这 个 游戏 的 P891] Alice 


和 Bi 抛掷 一 枚 硬币 直 


直到 HHT 或 者 HTT 出 现 . 如 果 模 式 HHT 首先 出 现 ， 则 Alice 获 胜 ， 如 果 模 式 HTT 


首先 出 现 ， 则 B 记 获胜 .这 个 游戏 现在 称 之 为 Penney 赌 注 游 戏 . 如 果 是 用 一 枚 均匀 硬币 玩 这 个 游戏 ， 看 起 


来 肯定 是 公平 的 ， 


于 


了 


模式 HTT 有 同样 的 结论 . 这样 一 来 ， 如 有 果 他 们 玩 单 人 纸牌 游戏 的 话 ， 无 论 是 Alice 还 是 B 记 都 不 占 优 


I 


出 现 所 需 等 待 时 间 的 概率 生成 函数 是 


丸 为 如 果 我 们 孤立 地 看 待 它 们 ， 那 么 两 个 模式 HHT 和 HTT 有 同样 的 特征 : 直到 HHT 


2-G(z) = \frac{{{z 和 3}}}{{{z/3} - 8(z - 1)}}, 


当然 不 ! 谁 会 有 超 


戌 他 人 的 优势 呢 ? 


但 是 ， 


当 同 时 考虑 两 个 模式 时 ， 在 这 些 模式 之 间 有 一 和 


ea 


趣 的 相互 作用 . 设 已 {S_A} 是 Alice 获 胜 的 构 型 


nine 


之 和 ， 忆 {S_B} 是 B 记 获胜 的 构 型 之 和 : 


又 【从 仅仅 涉及 一 
和 : 


种 模式 的 有 效 技巧 中 取得 线索 ) 用 N 记 无 论 哪 一 位 玩家 迄今 都 没有 获胜 的 所 有 序列 之 


N=1+H+T+HH+HT+TH+TT+HHH+HIH+THH+.... (8.77) 


这 样 我 们 就 可 以 很 容易 地 验证 下 面 一 组 方程 : 


如 细 


我 们 现在 令 H=T= 
的 概率 . 文 三 个 方程 转变 


， 所 产生 的 己 {S_A} 的 值 就 变 成 Alice 获 胜 的 概率 ， 而 局 {S_B} 则 变 成 B 记 获胜 


代 人 
本 


FF. 1+N=N+{S Al+{S BINmft }}\frac{1}{8}N = {S_A}{\rm!, 
}}\frac{1}{8}N = \frac{1}{2}{S_A} + {S_B}{\rm{, }} 


我 们 求 得 A{S_A} = \frac{2}{3},~~{S_B} = \frac{1}{3}. Alice 获 胜 的 可 能 性 大 约 是 B 记 的 两 倍 ! 
在 这 个 游戏 的 一 个 推广 中 ， 人 正面 和 反面 组 成 的 模式 4 和 巨 ， 他 们 抛掷 硬币 直到 4 或 B 


出 现 . 这 两 个 模式 不 必 有 同样 的 长 度 ， 但 是 我 们 假设 4 不 在 B 的 内 部 出 现 ，B 也 不 在 4 的 内 部 出 现 . 


xs 


( 
[0 果 
(8.73 


否则 的 话 ， 这 个 游戏 就 是 退 退化 的 例如 ， 如 果 A= 了 HIH 而 B=TH， 和 那么 可 怜 的 B 记 永远 不 会 获胜 ;又 


RA= HT 而 B=THTH ， 那么 两 位 玩家 可 能 会 同时 声称 他 们 获胜 . ) 这 样 我 们 就 能 写 出 三 个 与 
) 和 (8.78) 类 似 的 方程 


这 里 1 
这 两 个 依赖 模式 的 


是 4 的 长 度 ， 


而 m 则 是 B 的 长 度 . 例如 ， 如 果 我 们 有 A= HITHTHTH 以 及 B= THTHTTH ， 则 


方程 是 


1 
=2 


如 果 我 们 假设 用 的 


> 注 
J 

| 本 
A 


是 均匀 硬币 ， 那 么 取 H= 


我 们 将 (8.76) 


pl 


的 zwA:A 运算 推广 到 两 个 独立 字符 串 4 和 B 的 函数 ， 就 能 看 出 发 生 的 事情 : 


A:B = \sum\limits_{k = 1}{\min (l,m)} {{2^{k - 1}}} [{A^{(K)}} = 


就 得 到 获胜 


{B_{(k)}}]\guad\quad\guad\quad\qguad(8.81) 


方程 (8.80) 现在 直接 变 


z{S_A}(A:A) + {S_B}B:A) = {S_A}(A:B) + {S_B}(B:B){\rm{,}} 


有 利于 Alice 的 可 能 


Pal 


性 是 


A:B}}.\quad\guad\quad\guad\quad(8.82) 


(这 个 漂亮 的 公式 是 由 约翰 : 康 威 [37] 发 现 的 .) 


{( 


例如 ， 如 果 与 上 邱 
BA:A = {(10000001) 2} = 1 


0001001) 2} =9 


式 


8 


明了 如 有 


所 以 比值 已 {fS_AJM{S_B} 是 (66 - 9)/(129 - 10) = 57/119. 平均 来 说 ， 


在 Penney 游 戏 中 有 可 能 发 生 奇怪 的 事情 . 例如， 模式 HHTH 获胜 
而 模式 HTHH 获胜 的 可 能 性 与 模式 THHH 相 比 为 7/5. 所 以 模式 HHTH Vi 
而 THHH 实际 上 获胜 的 可 能 性 与 HHTH 相 比 却 是 已 7/5 ! 模式 之 间 的 关系 
Alice 选 择 了 长 度 zl \geqslant 3 的 和 


己 {\bar \tau_2}{\tau_1}{\tau_2}...{\tau_{1 -1}} ， 那 么 B 记 总 能 确保 他 有 比 2 更 大 的 获胜 可 能 性 ， 其 
忆 {\barvtau_2} 与 局 {au_2} 的 正 反 面相 反 . 


奇怪 蚜 ， 奇 怪 . 


.5 ” 散 列 法 


在 这 一 章 最 后 ， 我 


KK 


一 Zw 站 和 


法 是 以 称 为 散 列 法 


HASHING 


相同 ， 有 A= HTTHTHTH 以 及 B= THTHTTH ， 
29,~~A:B = {(0001010) 2} = 10,~~B:A = 


那么 我 们 就 有 


\frac{{{S_A}}}{{{S_B}}} = \frac{{B:B - B:A}}{{A:A - 


的 概率 ， 这 就 将 两 个 关键 性 的 方程 转化 为 


以 及 蕊 B:B = {(1000010) 2} = 66; 


Alice 在 每 176 次 


! 仅 有 57 次 获胜 . 


的 可 能 性 与 模式 HTHH 相 比 为 已 3/2 ， 
雍 比 模式 THHH 好 得 多 . 然 


E 何 一 种 模式 Tan_1}{\an 2}... 


{\tau 


并 不 传递 . 事实 上 ， 习 题 57 证 
_]} ， 而 如 果 B 记 选择 模 


们 将 概率 论 应 用 于 计算 机 编程 . 在 


以 及 关于 那个 键 


学 生 的 名 字 ， 


高 德 纪 [209 


“在 20 世 纪 60 年 代 中 期 ， 
使 用 这 个 不 雅 的 单词 .” 


合计 算 机 的 内 部 ， 


些 重要 的 存 贮 以 及 检索 信息 算 


央求 出 


(hashing) 的 技术 为 基础 的 . 一般 的 问题 是 保持 一 组 记录 ， 
值 的 数据 wD(K) ， 我 们 希望 在 给 定 KK 时 能 很 
而 与 之 相关 的 数据 可 能 是 这 位 学 生 的 家 庭 作业 


[| zpD(K). 


分 数 . 


每 个 


例如 ， 


记录 包含 一 个 " 键 ?人 
每 一 个 键 值 可 能 是 


mt 


在 实践 中 ， 计 算 机 


动词 to hash 不 知 以 何 种 方式 魔术 般 地 变 成 了 键 值 变 换 的 标准 


术语 ， 


然而 在 1967 年 之 前 没有 什么 人 极其 轻率 地 公 


没有 足够 的 容量 对 每 一 个 可 能 的 键 值 


值 ， 不 过 在 任何 


个 应 用 中 实际 上 出 现 的 都 是 比较 少 上 


以 及 DATAIj] 
际 上 有 多 少 个 记录 出 现 . 然后 我 们 就 能 用 一 种 明显 的 方式 连 纪 


有 可 能 有 十 亿 个 键 


(EL eqslant j \leqslant N ) ， 其 中 


个 变量 告诉 我 们 实 


都 拨 出 一 个 记忆 单元 供 它 使 用 
4 键 值 ， 对 此 问题 的 一 种 解法 是 保留 两 个 表 KEY[j] 
是 可 以 提供 的 记录 总 数 ， 另 

卖 地 查 裔 这 张 表 以 寻找 一 个 给 定 的 键 值 K : 


S1 置 万 :=1.，( 我 们 已 经 搜索 7 了 所 有 <j 的 位 置 . ) 
S2 如 果 辐 j >n ， 停 止 ， (搜索 不 成 功 .) 

S3 如 果 KEY[j]=K， 停止 . (搜索 成 功 . ) 

4 给 j 增 加 1， 转 到 步骤 Ss2. (我 们 再 次 尝试 ，) 


在 SR 所 想 要 的 数据 条 目 BD(K) 出 现在 DATA [j ] 中 . 在 一 次 不 成 功 的 搜索 之 后 ， 我 们 
可 以 令 


cn:=j， KEY ， DATA ， 
来 将 KK 和 zDD(K) 插入 到 表 中 ， 假 设 表 中 的 容量 还 没有 用 尽 . 


这 个 方法 有 效 ， 但 是 可 能 非常 地 慢 ， 只 要 出 现 一 个 不 成 功 的 搜索 ， 我 们 就 需要 重复 步骤 $S2 总 计 +1 次 ， 
而 且 n 可 能 相当 大 . 


发 明 散 列 法 就 是 为 了 加 快速 度 . 按照 它 的 通用 形式 ， 其 基本 思想 是 利用 m 个 分 开 的 列表 ， 而 不 是 
一 张 巨 大 的 列表 . 一 个 “ 散 列 而 数 ” 年 每 一 个 可 能 的 键 值 K 变换 成 为 1 与 m 之 间 的 一 个 编号 为 zih(K) 的 列 
表 . 对 于 已 1 \leqslant i eqslant m ， 一 个 辅助 性 的 表 FIRST [i] 指向 列表 i 中 的 第 一 个 记录 ; 对 于 
人 另 一 个 辅助 性 的 表 NEXT [j ] 则 指向 在 其 列表 中 跟 在 记录 7 后 面 的 那个 记录 . 我 
门 假设 


LI 


FIRST [i ]=-1， 如 果 列 表 i 是 空 的 ; 
NEXT [j ]=0， 如 果 记 录 j 是 其 列表 中 的 最 后 一 个 记录 . 

与 前 相同 ， 存 在 一 个 变量 n ， 它 告诉 我 们 有 多 少 条 记录 被 存储 在 一 起 . 
例如 ,假设 键 值 是 姓名 ， 并 假设 有 m = 4 个 列表 是 以 姓名 的 第 一 个 字母 为 基础 的 : 


我 们 从 四 个 空 的 列表 开始 并 取 zn = 0. 比方 说 ， 如 果 第 一 个 记录 以 Nora 作 为 它 的 键 值 ， 我 们 就 有 
zh({\rm{Nora}}) =3 ， 所 以 Nora 变 成 了 列表 3 中 的 第 一 条 键 值 . 如 果 下 面 两 个 姓名 是 Glenn 和 Jim， 他 们 两 
人 就 进入 列表 2. 现在 存 贮 器 中 的 表 看 起 来 就 像 这 样 : 


(DATA [1]、DATA [2] 以 及 DATA [3] 的 值 是 保密 的 ， 不 会 显示 出 来 . ) 在 插入 了 18 个 记录 之 后 ， 列 表 或 
许 包 含 如 下 姓名 : 


为 上 课 坐 在 前 排 并 将 自己 的 姓名 借 给 这 个 实验 使 用 的 学 生 们 干杯 . 


这 些 姓 名 将 会 在 KEY 阵列 以 及 NEXT 条 目 中 混杂 出 现 ， 以 保持 列表 有 效 地 分 隔 开 来 . 如 果 我 们 现在 想 要 
搜索 John， 必 须 搜 遍 列表 2 中 的 六 个 姓名 〈 它 碰巧 是 最 长 的 列表 ) ， 但 是 与 搜索 全 部 18 个 姓名 相 比 这 还 不 
是 那么 糟糕 
这 里 精确 说 明了 算法 ， 它 按照 这 个 方案 搜索 键 值 K: 
HI 置 =i: = h(K) 以 及 j) :=EFIRST [i]. 

H2 如 果 己 j eqslant 0 ， 停 止 . (搜索 不 成 功 . 


H3 如 果 KEY[j]=K， 停止 。 (搜索 成 功 . 


H4 置 Pi: =j ， 然 后 置 j: 


例如 ， 为 了 搜索 Jennifer， 


=NEXT [i]， 转 到 步骤 HE2.， (我 们 再 次 党 试 搜索 ，) 


步骤 H1 就 会 置 区 : = 2 和 加 j: = 2; 步骤 H3 会 发 现 Glenn PMneq Jennifer， 步 又 H4 置 


己 j: = 3; 而 步 又 H3 发 现 Jim ned Jennifer， 再 重复 次 步骤 H4 和 H3 就 会 确定 Jennifer 在 表 中 的 位 置 ，@) 


与 上 一 个 算法 一 样 ， 在 


在 一 次 不 成 功 的 搜索 之 后 ， 我 们 就 可 以 通过 做 如 下 的 运算 


而 进入 表 中 的 KK 和 2D(K). 现在 这 张 表 再 次 得 以 更 新 . 


我 打赌 他 们 的 父母 会 对 此 感到 高 兴 .6 


| 6 他 们 的 父母 当然 会 对 “Glenn 不 是 Jennifer* 以 及 “Jim 不 是 Jennifer”* 感 到 高 兴 


导 


次 成 功 的 搜索 之 后 ， 所 要 求 的 数据 PD\eft( K vighb 出 现在 DATA[j] 之 


我 们 希望 得 到 长 度 大 致 相 
子 已 1/m 会 是 有 意义 的 改 


等 的 列表 ， 因 为 这 会 使 得 搜索 工作 快 上 m 倍 . m 的 值 通常 要 比 4 大 得 多 ， 所 以 基 


进 . 


我 们 预先 并 不 知道 会 出 现 哪些 键 值 ， 但 是 一 般 来 说 可 以 选取 散 列 范 数 hh ， 使 得 我 们 可 以 将 Eh(K) 视 为 一 
个 在 1 与 m 之 间 均 匀 分 布 的 随机 变量 ， 与 所 出 现 的 其 他 刍 值 的 散 列 值 无 关 ， 在 这 样 的 情形 ， 计 算 散 列 画 数 
就 像 抛掷 一 个 有 普 个 面 的 仍 子 ， 有 可 和 外 所 有 的 记录 都 落 在 同 个 列表 中 ， 正 如 有 可 能 一 个 仍 子 会 总 是 出 


现 一 样 ; 日 是 概率 论 告 i 
散 列 法 分 析 : 引言 
“算法 分 析 * 是 计算 机 科学 


法 运行 时 间 ， 它 被 视 为 是 一 个 随机 变量 ， 这 个 随机 变量 依赖 于 输入 数据 所 假设 具有 的 特性 ， 散 列 法 是 应 用 
于 概率 分 析 的 一 个 特别 好 的 待 选 方法 ， 因 为 平均 来 说 它 是 一 种 极其 有 效 的 方法 ， 尽 管 其 最 坏 情形 是 无 法 想 


诉 我 们 这 些 列表 几乎 总 是 非常 均匀 的 


的 一 个 分 支 ， 它 得 到 计算 机 方法 有 效 性 的 定量 信息 . “算法 的 概率 分 析 " 是 研究 算 


象 地 可 怕 ，《〈 当 所 有 的 键 值 都 有 同样 的 散 列 值 时 就 会 出 现 最 坏 情形 . ) 的 确 ， 使 用 散 列 法 的 计算 机 程序 员 


最 好 是 相信 和 概率 论 的 人 . 


和 上 述 算法 执行 搜索 时 步 又 H3 执 行 的 次 数 . (步骤 H3 的 每 一 次 执行 都 称 为 在 表 中 进行 的 一 次 探索 
) 如 果 知道 P ， 我 们 就 知道 每 一 步骤 要 执行 多 少 次 ， 这 取决 于 此 次 搜索 是 否 成 功 ; 


从 而 掌控 搜索 程序 运行 时 间 的 主要 量 不 是 探索 的 次 数 PP 想象 我 们 是 在 保存 一 本 地 址 敌 ， 这 本 地 址 筹 按照 


特殊 的 方式 安排 每 页 
表 的 每 个 列表 的 第 一 个 条 


只 有 一 个 条 目 ， 这 样 我 们 在 脑海 里 弦 有 了 算法 的 一 个 很 好 的 图 像 ， 对 于 
目 ， 我 们 在 这 本 地 址 筹 的 封面 上 记 下 它 的 页 码 ， 每 一 个 名 字 K 就 确定 了 它 所 属 


的 列表 戈 hn(K). 这 本 地 址 筹 内 部 的 每 一 页 都 指向 在 其 列表 中 紧 跟 其 后 的 那 一 页 ， 在 这 样 一 本 地 址 簿 中 ， 找 


zAleft\langle {{h_ 1}, {h_2}, 
NefNangle {{h_1},{h_2)}， 
个 序列 有 关 的 随机 变量 . 


情形 1: 键 值 不 出 现 


寻 一 个 地 址 所 需要 探索 的 次 数 就 是 我 们 必须 要 查阅 的 页 数 . 
如 条 插入 了 项， 那么 它们 在 表 中 的 位 置 仅 依赖 于 其 各 目的 散 列 值 


\cdots ,{h_n}} \rightvangle. 这 m" 个 可 能 的 序列 
\cdots ,{h_n}} \right\rangle 中 的 每 一 个 都 被 视 为 是 等 可 能 的 ， 而 PP 就 是 与 这 样 一 


钥匙 (key) 不 见 了 ? 那 就 在 门 前 的 垫子 下 面 找 找 看 . 


我 们 首 儿 
区 下， 相关 的 概率 空间 


考虑 在 一 次 不 成 功 搜索 -三 的 性 ; 人 假设 前 面 已 经 将 个 记录 插入 到 这 个 散 列 表 


.在 这 种 情 


zm 人 {n + 1}} 个 基本 事件 


zwAomega = ({h_1},{h 2}, \cdots ,{h_n},{h_{n + 1}}) 


组 成 ， 其 中 z2{h_j} 是 插入 的 第 7 个 键 值 的 散 列 值 ， 而 局 {h_{n + 1}} 则 是 搜索 不 成 功 所 对 应 的 键 值 的 散 列 
值 . 我们 假设 散 列 函数 记 已 经 适当 地 加 以 选取 ， 使 得 对 每 一 个 这 样 的 w 都 有 
zAPr (omega ) = 1/{m 人 ^{n + 1}}. 


例如 ， 如 果 访 n =n = 2 ， 就 有 八 种 相等 的 可 能 性 : 


如 果 zh_1} = {h_2} = {h_3} ， 那 么 在 断定 新 的 键 值 K 不 次 不 成 功 的 探索 ， 如 果 
zfh_1} = {h_2} \neq {h_3} ， 则 我 们 没有 做 不 成 功 的 探索 ， 如 此 等 等 ， 这 个 表 列 出 的 所 有 可 能 性 表明 : 当 
忆 m =n =2 时 ，P 具有 由 概率 生成 丽 数 

zleft( {\frac{2}{8} + \frac{4}{8}z + \frac{2}{8}{z^2}} \right) = {\left( 

{\frac{1}{2} + \frac{1}{2}z} \right)^2} 所 给 出 的 概率 分 布 . 


一 次 不 成 功 的 搜索 要 针对 编号 为 zi{h_{n + 1}} 的 列表 中 的 每 一 项 都 做 一 次 探索 ， 所 以 我 们 有 一 般 的 公式 


- P=[{h =fh {n+1}}]+[{h 2}= {h_ {n+1}}]+\cdots +[{h_n}= 
{h_{n + 1}}].\gquad\guad\guad\guad\quad(8.84) 


对 于 221 \leqslant j \leqslant n,~~{h_j} = {h_{n + 1}} 的 概率 是 z21/m ， 由 此 推出 


gs {\rmE}P={\rm {rm E}}[{h 1}= {h_ {n+1}}]+ {\rm E}[{h 2}= 
{h {n+1}}]+\cdots+ {\rm E}[{h n} = {h {n+1}}]= \frac{n}{m}. 


或 许 我 们 应 该 慢 慢 来 ; 设 zi{X_j} 是 随机 变量 


{Xj}= {X_j}Qomega)=[{h jy= {h_{n + 1}}]. 


这 样 就 有 zw:P = {X_1} + \cdots + {X_n} ， 且 对 所 有 2 \eqslantn 都 有 {rm{E}}{X_j} = lm ， 从 而 


jp-{\rm{E}}P = {\rm{E}}{X_1} + \cdots + {\rm{E}}{X_n} = n/m. 


好 的 .正如 我 们 希望 的 那样 ， 平 均 探索 次 数 是 zl/m 乘 以 不 用 散 列 法 所 需要 的 平均 探索 次 数 . 此 外 ， 诸 随 
机 变量 22{X_j} 还 是 独立 的 ， 且 它们 每 一 个 都 有 同样 的 概率 生成 函数 


己 {X_j}(z) = frac{{m -1+2z}}{m}. 
于 是 ， 一 次 不 成 功 搜 索 中 总 的 探索 次 数 的 概率 生成 函数 是 


Pn P(z) = {X_1}(z) \cdots {X_n}(z) = {\left( {\frac{{m - 1 +z}}{m}} 
\right)n}.\quad\qguad\quad\quad\quad(8.85) 


这 是 一 个 以 zp = lm 以 及 世 q = (m - 1)/m 为 参数 的 二 项 分 布 . 换 句 话 说 ， 在 一 次 不 成 功 的 搜索 中 ， 探 索 次 
数 的 性 状 ， 恰 与 抛掷 一 枚 每 次 正面 出 现 概率 为 中 Lm 的 不 均匀 硬币 时 正面 出 现 次 数 的 性 状 相 同 . 方程 
(8.61) 告诉 我 们 ， 这 样 一 来 已 的 方差 就 是 


Bnpq = \frac{ {n(m - DJ{t{mA2} 
当 m 很 大 时 ，P 的 方差 近似 等 于 nm， 所 以 其 标准 差 近 似 等 于 恩 sqrt {n/m}. 
情形 2: 键 值 出 现 


现在 来 观察 成 功 的 搜索 ， 在 这 种 情形 下 ， 针 对 不 同 的 应 用 ， 相 应 的 概率 空间 要 稍微 复杂 一 些 . 我 们 设 
zMOmega 是 所 有 基本 事件 


zAomega = ({h_1}, \cdots ,{h_n};k)\gquad\quad\quad\quad\quad(8.86) 


组 成 的 集合 ， 其 中 z2{h_j} 如 前 一 样 是 第 7 个 键 值 的 散 列 值 ， 而 大 则 是 要 搜索 的 键 值 的 指标 ( 散 列 值 是 
2{h_k} 的 键 值 ) ， 这样 我 们 就 有 21 \leqslant {h_j} \leqslant m~(~1\leqslant j\leqslant n~) 以 及 1 < k < n, 


总 共有 已 {mAn} \cdot n 个 基本 事件 omega. 
设 2{s_j} 是 我 们 正在 搜索 插入 表 中 的 第 7 个 键 值 的 概率 . 如 果 咱 是 事件 (8.86) ， 那 么 
APr (omega ) = {s_k}/{mAn}.quadquadvquadquadvquad(8.87) 
《 某 些 应 用 最 经 常 搜索 的 是 首先 插入 的 项 ， 或 者 是 最 后 插入 的 项 ， 所 以 我 们 不 假设 每 一 个 已 {s jj) = lm. ) 
FAsummolimits_f{\omega Xin \Omega } {\Pr (omega )} = \sum\nolimits_{k = 
注意 1jAn {{s_k}}=1 ， 从 而 (8.87) 定义 一 个 合 
法 的 概率 分 布 . 


在 i 1， 如 果 键 值 K 是 打算 插入 它 的 列表 中 的 第 P 了 个 键 值 ， 那 么 探索 的 次 数 已 是 zip. 这 样 


zapP({h_1},\cdots ,{h_n};k)=[{h_1}= {h_k}]+[{h_2}= {h_k}]+\cdots+ 
[{h_k} = {h_k}],\quad\qguad\qguad\quad\quad(8.88) 


或 者 ， 如 果 设 zx{X_j} 是 随机 变量 ， 就 有 
BP = {X_1}+ {X_2}+\cdots + {X_k}.\quad\qguad\guad\quad\quad(8.89) 
例如 ， 假 设 我 们 有 Pm = 10 以 及 zn = 16 ， 且 其 散 列 值 有 如 下 “随机 的 ”模式 : 
以 前 我 在 什么 地 方 见 过 那 种 模式 ? 


\begin{aligned}& 
(h_1,\cdots,h_{16})=3~~1~~4~~1~~5~~9~~2~~6~~5~~3~~5~~B~~NO~~7~~ 
9~~3~;\& 
(P_1xNcdots,P_{16j)=1>~~1>>1>~>2>>1>>1>>1>>1>>2>>2>~>3>>1>~>2>>1>~ 
3~~3~.\end{aligned} 


找到 第 j 个 键 值 所 需要 探索 的 次 数 z2{P_j} 显示 在 2{h_j} 的 下 方 . 


方程 (8.89) 将 忆 表 示 成 为 随机 变量 的 和 式 ， 但 是 我 们 不 能 直接 用 
局 {\rm{E}}{X_1} + \cdots + {\rm{E}}{X_k} 来 计算 已 {\rm{E}}P ， 因 为 量 大 本 身 是 一 个 随机 变量 . 那么 PP 
的 概率 生成 函数 是 什么 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 需要 离开 正题 一 会 儿 ， 讨 论 一 下 条 件 概 率 (conditional 
probability) . 


方程 (8.43) 也 暂时 偏离 了 主题 . 


如 有 果 4 和 马 是 一 个 概率 空间 中 的 事件 ， 我 们 说 给 定 B 时 4 的 条 件 概率 是 


js: \Pr({\omega \in A} \bigl\omega \in B) = \frac{{\Pr (\omega \in A \cap 
B)}}{{\Pr (\omega \in B)}}.\quad\guad\qguad\qguad\guad(8.90) 


例如 ， 如 果 X 和 zwY 是 随机 变量 ， 则 给 定 WY =y 时 事件 22X = x 的 条 件 概 率 是 


对 zw2Y 的 取 值 范围 内 的 任意 一 个 Vy， 这 些 条 件 概 率 对 X 取 值 范围 内 的 所 有 zx 求 和 等 于 
zAPr (Y = y)\Pr (Y =y)=1， 于 是 二 91) 定义 了 一 个 概率 分 布 ， 我 们 就 能 定义 一 个 新 的 随机 变量 “ 
EX \biglly ”， 使 得 zAPr \eft( {(X \biglly) = x} \right) = \Pr ({X = x} \bggllY = y). 


如 果 针 和 PY 是 独立 的 ， 则 随机 变量 2X \biglly 本 质 上 与 X 相同 ， 与 y 的 值 无 关 ， 这 是 因为 根据 
(8.5) ,APr ({X =x} \bigllY = y) 等 于 PMNPr (X= x) ， 这 正 是 独立 性 的 含义 之 所 在 . 但 是 ， 如 果 碟 和 
BPY 是 相关 的 ， 则 随机 变量 BX \biglly 和 22X \biglly' 当 Py \neq y' 时 不 一 定 是 按照 任意 方式 相互 相似 的 . 


如 果 式 我 们 就 能 将 它 的 概率 生成 画 数 分 解 成 关于 任何 另 一 个 随机 变量 z2Y 的 条 件 概率 
生成 芳 


zs: {G _X}(z)=\sum\limits_{y Nin Y\left( \Omega \right)} {\Pr (Y =y) 
{G_{X\biglly}}(z).\quad\qguad\quad\guad\quad(8.92) 


此 式 成 立 是 因为 对 所 有 zx \in XGOmega ) ， 左 边 oJ{z 和 x} 的 系数 都 是 pAPr (X = x) ， 而 右边 的 系数 等 于 


X 是 两 个 均匀 般 子 上 点 数 的 乘积 ， 而 2Y 则 是 点 数 之 和 ， 那 么 2X \bigll6 的 概率 生成 画 数 就 是 


B.{G_{XNbigll6}}(z) = \frac{2}{5}{z^5} + \frac{2}{5}{z^8} + \frac{1}{5} 
{z^9}, 


为 为 当 PY = 6 时 的 条 件 概率 由 五 个 等 可 能 的 事件 组 成 . 在 这 种 情形 ， 方 程 (8.92) 就 变 成 


B. \begin{aligned}{G_X}(z) &= \frac{1}{{36}}G_{X\bigl|2}(z) + \frac{2} 
{{36}}G_{X\bigl|l3}(z) + \frac{3}{{36}}G_{X\bigl|4}(z) + \frac{4} 
{{36}}G_{X\bigl|l5}(z)\&~+ \frac{5}{{36}}G_{X\bigl|6}(z) + \frac{6} 
{36}G_{X\bigl|l7}(z) + \frac{5}{{36}}G_{X\bigl|8}(z) + \frac{4} 
{{36}}G_{X\bigll9}(z)\&~+ \frac{3}{{36}}G_{X\bigl|10}(z) + \frac{2} 
{{36}}G_{X\bigl|11}(z) + \frac{1}{{36}}G_{X\bigl|l12}(z),\end{aligned} 


一 旦 你 懂 了 ， 就 会 觉得 这 个 公式 很 明显 (偏离 主题 到 此 结束 . ) 
我 ， 现 在 我 明白 了 数学 家 说 某 个 东西 是 “显然 的 "、“ 易 慌 的 "或 者 “平凡 的 *"， 指 的 是 什么 . 


a 


例如 ， 如 恒 


在 散 列 法 的 情形 ， (8.92) 告诉 我 们 如 果 设 蕊 X = P.~~Y = K ， 怎 样 在 一 次 成 功 搜索 中 写 出 关于 探索 次 数 的 
概率 生成 函数 . 对 介 于 1 与 n 之 间 任 何 固定 的 上 ， 随机 变量 PEP \bigllk 定义 为 独立 随机 变量 之 和 
忆 {X_1} + \cdots + {X_k}) ， 这 就 是 (8.89) . 所 以 它 有 概率 生成 画 数 


ez.{G_{P \bigllk}}(z) = {\left( {\frac{{m - 1 +z}}{m}} \right)^{k - 1}}z. 

这 样 一 来 ，PP 本 身 的 概率 生成 钞 数 显然 就 是 
Bs \begin{aligned}{G_P}(z) &= \sum\limits_{k = 1}n {{s_k}{G_{P 

\bigl|lk}}(z)}\&~= \sum\limits_{k = 1}n {{s_k}{{\left( {\frac{{m -1+z}} 


{m}} \right)}^{k - 1}}z}\&~= zS\left( {\frac{{m - 1 + z}}{m}} 
\right),\qguad\quad\guad\quad\guad(8.93)\end{aligned} 


“明确 无 误 的 是 ， 我 的 意思 是 一 位 优秀 的 大 学 新 生 就 应 该 能 解决 它 ， 尽 管 这 个 问题 并 不 完全 是 显而易见 的 .” 
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FP S(z)= {s_1} + {s_2}z+ {s_3}{z^2} +\cdots + {s_n}{z^{n - 
1}}M\quad\guad\quad\guad\quad(8.94) 


是 搜索 概率 zu{s_k} 的 概率 生成 函数 (为 方便 起 见 用 = 来 除 ) . 


好 的 . 我们 有 了 已 的 概率 生成 函数 ， 现 在 就 能 用 微分 法 来 求 出 其 均值 和 方差 . 稍微 容易 一 点 的 是 首先 去 
掉 因 子 > ， 正 如 我 们 以 前 做 过 的 那样 ， 这 样 就 求 出 了 zwP - 1 的 均值 和 方差 : 


zs-: \begin{aligned}&F(z)= {G_P}(z)/z = S\left( {\frac{{m -1 +z}}{m}} 
\right),\&F'(z) = \frac{1}{m}S"\left( {\frac{{m - 1 +z}}{m}} 
\right),\&F"(z) = \frac{1}{{{m 人 2}}}S"\eft( {\frac{{m - 1 +z}}{m}} 
\right).\end{aligned} 


By 


而 就 有 


ez \begin{aligned}{\m{E}}P &= 1+ {\rm{Mean}}(F)=1+F"(1)=1+ 
{m^{ - 1}}{\rm{Mean}}(S),\quad\quad\quad\quad\quad(8.95M\{\rm{V}}P 
&= {\rm{Var}}(F) = F"(1) + F'(1)- F'{(1)2 Me&= {mA 人 ^{ - 2}}S"(1) + {mA^{ - 
1}}S"(1)- {mM{ - 2}}S{(1)21\8&= {mA 和 { - 2}}{\rm{Var}}(S) + ({m^{ - 1}} 
- {m^{ - 2}}){\rm{Mean}} 
(S).\gquad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad~\qguad(8.96)\end{aligned} 


这 些 是 用 所 假设 的 搜索 分 布 s 的 均值 和 方差 来 表示 探索 次 数 已 的 均值 和 方差 的 一 般 性 公式 . 
例如 ,假设 对 1<k< nn 我们 有 己 {s_k} = ln. 这 就 意味 着 我 们 是 在 做 一 个 纯粹 “ 随机 成 功 搜索 ， 表 中 所 


有 的 键 值 是 等 可 能 的 . 这 样 5(2) 就 是 (8.32) 中 的 均匀 概率 分 布 已 {U_nj(z) ， 且 我 们 有 
P{Nm{fMean}}(S) = On - 1)/2,~~{\rm{Var}}(S) = ({n^2} - 1)/12. 因此 


Bs \begin{aligned}&{\rm{E}}P = \frac{{n- 1}}{{2m}} + 
1,\\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\qu 
ad\qguad\guad\guad\quad\quad\quad\qguad\quad(8.97)\&{\rm{V}}P = 
\frac{{{n^2} - 1}}{{12{m 人 2}}} + frac{{(m - Dn- 1)}}{{2{m 和 2}}} = 
\frac{{(n - 1)(6m + n - 5)}} 
{{12{m^2}}}.\quad\quad\quad\quad\quad(8.98)Mend{aligned} 


我 们 再 次 得 到 了 所 希望 的 加 速 因子 1/m. 如 果 zm \approx nNnn 且 n 一 cc ， 在 这 种 情形 下 ， 每 次 成 功 搜 
索 的 平均 探索 次 数 大 约 是 zAMrac{1}{2}Nn n ， 而 其 标准 差 渐 近 地 等 于 zln n)N\sqrt {12}. 


另 一 方面 ， 我 们 可 以 假设 对 1< <n 有 已 {s_k} = {(k{H_n 了 人 ^{ - 1}} ， 这 个 分 布 称 为 Zipf 法 则 . 这样 就 有 
>{\rm{Mean}}(S) = n/{H_n} - 1,~~{\rm{Var}}(S) = \frac{1}{2}n(n + 
1)/{H_n} - {nA2HMH_nA2， 当 n 小 00 时 ， 对 于 


zm \approx nA\ln n 的 平均 探索 次 数 近 似 等 于 2， 其 标准 差 近似 等 于 zAsqrt {\n n} Asqrt 2. 


在 这 两 种 情形 下 ， 分 析 让 担心 最 坏 情形 出 现 的 人 心安 了 : 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 ， 除 了 极端 罕见 的 情 
之 外 ， 这 些 分 开 的 列表 都 是 合宜 且 简 短 的 . 


情形 2， 续 : 方差 的 变 体 


通过 将 已 看 成 是 具有 zmAn} \cdotn 个 元 素 PX{h_1}), \cdots ,{h_n};k) 的 概率 空间 上 的 随机 变量 ， 我 们 计 
算 了 在 一 次 成 功 搜索 中 探索 次 数 的 方差 . 但 是 ， 我 们 本 来 可 以 采用 另 一 种 观点 : 散 列 值 的 每 黄 式 

忆 ({h_1}, \cdots ,{h_n}) 定义 一 个 随机 变量 PP \bigll({h_1}, \cdots ,{h_n}) ， 它 表示 对 有 n 个 给 定 键 值 的 特 
殊 散 列表 进行 一 次 成 功 搜索 所 做 的 探索 ， 转 p \bigll({h_1}, \cdots ,{h_n}) 的 平均 人 


z: A({h_1},\cdots,{h n})=\sum\limits_{p = 1}An {p \cdot\Pr \left( {(P 
\bigll({h_1}, \cdots ,{h_n})) = p} \right)M\quad\quad\guad\qguad\quad(8.99) 


NS 


Sy 
ch 


好 了 ， 伙 计 ， 又 到 了 你 可 以 略 读 的 地 方 了 . 
一 一 友好 的 助教 


以 解释 成 表示 2 这 个 量 22A({h_1}, \cdots ,{h_n}) 是 仅 与 zx({h_1}, \cdots ,{h_n}) 
关 而 与 最 后 那个 分 量 大 无 关 的 随机 变量 -我们 可 以 将 它 写 成 形式 


zs A({h_1}, \cdots ,{h_n})=\sum\limits {k= 1}n {{s_k}P({h_1}, \cdots, 
{h_n};k)}, 


中 zpP({h_1}, \cdots ,{h_n};k) 在 (8.88) 中 定义 ， 因 为 ziP \bigl|({h_1}, \cdots ,{h_n}) =p 具有 概率 


信 到 


4/ 


对 所 有 m" 种 可 能 性 已 ({h_1}, \cdots ,{h_n}) 求 和 并 用 m" 来 除 ， 所 得 到 的 A({h_1), \cdots ,{h_ n}) | 的 均 f 


z. \begin{aligned}\frac{{\sum\nolimits_{k = 1}An 人 Pr (P({h_1}, \cdots, 
{h_n};k) = p)} }}{{\sum\nolimits_{k = 1}n {\Pr ({h_1}, \cdots ,{h_n};k)} 
}} &= \frac{{\sum\nolimits_{k = 1}n {{m^{ - n}}{s_k}[P({h_1}, \cdots, 

{h n};k) =p }}{{\sum\nolimits_{k = 1}Mn {{m^{ -ns kh NS= 
\sum\nolimits_{k = 1}n {{s_k}} [P({h_1}, \cdots ,{h_n};k) = 
pj~.\end{aligned} 


将 与 (8.95) 中 所 得 到 的 均值 是 一 样 的 . 但 是 ， 局 A({h_1}, \cdots ,{h_n}) 的 方差 则 有 所 不 同 : 这 是 m" 个 


平均 数 的 方差 ， 而 不 是 所 计 入 的 {mAn} \cdotn 次 探索 的 方差 . 例如 ， 如 果 m = 1 (所 以 仅 有 一 张 列 
表 ) ， 则 “平均 ” 值 2A({h_1}, \cdots ,{h_n}) = A(1, \cdots ,1) 实际 上 是 一 个 常数 ， 所 以 它 的 方差 


-{\rm{V}}A 为 零 ， 但 是 一 次 成 功 搜索 中 的 探索 次 数 不 是 常数 ， 所 以 方差 zf\rm{V}}P 不 为 零 . 


副 总 统 (VP) 仅仅 


我 们 可 以 通过 对 


间 的 这 种 区 别 . 换 言 之， 我 们 要 和 暂时 假设 有 一 


在 选举 年 才 会 被 人 们 关注 . 


1 <n 有 已 {s_k} = 1/n 这 一 最 简单 情形 ， 对 一 般 的 m 和 n 进行 计算 ， 从 而 描述 方差 之 
组 均匀 分 布 的 搜索 键 值 ， 任 意 给 定 的 一 列 散 列 人 


II 


2({h_1}, \cdots ,{h_n}) 定义 了 m 个 列表 ， 对 某 些 数 {nn_j} 这 些 列表 分 别 包 含 了 


zx({n_1},{n_2}, \cdots ,{n_m}) 个 条 目 ， 其 


z-{n_1}+ {n 2} +\cdots+ {n_m} =n. 


一 次 成 功 搜索 ( 表 里 n 个 键 值 中 的 每 一 个 都 有 同等 的 可 能 性 ) 的 平均 探索 运行 时 间 将 是 


Bu.\begin{aligned}jA({th_lj, \cdots ,~~{h_n}) &= \frac{{(1 + \cdots + {n_1}) 
+(1+\cdots+ {n_2})+\cdots +(1+\cdots + {n_m})}}{n}M\\&= 
\frac{{{n_1}({n_1}+1)+ {n 2}({n_2}+1)+\cdots + {n_m}({n_m}+ 
1)}}{{2n}}\&= \frac{{n_1^2+n 2^2+\cdots +n_m 人 ^2 + n}} 
{{2n}}.\end{aligned} 


我 们 的 目标 是 : 在 


BFJA({h_1j, \cdots 


所 有 mm 个 序列 PX({h_1}), cdots ,{h_n}) 组 成 的 概率 空间 上 ， 计 算 这 个 量 
,{h_n}) 的 方差 . 


事实 表明 ， 如 果 我 们 计算 一 个 略微 不 同 的 量 


PF B({h_1}, \cdots ,{h_n}) = \left(\begin{matrix} 
{{n_1}}\2\end{matrix}\right) + \left(\begin{matrix} 
{{n_2}}\2\end{matrix}\right) + \cdots + \left(\begin{matrix} 
{{n_m}}\2\end{matrix}\right)\; 


的 方差 ， 则 计算 就 会 更 加 简单 . 我们 有 


BJA(h_1\cdotsh_n)=1+B(h_ 1Ncdotsh_nNeftn 


从 而 4 的 均值 和 方差 满足 


列表 长 度 为 zi{n_ 


被 m" 除 ， 从 而 RB({h_1}), \cdots ,{h_n}) 的 概率 生成 函数 是 


区 {\rm E}A =1+\frac{{{\rm E}B}}{n},~~{\rm{V}}A = 
\frac{{{\rm{V}}B}}{{{n^2}}}.\guad\qguad\quad\quad\quad(8.100) 


1},{n_2}, \cdots ,{n_m} 的 概率 是 多 项 式 系数 


1z2 \left(\begin{matrix}n\{{n_1},{n_2}, \cdots ,{n_m}}M\end{matrix}\right) = 
\frac{{n!}}{{{n_1}!{n 2}! \cdots {n_m}!}} 


2z. {B_n}(z) = \sum\limits_{\scriptstyle{n_1},{n_2}, \ldots ,{n_m} geqslant 
O\hfill\atop\scriptstyle{n_1} + {n_2} +\cdots + {n_m} = nm\hfill} 
{\left(\begin{matrix}n\{{n_1},{n_2}, \cdots ,{n_m} Mend{matrix}\right) 
{z^{\left\begin{matrix}{{n_1}}\2\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}{{n_2}}\2end{matrix}\right) + \cdots + 
\left(\begin{matrix}{{n_m}}\2\end{matrix}\right)} }{m^{ - n}}}\;. 
这 个 和 式 在 没有 经 验 的 人 看 来 着 实 有 点 可 怕 ， 但 是 从 第 7 章 中 获得 的 经 验 已 经 教会 我 们 分 辨 出 它 是 一 个 m 
重 卷 积 . 的 确 ， 如 果 考 从 的 雪 超 级 全 必 硬 归 ” (exponential super-generating function) 


Bs G(W,z)=\sum\limits_{n \geqslant 0} {{B_n}(z)\frac{{{m^n} {wn}}} 
{{n!}},} 


我 们 就 能 容易 验证 2G(w,z) 不 过 就 是 一 个 m 次 寡 : 


FP G(wz) = {\left( {\sum\limits_{k \geqslant 0} 
{{z^{\left(\begin{matrix}k\2\end{matrix}\right)} }\frac{{{w^k}}}{{k!}}} } 
right)Am }\;. 


= 下 5 I Pz = 1 ， 这 样 就 得 到 启 G(w1D = {({{f\rm{e}H 人 wDAm} ， 所 以 局 fmAn}j{fwAnjml 的 系 
2{B_n}(1) = 


J i 己 {B'_n}(1) 和 局 {B" nl}(D 的 值 ， 就 能 计算 忆 {rm{Var}}({B_n}). 所 以 我 们 取 已 G(wz) 关于 : 


7 也 
人 


ls 


是 的 ， 这 很 复杂 ， 但 是 当 我 们 置 ez = 1 时 一 切 都 大 大 简化 了 . 例如， 我 们 有 


jz: \begin{alignedM\sum\limits_{n \gegslant 0} {{{B'}_n}(1)ifrac{{{m 人 ^n} 
{wn}}}{{n!}}} &= m{e^{(m - 1)w} MN\sum\limits_{k \geqslant 2} 
{\frac{{{wek}}}{{2Gk - 2)1}}} \&= m{e^{(m - 1)w} MN\sum\limits_{k 
\geqslant 0} {\frac{{{we^{k + 2}}}}{{2k!}}} \&= \frac{{m{w’^2}{e^{(m - 
1)w}}}}{2}{erw} = \sum\limits_{n \gegslant 0} {\frac{{{{(mw)} {n+ 
2}}}}{{2mn!}} = } \sum\limits_{n \geqslant 0} {\frac{ {n(n - 1){m 人 ^n} 
{wisn}}}{{2mn!}}\;, Mend{aligned} 


由 此 推 H 


LE 


BP {B'_n}(1) = \left(\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right)\frac{1} 
{mp}\;.\quad\guad\quad\quad\quad(8.101) 


(8.100) 中 四 {rm{E}}A 的 表达 式 现在 给 出 {rm{E}}A =1+(n-1)/2m ， 这 与 (8.97) 吻合 . 
2{B"_n}(1) 的 公式 包含 类 似 的 和 式 


Pn \begin{alignedMsum\limits_{k \geqslant 0} 
{\left(\begin{matrix}k\2\end{matrix}\right)}&\left( 
{\left(\begin{matrix}k\\2\end{matrix}\right) - 1} \right)\frac{ {{w^k}}} 
{{k!}} = \frac{1}{4}MNsum\limits_{k \geqslant 0} {\frac{{(k + 1)k(k - 1)(k - 
2){wiKk}}}{{k!I}}} \&= \frac{1}{4Msum\limits_{k \geqslant 3} {\frac{{(k + 
1){twAk tk-3) = } \frac{1}{4MNsum\limits_{k \geqslant 0} {\frac{{(k 
+4){ws{k + 3}}}}{{k!}}} = \eft( {\frac{1}{4}{w 4} + {wi3}} \right) 
{e^wh\;,\end{aligned} 


从 而 我 们 求 得 


z. \begin{alignedMsum\limits_{n \geqslant 0} {{{B"}_n}(1)\frac{{{m^n} 


{win}}}{{n!}}} &= m(m - 


1){es{w(m - 2)}} {\left( {\frac{1}{2}{wA2} 


{e^w}} \right)^2} + m{e^{w(m - 1)}}\eft( {\frac{1}{4}{w 4} + {w^3}} 
righb{feAwjNN&= m{e^{wm}}\left( {\frac{1}{4}m{w 4} + {w^3}} 
\right)\;,\{B"_n}(1) &= \left(\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right)\eft( 
{\left(\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right) - 1} \right)\frac{1} 
{{{m^2}}}\;.\guad\guad\quad\quad\quad\guad\quad\quad\quad\guad\quad\gu 
ad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(8.102)\end{aligned} 


现在 我 们 把 所 有 的 片段 整合 到 一 起 ， 来 计算 所 要 求 的 方差 zz{\rm{V}}A. 其 中 出 现 大 量 的 抵消 ， 结 果 简 单 


得 令 人 惊讶 : 


pa \begin{aligned}&{\ram{V}}A = \frac{{{\rm{V}}B}}{{{n^2}}} = 
\frac{{{{B"}_n}(1) + {{B'}_n}(1) - {{B'}_n}{{(1)}^2}}} 
{{{n^2}}}\&~~~~~~~~~~~~= \frac{{n(n - D}}{{{m^2}{n^2}}} eft( 


{\frac{{(n + Dm- 2)}}{ 


4} + \frac{m}{2}-\frac{{n(n - 1)}}{4}} 


\right)\&~~~~~~~~~~~~= =\frac{{(m - 1)(n - 1)}} 
{{2{m^2}n}}\;.\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\qguad\guad\quad\ 
quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad(8.103)\end{aligned} 


当 发 生 这 种 巧合" 时， 我们 怀疑 其 中 有 某 种 数学 缘由 ， 或 许 有 另外 的 方法 来 解决 这 个 问题 ， 从 而 解释 为 什 


么 其 答案 有 这 样 一 种 简单 的 形式 ， 的 确 有 另 


种 方法 (在 习题 61 中 ) ， 它 表明 : 当 z2{s_k} 是 搜索 到 第 大 


Wp 


个 插入 元 素 的 概率 时 ， 平 均 成 功 搜索 的 方 莽 有 一 般 的 形式 


za {\rm{V}}A = \frac{{m -1}}{{{m^2}} Msum\limits_{k = 1}n {s_kA2(k - 
1)} \guad\quad\guad\quad\guad(8.104) 


方程 (8.103) 是 22{s_k} = 1/n~(~1l\eqslant k\leqslant n~) 的 特殊 情形 . 


除了 平均 值 的 方差 之 外 ， 我 们 还 可 以 考虑 方差 


的 平均 值 . 换 句 话 说 ， 定 义 散 列表 的 每 一 个 序列 


zx({h_1}), \cdots ,{h_n}) 也 对 成 功 搜索 定义 了 


情形 


功 搜索 中 ， 探 索 的 次 数 是 怎样 散布 开 来 的 . 例如， 我 们 回 到 将 en = 16 件 东 西 插入 到 zom = 10 个 列表 中 的 


个 概率 分 布 ， 且 这 个 概率 分 布 的 方差 告诉 我 们 : 在 不 同 的 成 


i 


PP \begin{aligned}&(h_1,\cdots 


,h_{16})=3~1~4~1 


~5~9~2~6~5~3~5~8~9~7~9~3~,\& 


(P_1,\cdots,P_{16})=1~1~1~2~1~1~1~1~2~2~3~1~2~1~3~3~\end{aligned 


所 产生 散 列 表 中 的 一 次 成 功 搜索 有 概率 生成 范 


} 
数 


zz \begin{aligned}G(3,1,4,1, \cdots ,3) &= \sum\limits_{k = 1}A{16} {{s_k} 
{z^{P(3,1,4,1, \cdots ,3;k)}}} \&= {s_1}z+ {s_2}z+ {s_3}z+ {s_4}{z^2} 
+ \cdots + {s_{16}}{z^3}\;.\end{aligned} 


我 以 前 在 哪里 看 到 过 这 个 模式 ? 
我 以 前 在 哪里 看 到 过 这 个 涂鸦 ? 
世 {Nm INetanu{f\rm P}_{\pi} . 7 


| tm I}\etanu{\rm P}_{\pi} 可 译 为 : 我 吃 了 一 块 新 的 比萨 饼 . 注意 : 上 面 第 一 行 世 (h_l\cdotsh_{16)) 的 数值 恰好 对 应 常数 7 的 前 16 位 数 


故而 有 此 涂 


我 们 刚刚 考虑 了 在 这 个 表 的 一 次 成 功 搜索 中 3 


F 均 探索 次 数 ， 也 就 是 


A(3,1,4,1, \cdots ,3) = {\rm{Mean} }\left( {G(3,1,4,1, \cdots ,3)} \right). 我 们 也 可 以 考虑 方差 


ps \begin{aligned}&{s_1} \cdot {1^A2} + {s_2} \cdot {1^2} + {s_3} \cdot 
{1 和 2} + {s_4} \cdot {2^2} + \cdots + {s_{16}} \cdot {3A2 NS&NNNNAN; - 
{({s_1} \cdot 1 + {s_2} \cdot 1 + {s_3} \cdot 1 + {s_4} \cdot 2 + \cdots + 


这 个 方差 是 


{s_ 


个 随机 变量 ， 


{16}} \cdot 3)2}~.\end{aligned} 


它 与 PX({h_1}, \cdots ,{h_n}) 有 关 ， 所 以 考 虚 它 的 平均 值 是 很 自 


换 句 语 


5 说， 为 了 至 


其 


zs 


(variance of the average) 


所 取 的 ， 还 有 探索 次 数 的 方差 的 平均 值 


均值 则 是 对 所 有 


E 解 成 功 搜索 的 性 
蕊 (th_1] ,cdots ,{h_n}) 和 大 所 取 的 探索 次 数 的 


状 ， 


有 


然 的 方差 我 们 或 计 


1 的 习 


均值 


总 方差 (overall variance) 


ie 


然 的 


oy 


对 所 有 
探索 次 数 平均 值 的 方差 


的 区 ({h_1}, \cdots ,{h_n}) 所 取 的 . 


是 对 所 有 天 所 取 的 ， 


而 方差 则 是 对 所 有 


zA{h_1}, \cdots ,{h_n}) 


average of the variance) ， 


符号 来 表示 ， 


{中 的 方差 是 对 
总 方差 就 是 


: a 


所 有 天 所 取 的 ， 而 平 


z2 {\rm{V}}P = \sum\limits_{1 \leqslant {h_1}, \cdots ,{h_n} \leqslant m} 
{\sum\limits_{k = 1}n {\frac{{{s_k}}}{{{m‘^n}}}P{{({h_1}, \cdots, 
{h_n};k)}^2}} } - {\left( {\sum\limits_{1 \leqslant {h_1}, \cdots ,{h_n} 

\leqslant m} {\sum\limits_{k = 1}An {\frac{{{s_k}}}{{{m^n}}}P({h_1}, 

\cdots ,{h_n};k)} } } right) 2N\;, 


平均 f 


的 方差 是 


B. {\rm{V}}A =\sum\limits_{1 \leqslant {h_1}, \cdots ,{h_n} \leqslant m} 
{\frac{1}{{{m^n}}}{{\left( {\sum\limits_{k = 1}n {{s_k}P({h_1}, \cdots, 
{h_n};k)} } \right)}^2}} - {\left( {\sum\limits_{1 \leqslant {h_1}, \cdots, 
{h_n} \leqslant m} {\frac{1}{{{m^n}}}M\sum\limits_{k = 1}An 
{{s_k}P({h_1}, \cdots ,{h_n};k)} } } \right)^2N\;, 


而 方差 的 平均 值 则 是 


B. A{\rm{V}} =\sum\limits_{1 \leqslant {h_1}, \cdots ,{h_n} \leqslant m} 
\frac{1}{{{m^n}}}\left( {\sum\limits_{k = 1}n {{s_k}P{{({h_1}, \cdots, 
{h_n};k)}^2}} } - {{{\left( {\sum\limits_{k = 1}n {{s_k}P({h_1}, \cdots, 

{h_n};k)} } right)}2}} igho\;. 


事实 表明 ， 这 三 


个 量 以 一 和 


al 


简单 的 方式 相互 联系 在 一 起 : 


{\rm{V}}P = {rm{V}}A+ 


A{\rm{V}}.\quad\quad\quad\quad\quad(8.105) 


事实 上 ， 如 果 久 和 2Y 是 他 


al 


(这 个 恒等式 在 习题 22 中 证 


EF 何 概率 空 


) 方程 


索 中 的 探索 次 数 ， 而 2Y 则 


jd I 值 


zs 间 中 的 随机 变量 


{am{V}}X = {rm{V}}({\rm E}XIY)) + 
(X|Y)Nquad\quad\quad\quad\quad(8.106) 


在 此 特殊 情形 
字 列 22({h_1}, \cdots ,{h 


X 取 实 数值 ， 


条 件 


(8.105) 是 


特殊 的 情形 


攻 ， 


_n}). 


Spe, 需要 


子 细 弄 明 


概率 分 布 总 


{\rm E}({\rm{V}} 


次 成 功 搜 


， 蔗 是 


Bx 0 侧 这 个 随机 安 量 有 


的 取 值 范围 


把 不 同 的 随机 变 


为 记号 


和 在 其 


{的 


我 们 


示 一 个 随机 变量 ， 它 当 y 取 i 


仆 、\ 


z:{\rm{V}} eft( {{\m{E}}(X \bggl 
2{\rm{E}} left( {{\rm{V}}(X \bigllY)} righb 是 当 
(8.106) 的 左边 是 pi{\rm{V}}X， 


Sa{\r 


2 


范围 中 所 有 可 能 的 值 


Y)} righb 贝 


这 个 随机 变量 关于 
y 变化 时 随机 变 


Er 


已 征 


在 (8.91) 中 就 已 经 定义 了 随机 变量 
{E}}(X \biglly). 

时 ， 取 值 为 
ez:Y 的 概率 分 布 的 方差 . 
量 z{\rm{V}}(X Nbiglly) 的 平 


期 望 值 以 及 方差 的 概 


1 计算 


现在 己 {Nm{fE}}CGX \bigl|Y) 对 
蕊 {wmfE}}CX \biglly) ， 而 
类 似 地 ， 
均值 . 


KIT 


的 无 条 件 方差 . 


方差 是 非 负 的 ， 


所 以 我 们 永远 有 


z-{\rm{V}}X \geqslant {\rm{V}} left( {{\rm{E}}(X \bigllY)} righb 和 


pal 


{\rm{V}}X \geqslant {\rm{E}}\left( {{\rm{V}}(X \bigllY)} 
\right).\quad\quad\quad\quad\quad(8.107) 


(现在 是 做 热身 题 第 6 题 的 好 时 机 ) 


情形 1， 再 续 : 回顾 不 成 功 的 搜索 
我 们 再 做 一 个 关于 算法 分 析 的 典型 计算 ， 人 一 次 ， 我 们 要 更 仔细 地 关 
注 与 不 成 功 搜索 相关 联 的 总 运行 时 间 (total running time) ， 假 设计 和 前 未知 的 个 链 人 插入 到 

它 的 存储 器 中 . 

(8.83) 的 插入 过 程 有 两 种 情形 ,， 这 依赖 于 了 是 负数 还 是 零 . 我 们 有 7 <0 当 且 仅 当世 P = 0 ， 这 是 由 于 负 
的 值 来 自 一 个 空 列表 的 FIRST 条 所 以 ， 如 果 这 个 列表 以 前 是 空 的 ， 我 们 就 有 zs2P = 0 且 必 须 置 FIRST 
zh_ {nt1} J:=n+1, (这 个 新 的 纪录 将 插入 到 第 "+1 个 位 和 ) 如 车 不 然 ， 我 们 就 有 PP > 0 且 必 须 将 
NEXT 条 目 放 进位 置 pin + 1. 这 两 种 情形 可 tn 于 是 对 一 次 不 成 功 的 搜索 来 说 ， 总 运行 
时 间 有 如 下 形式 

P 仍然 是 探索 的 次 数 . 


2T =\alpha + \beta P + \delta [P = 0],\quad\quad\quad\qguad\quad(8.108) 


画 夯 | 


机 器 


、 了 以 及 5 是 常数 ， 它 们 依赖 于 所 使 


的 计算 机 ， 以 及 用 这 全 


Or 


的 内 部 语言 


均值 和 方 


方法 . 知道 工 的 均值 和 方差 是 有 用 的 ， 因 为 这 样 的 信息 实际 上 比 各 


为 重要 


3 


变量 用 到 了 概率 生成 函 


文 里 


本 质 上 相同 的 方法 来 处 理 


到 目前 为 止 ， 
个 实 值 的 随机 变 


我 们 仅仅 对 取 非 负 束 数值 的 随 
量 时 ， 我 们 也 可 以 


数 . 但 


PN 


{G_X}(z) = \sum\limits_{\omega \in \Omega } {\Pr (omega ) 
{z^{XQomega )}}}, 


事实 表明 ， 当 X 是 任 ; 


这 是 因为 X 的 本 质 特征 仅 与 PA{G_X} 在 Pz = 1 附近 的 性 状 有 关 ， 在 那里 > 的 寡 有 
次 不 成 功 搜索 的 运行 时 间 (8.108) 是 一 个 随机 变量 ， 它 定义 在 由 等 可 能 散 列 值 
2({h_1}, \cdots ,{h_n},{h_{n + 1}})~(~1 \leqslant {h_j} Meqslant m~) 组 成 的 概率 空间 上 ， 


5 不 是 整数 时 ， 我 们 也 可 以 把 级 数 


好 的 定义 . 


即使 当 ~ 


B. {G_T}(z)= \frac{1l}{{{m^{n + 1}}}}M\sum\limits_{{h_1} =1}Am \cdots 
\sum\limits_{{h_n} = 1}Am {\sum\limits_{{h_{n +1}}= 1}Mm {{z^{\alpha 


+ \beta P({h_1}, \cdots ,{h_{n + 1}})+\delta [P({h_1},\cdots,{h_{n+ 
= 0]}}}} 


1}}) 


对 散 列 法 进行 编码 的 


例如 ， 
7 以 及 


入 上 


看 成 是 一 个 概率 生成 函数 ， ， 参 数 a、5 以 及 5 是 有 时 间 维 度 的 物理 


， 它 1 


门 


(事实 上 
数 ! 然而 我 们 还 是 可 以 在 = 的 寡 中 
这 些 值 组 合 起 来 ， 我 们 仍然 能 计算 工 


P(z) = {\left( {\frac{{m - 1 +z}}{m}} \right)n} = \sum\limits_{p 
\gedqslant 0} {\Pr (P = p){z 人 ph\;.} 


用 它们 . ) 通过 计算 pe{G'_T}(1) 和 w{G"_T}(1) 


的 均值 和 方差 . 


羊 一 来 ， 我 们 就 有 


PN 


甚至 不 是 纯粹 的 


按照 通常 


\begin{aligned}{G_T}(z) &= \sum\limits_{p \geqslant 0} {\Pr (P = p) 


{z^{\alpha + \beta p + \delta [p = 0]}}} \&= {zAvalpha }\left( {({z 人 \delta } - 


1)\Pr (P = 0) + \sum\limits_{p \geqslant 0} {\Pr (P = p){z^{\beta p}}} 


} 


\right)\&= {zAalpha }Mleft( {({z\\delta } - 1){{\left( {\frac{{m - 1}}{m}} 


\right)}n} + {{\left( {\frac{{m - 1 + {z\\beta }}}{m}} \right)}^n}} 
\right)\;.\end{aligned} 


现在 来 确定 局 {wvm{Mean}}j((G_Th 和 忆 {\rm{Var}}({G_T}) 就 是 常规 做 法 了 : 


的 方式 将 


sp: \begin{aligned}{\rm{Mean}}({G_T}) &= {G'_T}(1) = \alpha + \beta 
\frac{n}{m} + \delta {\left( {\frac{{m - 1}}{m}} 
righ) ny,\quad\quad\quad\quad\quad(8.109)\ 
{{G"}_T}(1) &= \alpha (\alpha - 1) + 2\alpha \beta \frac{n}{m} + \beta 
(beta - 1)\frac{n}{m} + {\beta ^2}\frac{ {n(n - 1)}} 

{{{m 2}} Ne V Vy YY + Aalpha \delta {\left( 
{\frac{{m - 1}}{m}} \right)^n} + \delta (\delta - 1){\left( {\frac{{m - 1}} 
{m}} righbAnjN NmtVartG TD &= {{G"}_T}(1) + {{G'}_T}(1)- 

{{G'}_T}{(1)’^2}\&= {\beta ^2}\frac{{n(m - 1)}}{{{m^2}}} - 2\beta \delta 
{\left( {\frac{{m - 1}}{m}} \right)^n}\frac{n} 
{Mm} NSUUUUUUUUVUUUUY+ {\delta A2}left( {{{\left( {\frac{{m - 1}} 
{m}} \right)}^n} - {{\left( {\frac{{m - 1}}{m}} \right)}^{2n}}} 
\right)\;.\quad\qguad\quad\guad\quad(8.110)\end{aligned} 


在 第 9 章 里 ， 我 们 将 要 学 习 当 m 和 n 很 大 时 怎样 来 估计 这 样 的 量 . 例如 ， 如 果 Pm =n 且 n 一 20 ， 第 9 章 
的 技术 将 会 指出 工 的 均值 和 方差 分 别 是 ealpha + \beta + \delta {{\rm{e}} 人 ^{- 1}} + O({n^{ -1}}) 和 
Bf{\beta ^2} - 2\beta \delta {{\rm{e}}{ - 1}} + {\delta ^2}({{\rm{e}}{ - 

1}} - {{\rm{e}}{ - 2})) + O({n^{ - 1}}). 如 果 zm = nN\Inn + O(1) 
n 一 co ， 则 对 应 的 结果 是 


Bz. \begin{aligned}{\rm{Mean}}({G_T}) &= \beta \In n + \alpha + ONeft( 
{\frac{{{{(\log n)}2}}}{n}} \ight)\;,\{\rm{Var} }({G_T}) &= {\beta ^2MIn 
n+ O\left( {\frac{{{{(\log n)}^2}}}{n}} \right)\;.\end{aligned} 


习题 
热身 题 


1 ” 当 一 个 骨 子 是 均匀 的 而 另 一 个 骨 子 是 灌 铅 的 时 ， 在 (8.3) 的 概率 分 布 zz{\Prnolimits_{01}} 中 出 现 对 
子 的 概率 是 多 少 ? 掷 出 eS = 7 的 概率 是 多 少 ? 


2 一 副 随 机 洗 好 的 牌 上 下 两 张 都 是 A 的 概率 是 多 少 ? (所 有 521 个 排列 均 有 概率 1/521.) 


3 1979 年 在 斯 坦 福 大 学 学 习 具 体 数学 课 的 学 生 ， 被 要 求 抛掷 硬币 直到 连续 两 次 得 到 正面 ， 并 报告 所 需 
抛掷 的 次 数 . 结果 是 


三 


B23,~2,~3,~5,~10,~2,~6,~6,~9,~2. 


为 什么 只 有 10 个 数 ? 其 他 学 生 要 么 没有 参与 ， 要 么 是 硬币 抛 到 桌子 底下 去 了 . 


1987 年 在 普林斯顿 大 学 学 习 具 体 数 学 的 学 生 也 被 要 求 做 类 似 的 事情 ， 得 到 下 面 的 结果 : 
B210,~2,~10,~7,~5,~2,~10,~6,~10,~2. 
计算 均值 和 方差 ，(a) 以 斯 坦 福 大 学 的 样本 为 基础 ，(b) 以 普林斯顿 大 学 的 样本 为 基础 . 


4 设 记 HUz) = Flz)/G(z) ， 其 中 屋 F(1) = G(1)= 1 证明: 如 果 所 指出 的 导数 在 Pz = 1 存在 ， 那 么 与 
(8.38) 和 (8.39) 类 似 地 有 


zi\begin{aligned} {\rm Mean}(H) &= {\rm Mean}(F) - {rm Mean}(G),\{\rm 
Var}(H) &= {\rm Var}(F) - {\rm Var}(G).\end{aligned} 


假设 Alice 和 Bil 利 用 正面 出 现 概率 为 了 的 一 必 不 均匀 的 硬币 玩 游 戏 (8.78) .是 否 存在 一 个 P 值 使 
得 游戏 变 得 公平 ? 


6 当 广 和 zwY 是 独立 的 随机 变量 时 ， 条 件 方差 律 (8.106) 会 转化 成 什么 ? 


上 


7 证明 : 如 果 两 枚 灌 铅 的 骨 子 具有 同样 的 概率 分 布 ， 那 么 出 现 对 子 的 概率 总 是 至 少 等 于 pAMrac{1}{6}. 
件 . 证 明 


zp-\Pr (\omega \in A ( B)= \Pr (\omega \in A)\Pr (\omega \in B) - \Pr Comega 
\notin A)\Pr Comega \notin B). 


: 0 : 如 果 针 和 2Y 是 独立 的 随机 变量 ， 那 么 当 FF 和 G 是 任何 函数 时 ， 二 FE(X) 和 22G(Y) 也 是 
虫 这 的 . 


10 ”根据 定义 (8.7) ， 能 够 成 为 一 个 随机 变量 X 的 中 位 数 的 元 素 的 最 大 个 数 是 多 少 ? 
11 ”构造 一 个 具有 有 限 均 值 和 无 限 方差 的 随机 变量 . 


ul 


8 设 4 和 BB 是 满足 zwA \cup B =\Omega 的 号 


12 
a 如 果 Plz) 是 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ， 证 明 
z: \begin{aligned}&\Pr (X \leqslant r) \leqslant {XA{ - r}}P(X)~~~~~ 0<x 
\legslant 1,\&\Pr (X \geqslant r) \leqslant {XA{ - r}}P(x)~~~~x \geqslant 
1.\end{aligned} 


(这 些 重 要 的 关系 式 称 为 尾 不 等 式 (tail inequality) .) 
b 在 特殊 情形 PP(z) = {(1L + z)Anj{2An} 下 ， 利 用 第 一 个 尾 不 等 式 证 明 : 当 蕊 0 < \alpha < \frac{1}{2} 时 有 


PF \sum\nolimits_{k \leqslant \alpha n} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} \leqslant 1/{\alpha ^{\alpha 
n}}{(1 - \alpha )^{(1 - \alpha )n}}. 


13 ”如 果 A{X_1}, \cdots ,{X_{2n}} 是 具有 相同 概率 分 布 的 独立 随机 变量 ， 又 如 果 a 是 任意 一 个 实数 ， 证 
明 


zw- \Pr \left( {\biggl| {\frac{{{X_1}+\cdots + {X_{2n}}}}{{2n}} - \alpha } 
\biggl| \leqslant \biggl| {\frac{{{X_1} +\cdots + {X_n}}}{n} - \alpha } 
\biggl|} \right) \geqslant \frac{1}{2}. 


14 ” 设 2F(z) 和 Glz) 是 概率 生成 画 数 ， 又 令 


BH(z) = pF(z) + gG(z) 


中 zp + q= 1，( 这 称 为 F 和 G 的 混合 (mixture) ， 它 对 应 于 抛掷 一 枚 硬币 ， 并 根据 硬币 出 现 的 是 正面 
还 是 反面 而 选择 概率 分 布 已 或 者 G.) 用 PP、9 以 及 下 和 G 的 均值 和 方差 来 表示 互 的 均值 和 方差 . 


15 “如果 2F(z) 和 G(z) 是 概率 生成 画 数 ， 我 们 可 以 用 “复合 "来 定义 另外 一 个 概率 生成 函数 H(z) : 


=H(Cz) = F(G(z)) 


人 


] Pp:{\rm{Mean}}(F) 、 忆 fmfVar GE) 、 忆 {rm{Mean}}(G) 以 及 来 表示 
己 {m{Mean}}(H) 以 及 书 {rm{Var}}(H)，( 方 程 (8.93) 是 其 特殊 情形 . ) 


16 ” 当 w{F_n}(z) 是 (8.53) 中 所 定义 的 足球 不 动 点 生成 函数 时 ， 对 超级 生成 函数 
zAsum\nolimits_{n \geqslant 0} {{F_n}(z){w 人 ^n}} 求 封闭 形式 . 


17 设 己 {X_ fn， 和 P{Y_{np}} 分 别 服从 参数 为 2(n,p) 的 二 项 分 布 和 负 二 项 分 布 ， ( 这 些 分 布 定 义 在 
(8.57) 和 “(8.60) 中 . ) 证 明 pAPr ({Y_{n,p}} \leqslant m) = \Pr ({X_{m + n,p}} \geqslant n). 这 个 结果 妹 
明 二 项 式 系数 中 什么 样 的 恒等式 ? 


AAA 


18 “如果 对 所 有 上 >0 有 B 攻 Pr(X=]9 = {e^{ -mu fnuAkjkl ， 就 说 随机 变量 X 服从 均值 为 PAmu 的 泊 
松 分 布 . 

每 单位 体积 水 中 鱼 的 数量 的 分 布 .8 
|8 泊 松 分 布 中 的 Poisson 一 词 除 了 是 法 国 数学 家 西 莫 恩 . 德 尼 - 泊 松 的 姓氏 之 外 ， 在 法 语 中 还 有 “ 鱼 * 的 含义 .故而 在 旁 注 中 特别 提 到 鱼 在 水 中 的 
| 分布， 而 它 恰好 近似 服从 泊 松 分 布 ， 
a 这 样 一 个 随机 变量 的 概率 生成 函数 是 什么 ? 
b 它 的 均值 、 方 差 以 及 其 他 累积 量 等 于 什么 ? 
19 ”继续 上 一 习题 ， 设 忆 {X_1} 是 均值 为 局 {\mu_1} 的 泊 松 随机 变量 ， 而 PB{X_2} 是 均值 为 局 {\mu_2} 的 
泊 松 随机 变量 ， 它 与 22{X_1} 独立 . 


aE{X_1}+{X 2} =n 的 概率 是 多 少 ? 


b 52{X_1} + 3{X_2} 的 均值 、 方 差 以 及 其 他 累积 量 等 于 多 少 ? 
, 证 明 (8.74) 和 “(8.75) ， 它 们 是 等 待 正面 和 反面 组 成 的 一 个 给 定 的 模式 出 现 所 需 时 间 的 均值 和 方 

| 
21 ”如 果 在 (8.77) 中 令 了 和 工 两 者 的 值 都 为 2 ， 那 么 w 的 值 表示 什么 ? 
22 ”证 明 (8.106) ， 即 证 明 条 件 期 望 和 条 件 方差 的 定律 . 
作业 题 
23 ” 设 2{\Prinolimits_{00}} 是 两 枚 均匀 山子 的 概率 分 布 ，P{\Prinolimits_{11}} 是 在 (8.2) 中 给 出 的 两 
枚 灌 铅 蜗 子 的 概率 分 布 . 求 使 得 局 {\Prinolimits_{00}}(A) = {\Prinolimits_{11}}(A) 成 立 的 所 有 事件 4. 这 些 
事件 中 的 哪些 仅 与 随机 变量 s 有 关 ? (由 AOmega = {DA2} 组 成 的 概率 空间 有 局 {2^{36}} 个 事件 ， 这 些 
事件 中 仅 有 PA{2^{11}} 个 只 与 Ss 有关 . ) 
24 ”玩家 J 抛 拨 2n + 1 枚 均匀 般 子 ， 并 去 掉 出 现 的 那些 般 子 . 玩家 K 接 下 来 叫 了 一 个 介 于 1 与 6 之 间 的 
数 ， 并 抛掷 剩 下 来 的 仍 子 ， En de 这 个 过 程 一 直 重复 下 去 ， 直 到 没有 山子 留 下 
来 .去掉 骨 子 总 数 最 多 的 玩家 (去 掉 风 十 工 个 或 者 更 多 ) 为 胜 者 . 
aJ 去 掉 的 骨 子 总 数 的 均值 和 方差 是 什么 ? 提示 : 盘子 是 独立 的 . 
b 当 n=2 时 , J 获胜 的 概率 是 什么 ? 
25 ”考虑 一 个 博彩 游戏 ， 你 在 其 中 设 定 一 个 给 定量 的 赌注 4 并 抛掷 一 枚 均匀 仍 子 . 如果 出 现 的 点 数 为 大 
， 就 用 z2(k - 1)/5 乘 你 的 赌注 . (特别 地 ， 每 当 你 掷 出 ， 就 使 财 注 加 倍 ， 但 是 如 果 你 掷 出 ， 就 失去 所 有 
的 财 注 ，) 你 可 以 在 任何 时 候 停止 游戏 并 重新 设置 新 的 赌注 ， 在 经 过 n 次 抛掷 后 ， 你 的 财 注 的 均值 和 方差 
是 多 少 ? (不 计 货 币 舍 入 取 整 的 任何 影响 ，) 
26 ” 求 在 n 个 元 素 的 一 个 随机 排列 中 了 循环 的 个 数 的 均值 和 方差 . (在 (8.23) 、 (8.24) 和 (8.53) 中 
讨论 过 的 足球 胜利 问题 是 el = 1 的 特殊 情形 . 
27 设 己 {X_1},{X_2},\cdots ,{X_n} 是 随机 变量 X 的 独立 样本 . 方程 (8.19) 和 (8.20) 解释 了 怎样 在 这 
些 观察 样本 的 基础 上 估计 X 的 均值 和 方差 ， 对 第 三 个 累积 量 >\kappa_3} 的 信 计 给 出 类 似 的 公式 .你 
的 公式 应 该 是 一 个 “无 偏 的 ”(unbiased) 估计 ， 它 的 含义 是 估计 量 的 期 望 值 应 该 等 于 2{\kappa_3}.) 
28 ”在 下 壕 条 件 下 ， 抛 毛 硬 币 游戏 (8.78) 的 平均 长 度 是 什么 : 


a 给 定 Alice 获 胜 


? 


b 给 定 B 记 获胜 ? 


29 Alice、B 记 以 及 训 [ 算 机 抛 扼 一 枚 均匀 硬币 ， 直 到 模式 A = HHTH ，B = HTHH 或 者 C= THHH 中 的 
一 个 第 一 次 出 现 . (如 果 仅 有 这 些 模式 中 的 两 种 ， (8.82) 我 们 知道 ， 4 有 可 能 打败 RB,~~B 有 可 能 打 
败 C， 而 C 也 有 可 能 打败 .4 ， 但 是 所 有 三 种 模式 同时 在 此 游戏 中 . 一 位 玩家 获胜 的 机 会 是 多 少 ? 


30 ”正文 中 考虑 了 在 一 个 散 列表 中 与 成 功 搜索 有 关 的 三 种 方差 .实际 0 我 们 可 以 考虑 
局 P({h_1}, \cdots ,{h_n};k) 的 方差 〈 在 局 {h_1j, cdots ,{h_n} 上 ) 的 平均 值 ] ， 而 且 我 们 还 可 以 考 
者 平均 值 〈 在 己 fh_1},\cdots ,{h_n} 上 ) 的 方差 (关于) . 计算 这 些 量 ， 


31 个 苹果 位 于 五 边 形 已 ABCDE 的 顶点 4 ， 而 一 只 蠕虫 位 于 隔 着 一 个 顶点 的 C 点 . 每 一 天 ， 蠕 虫 都 
六 相等 的 概率 的 行 到 两 个 相 邻 顶点 中 的 一 个 .这 样 经 过 一 天 之 后 ， 蠕 虫 来 到 顶点 B 或 者 顶点 D ， 到 每 一 
个 顶点 的 概率 都 是 Bfrac{1}1{12}. 两 天 之 后 ， 峰 虫 可 能 会 再 次 回 到 CG ， 因 为 它 对 以 前 的 位 置 没 有 记忆 当 
它 到 达 顶 点 4 时 ， 就 停 下 来 就 餐 . 


花 定 请 的 蠕虫 


a 在 进餐 前 ， 其 经 过 的 天 数 的 均值 和 方差 等 于 什么 ? 

b 设 了 是 天 数 至 少 为 100 的 概率 . 切 比 雪夫 不 等 式 关 于 了 有 何 结论 ? 

c 尼 不 等 式 (习题 12) 关于 P 了 告诉 我 们 何 种 结论 ? 

32 ”Alice 和 B 记 都 在 军队 服役 ， 驻 扎 于 陕 基 、 内 布 拉 斯 加 、 里 、 俄 克拉 丛 马 和 科罗拉多 这 五 个 州 之 


. 始 Alice 在 内 布 拉 斯 加 ， 而 B 记 在 俄 克 拉 荷 马 ， 每 个 月 从 个 人 重新 波 站 泛 个 相 邻 的 州 ， 
每 一 个 相 邻 的 州都 是 等 可 能 的 . (其 相 邻 关系 如 下 图 : 


= 


起 始 的 州 画 上 了 圆圈 . ) 例如 ， ，Alice 重 新 派驻 到 科罗拉多 、 堪 院 斯 或 者 密 派 往 其 中 
每 个 州 的 概率 都 是 1/3. 求 Al 和 洒 全 此 全 数 的 均值 和 方差 . (你 政 许昌 求 巧 于 计划 作 a 


| < 


i 


个 单词 state. 


| “状态 "和 < 州 " 在 英语 里 是 同 


肯定 是 有 限 状 态 的 情形 .9 


> 


| “状态 "和 “ 州 * 在 英语 里 是 同 词 state. 


33 ”(8.89) 中 的 随机 变量 避 {X_1} 和 已 {X_2} 是 独立 的 吗 ? 


34 ” 吉 娜 是 一 位 高 尔 夫 球 运动 员 ， 她 每 击 一 球 ， 击 出 超标 准 杆 一 杆 的 “超级 击 球 ” 的 概率 是 wip = 0.05 ， 击 
出 第 一 本 的 概率 是 =-q = 0.91 ， 而 击 出 低 标准 杆 一 杆 的 “低级 击 球 的 概率 则 是 er = 0.04. (对 于 非 高 尔 夫 
球 运动 员 ， 每 一 轮 她 以 概率 了 PP、4 以 及 向上 he | 推进 2 步 、1 步 以 及 0 步 . 按照 m 杆 润 ， 她 的 得 
分 最 少 为 n ， ， 这 使 得 她 在 n 轮 击 球 之 后 至 少 推 进 了 m 步 . 低 分 比 高 分 更 好 .) 


计算 器 来 处 理 本 问题 中 的 数值 计算 工作 .) 


四 


a 证 明 : 当 吉 娜 与 一 位 平均 水 平 的 运动 员 对 垒 时 ， 她 赢得 4 杆 洞 的 机 会 要 远 多 于 失利 ， ( 换 句 话说 ， 她 的 
得 分 小 于 4 的 概率 大 于 她 的 得 分 大 于 4 的 概率 .) 


b 证 明 : 在 4 杆 洞 时， 她 的 得 分 大 于 4. (这 样 按照 总 分 来 计算 ， 她 在 与 一 位 “稳健 ?对 手 比赛 时 容易 
输 掉 ， 尽 管 在 按 照 油 数 来 计算 的 比赛 中 好 更 可 能 次 胜 2 
考试 题 


35 ”一 枚 灌 馈 骨 子 具有 概率 分 布 


设 5 是 这 枚 般 子 被 抛掷 于 次 之 后 所 得 点 数 之 总 和 . 求 出 关于 *“ 灌 铅 分 布 " 的 一 个 必要 且 充 分 的 条 件 ， 使 得 
对 所 有 n ， 两 个 随机 变量 记 {fS_nj\bmod 2 和 已 {S_n}bmod 3 都 是 相互 独立 的 . 


36 ”一 枚 蜗 子 的 六 个 面包 含 的 点 数 是 


而 不 是 常见 的 到 . 


a 证 明 : 有 一 种 方法 给 男 信 航 了 的 六 个 面 指 定点 数 ， 使 得 在 抛 据 这 i 枚 散 子 时 ， 点 数 之 和 与 抛掷 两 枚 通 
常 般 子 所 得 点 数 之 和 有 同样 的 概率 ， (假设 所 有 36 对 货 子 的 面 是 等 可 能 的 ，) 


推广 之 : 求 出 给 n 枚 散 子 的 6n 个 面 指定 点 数 的 所 有 方法 ， 使 得 点 数 之 和 的 分 布 与 抛 找 n 枚 通常 山子 
所 得 的 点 数 之 和 的 概率 分 布 相同 .， (每 一 个 面 都 应 该 有 正 整 数 的 点 数 .) 


37 ” 设 Pn 是 抛 气 一 枚 均匀 硬币 直到 连续 出 J n 次 的 概率 ， 并 设 
ef{q_n} = \sum\nolimits_{k \geqslant n} {{p_k}}. 对 Pn 和 gn 这 两 者 求 出 用 斐 波 那 殷 数 表示 的 封闭 形式 . 


38 “对 于 抛掷 一 枚 均匀 仍 子 直到 所 有 六 个 面 都 出 现 所 需要 的 抛掷 次 数 ， 其 概率 生成 画 数 是 什么 ? 推广 到 
有 普 个 面 的 均匀 骨 子 情形 ， 对 于 抛掷 这 样 的 伙 子 直 到 m 个 面 中 有 7 个 面 出 现 所 需要 的 抽 掷 次 数 的 均值 和 
方差 ， 给 出 其 封闭 形式 .这 个 数 恰 好 等 于 n 的 概率 是 什么 ? 

39 ”一 个 狄 利克 雷 概 率 生成 画 数 具有 形式 


zp(z) = \sum\limits_{n \geqslant 1} {\frac{{{p_n}}}{{{n^z}}}}. 


NS 


从 而 PP(0) = 1. 如 果 X 是 一 个 随机 变量 ， 且 PAPr (X=n)= {p_n} ， 用 PRz) 及 其 导数 来 表示 已 {wmfE}}COO 
~ PA{\rm{V}}(X) 以 及 蔬 {Nm{fE}} On X). 


40 ”二 项 分 布 (8.57) 的 第 m 个 累积 量 z{\kappa_m} 有 zn{f_m}(p) 的 形式 ， 其 中 蕊 {fE_m} 是 一 个 m 次 
多 项 式 ， (例如 ，P{f_1}(p)=p 以 及 Pw{f_2}(p)=p- {p^2} ， 因 为 其 均值 和 方差 是 pinp 和 npq. ) 


NS 


a 求 出 蕊 ff_mjNeft(p vighb 中 产 的 系数 的 封闭 形式 . 


b 证 明 已 {f_myNeft( {\frac{1}{2}} righb = ({2^m} - DJ{B_mym+[m=1l ， 其 中 轧 {B_ml 是 第 m 个 伯 努 利 


IE 


41 ” 设 随机 变量 zx{X_n} 是 抛掷 一 枚 均匀 硬币 直到 正面 总 计 出 现 次 所 需要 的 抛掷 次 数 . 证 明 
zf{mftE}CX tn+1liAf-1D)={C-DAnNBigl( An2+{H ANefNfloor 

{n/2} ight\rfloor }} - {H_n}} \Bigl). 利用 第 9 章 的 方法 估计 这 个 值 ， 使 
之 带 有 绝对 误差 PO({n^{ - 3}})). 


42” 某 人 寻找 工作 的 问题 ， 如 有 果 他 在 任何 一 个 早晨 未 找到 工作 ， 就 存在 一 个 常数 概率 sz:{p_h} (与 过 去 的 
历 央 无 关 ) ， 使 得 他 在 那天 晚上 之 前 被 人 雇佣 .但 是 如 果 在 他 那 一 天 开始 时 得 到 了 一 份 工 作 ， 就 存在 一 个 
娄 导 他 到 傍晚 就 会 被 解雇 ， 求 他 第 二 天 早晨 就 有 一 份 受 雇工 作 的 这 样 晚上 的 平均 个 
数 ， 假设 他 起 先 福 雇佣 了 且 这 个 过 程 一 直 持 续 了 天 .， (例如 n=1， 则 管 案 是 1 - {p_f}.) 


43 ” 求 出 概率 生成 函数 已 {G_nj(z) = \summolimits_{k\geqslant 0} {{p_{flen}j{fzAkj} 的 封闭 形式 ， 其 中 
P{p_{kn}} 是 nn 个 物体 恰好 有 所 个 轮换 的 随机 排列 的 概率 .轮换 个 数 的 均值 和 标准 差 是 什么 ? 


44 ”体育 系 为 2" 位 网 球 运动 员 举 办 了 一 场 校内 的 “淘汰 锦标 赛 ”， 在 第 一 轮 ， 运 动员 们 随机 配对 ， 每 一 种 
配对 都 是 等 可 能 的 ， 这 样 就 有 2"! 对 比赛 胜 者 进入 第 二 轮 ， 第 二 轮 在 同样 的 过 程 中 产生 zi{2^{n - 2}} 
位 优胜 者 .如 此 下 去 ， 在 第 大 轮 中 {2^{n -k+1}} 位 未 被 击败 的 选手 之 间 产 生 {2^{n - k}} 对 随机 的 配 
对 . 而 第 n 轮 则 产生 出 冠军 . 实际 上 ， 在 运动 员 之 间 有 一 个 不 为 比赛 组 织 者 所 知道 的 排序 ， 在 这 个 排序 
已 {x_1} 是 最 好 的 ， 局 {x_ 2} 是 第 二 好 的 忆 , \cdots ,{x_{{2^n}}} 是 最 差 的 . 当 {x_j} 与 px{x_k} 比赛 且 
<k 时， {x_j} 获胜 的 概率 是 P， 而 碟 {x_ k} 获胜 的 概率 则 是 局 1 - p ， 这 与 其 他 的 比赛 无 关 . 我 们 假 
设 同样 的 概率 一 对 所 有 的 了 和 大 都 适用 . 
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一 组 特别 的 网 球 运 动员 . 


a {x_1} 赢得 锦标 赛 的 概率 是 多 少 ? 
b 第 n 轮 〈 最 后 一 轮 ) 比赛 是 在 水 平 最 高 的 两 位 运动 员 PA{x_1} 与 己 {x_2} 之 间 进 行 的 概率 是 多 少 ? 
c 最 好 的 2 位 运动 员 是 倒数 第 上 轮 比 赛 的 参赛 者 的 概率 是 多 少 ? (前 面 两 个 问题 是 =0 和 上 = 1 的 情 


多 ) 


d 设 CN(n) 是 本 质 上 不 相同 的 比赛 结果 的 个 数 ， 两 次 锦标 赛 是 本 质 上 相同 的 ， 如 果 比 赛 发 生 在 相同 的 运动 
员 之 间 且 有 相同 的 获胜 者 . 证 明 Nn) = {2^n}l. 


e ex_2} 赢得 锦标 赛 的 概率 是 多 少 ? 


f 证 明 : 如 果 Bfracf1}{2)<p< 工 ， 则 已 {x_j} 获胜 的 概率 严格 大 于 已 {x_{j + 1}} 获胜 的 概率 ( 
z21 \leqslantj < {2^n} ) . 


45 ”以 一 种 多 步 又 产 班 才 的 真正 的 雪 利 酒 


称 为 Solera .为 简单 起 见 ， 我 们 假设 酒 的 生产 者 仅 有 三 个 
桶 ， 称 之 为 4、B 和 ziC. 每 一 年 ，C 桶 中 酒 的 三 分 之 一 被 装 成 疡 ， 代 之 以 装 入 BB 桶 中 的 酒 ， 接 下 来 B 
桶 装 入 4 桶 中 酒 的 三 分 之 一 ;最 后 4 桶 中 用 新 酒 装 满 . 设 A442) 、Bl?) 、C(3) 是 概率 生成 函数 ， 其 中 >" 
的 系数 是 在 刚刚 换 装 之 后 相应 的 精忠 年 酒 所 占 的 比例 . 


的 算术 运算 证 明了 ， 由 于 这 套 巧 妙 设计 的 装置 ， 所 产 出 的 雪 利 酒 至 少 是 三 年 陈酿 .不 过 ， 要 想 计算 出 酒 的 确切 年 份 会 使 你 尝 头 
转向 
《法 国 葡萄 酒 评论 》，1984 年 11 月 


a 假设 这 种 操作 目 远 证 以 来 就 一 直 进 行 ， 因 而 处 于 一 种 稳定 的 状态 . 在 这 种 状态 下 ， 4(2) 、B(2) 和 C3) 
在 每 一 年 的 开始 都 是 相同 的 ， 对 这 些 生成 画 数 求 出 它们 的 封闭 形式 ， 


b 在 同样 的 假设 下 ， 求 每 只 桶 里 的 酒 的 年 份 的 均值 和 标准 差 ， 当 雪 利 酒 被 装 瓶 时 ， 它 的 平均 
中 有 多 少 是 恰好 25 年 的 年 份 酒 ? 


c 现在 考 / 总 有 限 的 时 间 ; 段 设 在 年 份 为 0 那 一 年 的 开始 时 ， 所 有 三 个 桶 都 装 有 新 酒 . 那么 在 年 份 为 n 那 一 
年 的 开始 时 ， 装 瓶 的 雪 利 酒 的 平均 年 份 是 什么 ? 


46 折 特 几 ' 巴 和 笠 习 惯 囊 上 两 售 淡 架 ， 每 一 盒 开 始 都 包含 ” 根 火柴 . 每 当 他 需要 一 丝 亮光 时 ， 就 随机 选 


取 一 盒 ， 取 到 每 全 的 概率 都 是 3 且 取 法 与 他 上 一 次 的 取 法 无 关 . 取出 一 根 火柴 之 后 ， 他 会 把 盒子 放 回 
口袋 中 《即使 盒子 变 空 了 也 依然 如 此 一 “所 有 著名 的 数学 家 都 习惯 于 这 样 做 ) ， 当 他 所 选择 的 盒子 是 空 的 
时 ， 他 就 将 空 盒子 抛弃 掉 并 取 用 另 一 个 盒子 . 
a 他 曾经 发 现 另 个 盒子 也 是 空 的 . 这 件 事 发 生 的 概率 是 多 少 ? 〈 = 1， 这 种 情况 有 一 半 时 间 会 发 
生 ; n = 2 ， 这 样 的 情况 有 23/8 的 时 间 会 发 生 ，) 为 解答 这 一 部 分 ， 要 求 出 生成 画 数 
PP(wz) = \sum\nolimits_{m,n} {{P_{m,n}}{wAm} {zn}} 的 封闭 乡 式 ， 其 中 局 {P_{m,n}} 是 下 述 事件 的 概 
率 : 始 一 个 盒子 里 有 m 根 火 柴 而 男 一 个 盒子 里 有 nn 根 火 柴 ， 当 第 一 次 选 到 一 个 空 盒子 时 两 个 盒子 都 
是 空 的 . 然后 求 出 三 {p_{n,n}} 的 坊 六 形式 


i -你 的 解答 a， 对 下 壕 事 件 的 概率 求 封闭 形式 ， 当 一 个 空 盒子 第 一 次 被 抛弃 时 ， 男 一 个 盒子 里 恰好 及 
火 琵 . 


c 对 另 一 个 盒子 中 火柴 的 平均 数 求 封闭 
对 空 盒子 中 火柴 的 平均 数 求 封闭 形式 . 


FE 份 是 什么 ? 
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47 ” 某 些 医生 与 菜 些 物理 学 家 合作 ， 在 最 近 发 现 了 一 对 用 一 种 特别 方式 进行 繁殖 的 微生物 . 其 中 的 雄性 
微生物 称 为 双 叭 菌 体 (diphage) ， 在 它 的 表面 上 有 两 个 接收 器 ;而 肉 性 微生物 称 为 三 鸣 菌 体 
(triphage) ， 它 有 三 个 接收 器 : 


当 双 噬菌体 以 及 三 鸣 苗 体 的 培养 组 织 受 到 zaApsi 粒子 照射 时 ， 菌 体 上 恰好 有 一 个 接收 器 吸收 该 粒子 ， 每 个 
接收 顷 都 是 等 可 能 的 .如果 这 是 一 株 双 史 菌 体 的 接收 器 ， 双 鸣 菌 体 就 转变 成 三 吹 菌 体 ; 如 果 这 是 三 喉 菌 体 
的 一 个 接收 器 ， 则 该 三 噬菌体 吏 分 裂 成 为 两 株 双 吹 菌 体 ， 这样 一 来 ， 如 果 一 个 实验 是 从 一 株 双 噬 菌 体 开 
始 ， 第 一 个 zApsi 粒子 就 将 它 变 成 一 株 三 2 第 二 -1 Re a 葡 体 ， 而 第 
三 个 zapsi 粒子 就 将 这 两 株 双 噬菌体 中 的 一 个 变 成 一 株 三 噬菌体 ， 2 ps 粒子 或 者 击 中 一 株 双 只 菌 
体 ， 或 者 击 中 一 株 三 吻 菌 体 ， 这 样 就 得 到 两 株 三 噬菌体 (概率 为 5) ， 或 者 得 到 三 株 双 鸣 菌 体 (概率 为 
zAfrac{3}{5} ) ， 如果 我 们 从 单独 一 株 双 噬菌体 开始 并 用 单个 的 zaApsi 粒子 照射 其 培养 组 织 n 次 ， 求 出 现 
双 史 菌 体 的 平均 个 数 的 封闭 形式 . 


48 五 个 人 分 别 站 在 一 个 五 边 形 的 顶点 处 ， 相 互 投掷 Frisbee 飞 盘 . 
而 如 果 这 个 五 角 大 楼 是 在 阿 灵 顿 ， 相 互 发 射 的 就 是 导弹 . 


他 们 有 两 只 飞盘 ， 始 如 图 置 于 相 邻 的 顶点 上 ， 在 每 一 个 时 间 段 ， 每 一 只 飞 副 以 同样 的 概率 或 者 向 左 或 
者 向 右 投 掷 〈 治 着 五 边 形 的 边 ) .这 个 过 程 继续 下 去 ， 直 到 有 个人 同时 成 了 两 只 飞盘 的 靶子 ， 游 戏 就 结 
束 了 .，《〈 所 有 的 投掷 都 与 过 去 的 历史 无 关 .， ) 

a 求 成 对 抛掷 次 数 的 均值 和 方差 . 


Frisbee 是 惠 姆 ` 奥 制造 公司 的 注册 商标 .了 


|?” 惠 姆 : 奥 制造 公司 是 在 1948 年 由 两 位 毕业 于 南 加 利 福 尼 亚 大 学 的 学 生 创办 的 生产 飞盘 、 呼 啦 圈 等 大 众 玩 具 的 企业 . 


b 对 游戏 延续 超过 100 步 的 概率 求 封闭 形式 《用 斐 波 那 契 数 表 示 ) . 


49 ”Luke Snowwalker 在 他 的 山 间 小 屋 里 度 寒假 . 前 面 的 门廊 有 m 双 靴 子 ， So n 双 . 每 次 去 
散步 ， 他 就 抛掷 一 枚 均匀 硬币 以 决定 是 从 前 面 的 门廊 离开 还 是 从 后 面 的 门廊 离开 ， 然 后 他 走 到 那个 门廊 穿 
上 一 双 靴 子 去 散步 ， 他 回 到 每 个 门廊 的 可 能 性 是 2250/50 ， 与 他 的 出 发 点 无 关 ， 而 且 上 子 就 留 在 了 他 回来 
的 那个 门廊 这样 在 一 次 散步 之 后 ， 前 面 的 门廊 就 有 
m+[-1,0](http://private.codecogs.com/gif.latex?m+[-1,0) 或 者 ![+1] 双 鞭 子 ， 而 后 面 的 门廊 就 有 
zn-[-1,0](http://private.codecogs.com/gif.latex?n-[-1,0) 或 者 ![+1] 双 鞭 于， 如 有 果 所 有 的 鞭子 都 堆 在 了 一 个 门 
廊 ， 而 他 却 决定 从 另 一 个 门廊 离开 ， 那么 他 束 会 因 不 穿 鞭 子 走路 而 遭 致 冻伤 从 而 结束 度假 . 假设 他 一 直 
进行 这 样 散 步 直到 不 得 不 痛苦 地 结束 假期 ， 设 P{P_N}(m,n) 是 他 恰好 完成 N 次 不 冻伤 散步 的 概率 ， 在 开 
始 时 ， 前 面 的 门廊 有 m 双 靳 子 ， 后 面 的 门廊 有 nn 双 靳 子 . 于 是 ， 如 果 m 和 两 者 都 是 正 数 ， 则 


zs2{P_N}On,n)= \frac{1}{4}{P_{N- 1}}Qm- 1,n+1)+\frac{1}{2}{P_{N- 
1}}(m,n){\rm{ + }}\frac{1}{ {rm{4}}}{P_{N -1}}(m + 1,n- 1)~. 


得 到 这 个 公式 是 因为 第 一 次 散步 要 么 是 前 /后 门廊 ， 前 /前 门廊 ， 后 /后 门 麻 ， 或 者 后 /前 门廊 ， 每 一 种 方式 的 
概率 都 是 pMrac{1}{4} ， 镜 下 还 有 N 一 1 次 散步 . 


a 通过 找到 当 m = 0 或 者 = 0 时 成 立 的 公式 来 完成 关于 忆 {P_N}(m,n) 的 递归 式 . 利用 这 个 递归 式 得 到 对 
下 面 概率 生成 画 数 成 立 的 方程 ; 


fg_{mnl} }(z) = \sum\limits_{N \geqslant 0} {{P_N}(m,n)} {z^N}. 


b 对 你 的 方程 微分 并 令 Pz = 1 ， 这 样 就 得 到 诸 个 量 P{g_{m,n}}(1) 之 间 的 关系 . 求解 这 些 方程 ， 这 样 就 
确定 了 在 冻伤 前 散步 的 平均 次 数 . 


c 证 明 : 如 果 我 们 作 代 换 Pz = Uf{\cos ^2}\theta ， 那 么 局 {g_{mn}} 有 封闭 形式 : 


zs-:{g_{m,n}}\left( {\frac{1}{{{{\cos }A2jNtheta }}} \right) = \fracffsin (2m 


+ 1)\theta + \sin (2n + 1)\theta }}{{\sin (2m{\rm + 2}n{\rm + 2})\theta 


}}\cos \theta. 
50 ”考虑 函数 


BE. H(z)= 1+\frac{{1 -Zz}}{{{\rm 2}z}}\left( {z - 3+\sgrt {(1 - Zz)(9 -Zz)}} 


\right). 


这 个 问题 的 目的 是 要 证 明 PH(z) = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {{fh_k}{fzAk}} 是 一 个 概率 生成 函数 ， 并 得 


到 有 关 它 的 某 些 基 本 事实 . 


2{(1 - z)A{3/2}}{(9 - z)A{L2}} = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {{c_k} 


a 设 {z^k}}. 


PP{c_ 0} = 3,~~{c_1} =-14/3,~~{c_2} = 37/27 ， 且 对 所 有 己 ] \gedqslant 0 有 


zs{c_{3+1}} = 3\sum\nolimits k 


{\left(\begin{matrix}l\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{1/2}M\M{3 + 


kNMNend{matrix}\right){ {\left( {\frac{8}{9}} right)}A{tk + 3}}}. 


提示 : 用 恒等式 


BC9-z)^{1/2}=3(1-z){1/2}\eft(1+\frac{8}{9}z/(1-z)vright)^{1/2}, 


并 将 最 后 那个 因子 展开 成 zz/(1 - z) 的 寡 . 
b 利用 a 以 及 习题 5.81 来 证 明 : ”22H(z) 的 系数 全 是 正 的 . 
c 证 明令 人 惊叹 的 恒等式 


za\sqrt {\frac{{9 - H(zZ)}}{{{\rm 1} - H{\rm (}z{\rm )}}}} = \sqrt {\frac{{9 - 


z}}{{{\rm 1} -z}}} +2 
d 的 均值 和 方差 是 什么 ? 


51 ”Fl Doradol 的 国家 彩票 利用 上 一 个 问题 定义 的 支付 分 布 zoH. 每 张 彩票 价值 1 达 布 隆 ， 而 以 概率 
=-{h_k} 支付 大 达 布 隆 . 你 用 每 张 彩 票 启 奖 的 机 会 与 你 拥有 的 其 他 彩票 的 获奖 机 会 完全 无 关 ， 换 名 话说， 
一 张 彩票 的 输 启 不 影响 你 在 同一 彩票 系统 可 能 购买 的 其 他 任何 一 张 彩 票 的 获奖 概率 . 


| 于 早期 西班牙 探险 家 想象 中 的 南美 洲 黄金 国 . 


a 假设 你 从 1 达 布 隆 开始 玩 这 个 游戏 . 如 果 你 顾 得 大 达 布 隆 ， 


这 


p 么 就 在 第 二 次 游戏 中 购买 大 张 彩 票 ， 这 样 


你 藉 在 第 二 次 游戏 中 有 一 个 总 的 获奖 金额 ， 并 将 它们 全 部 用 于 第 三 


没有 一 张 中 奖 ， 你 就 破产 且 不 得 不 退出 博彩 游戏 ， 证明， 在 经 过 这 村 


次 游戏 ， 如 此 一 直下 去 . 如 有 果 你 的 彩票 
EF 的 游戏 n 轮 后 ， 你 目前 拥有 的 财产 总 


额 的 概率 生成 画 数 是 


521-\frac{4} {\sgrt{(9-z)/(1-z)}+2n-1}+\frac{1}{\sqrt{(9-z)/(1-z)}+2n-1}. 


b 设 gn 是 你 在 第 n 次 游戏 的 基础 上 首次 输 掉 所 有 钱 的 概率 ， 且 zzG(z) = {g_1}z + {g_2}{z^2} + \cdots. 证 明 


z-G(1) = 1. 〈 这 就 意味 着 或 迟 或 早 你 一 定 会 以 概率 1 输 掉 ， 尽 管 你 在 游戏 期 间或 许 会 得 


值 和 方差 是 什么 ? 


c 如 果 你 继续 玩 游戏 直到 破产 为 止 ， 你 所 购买 的 彩票 的 平均 总 数 是 多 少 ? 


人 始 游戏 ， 而 不 是 从 1 达 布 隆 开始 ， 那 么 直到 
人 么 ? 


双 达 布 隆 . 


附加 题 


尔 失 去 所 有 的 钱 为 止 ， 


到 乐趣 . ) G 的 均 


平均 游戏 次 数 等 于 


52 ”证明 : 在 概率 空间 是 有 限 的 情 
序列 的 中 位 数 以 及 众 数 的 定义 ， 


证 明 或 推翻 如果 久 、PY 和 zz 是 随机 变量 ， 它 们 使 得 所 有 三 对 随机 变量 (X,Y) 、l2x(X,Z) 和 
vy) 都 是 独立 的 ， 那么 XX+YY 与 2Z 也 是 独立 的 . 


NAN 
村 | 


E 文 中 随机 变量 的 中 位 数 以 及 众 数 的 定义 在 某 种 意义 上 对 应 于 


54 方程 (8.20) 证 明了 FNwidehat {vm{fV}X 的 平均 值 是 {rm{V}}X.~~~\widehat {rm{V}}X 的 方差 等 
于 什么 ? 


55 ”一 副 正 规 的 纸牌 有 52 张 牌 ， 
PNeft{ 0 a {rm{Q}},{rm{K}}} vight\} 中 每 一 面值 有 四 张 牌 . 设 式 与 
PY 分 别 表示 最 上 面 以 及 最 下 面 的 牌 的 面值 ， 考 虑 如 下 的 洗 牌 算法 : 


S1 随机 地 排列 纸牌 ， 使 得 每 一 种 排列 方式 都 以 概率 二 1521 发 生 . 


zx \neq Y ， 就 抛掷 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 了 的 不 均匀 硬币 ， 当 正面 出 现时 就 回 到 步骤 S1;， 否则 
中 仔 上 了 上. 


一 次 的 硬币 抛 榜 以 及 每 一 种 纸牌 的 排列 都 假设 与 所 有 其 他 的 随机 操作 无 关 . 在 这 个 过 程 停止 之 后 ， 什 么 
入 的 P 值 能 使 得 x 与 2Y 成 为 独立 的 随机 变量 ? 


56 将 习题 48 中 的 飞盘 问题 从 五 边 形 推广 到 半边 形 ， 在 一 般 情形 下 ， 当 飞盘 一 开始 处 于 相 邻 顶点 时 ， 天 
冲突 抛掷 〈 目 标 不 指向 同一 个 人 的 抛 搓 ) 的 次 数 的 均值 和 方差 等 于 什么 ”证 明 : 如 果 m 是 奇数 ， 则 抛 近 
次 数 的 概率 生成 画 数 可 以 表示 成 为 硬币 抛掷 分 布 的 乘积 ; 


Bp: {G_m}(z) = \prod\limits_{k = 1}{(m - 1)/2}MNfrac{{{p_k}z}}{{{\rm 1}- 
{q_k}z}}, 


zo{p_k} = {\sin 和 2}\frac{{(2k - 1){\rm{\pi }}}}{{2m}},~~{gq_k} = {\cos 
FH A2}\frac{{(2k - 1){\rm{\pi }}}}{{2m}}. 


tT 


提示 : 党 试 替换 zz = 1/{\cos ^2 上 Mtheta. 


57 ”证 明 : 如 果 局 | \geqslant 3 ， 在 抛掷 一 枚 均匀 硬币 时 ，Penney 赌 注 游戏 中 的 模式 
ftau_1}{fNtau_2}...fNtau_ 1 -Ttau_ 1) 总 是 差 于 模式 己 {\bar \tau_2}{\tau_1}{\tau_2}...{\tau_{]- 1}}. 
58 ”是 否 存在 一 个 由 区] \geqslant 3 个 正面 以 及 反面 组 成 的 序列 

BA = {\tau_1}{\tau_2}...{\tau_{1 -1}}{\tau_1} ， 使 得 序列 再世 ftau_l1}fvtau_ 2}fvtau ft-1} 与 T 

忆 {tau_1}fvtau_2}..{fxtau_ 1 -1 在 Penney 财 注 游戏 中 与 模式 4 相 比 表现 同样 地 好 ? 


59 ”是 否 存在 由 正面 和 反面 组 成 的 模式 4 和 已 ， 使 得 4 比 妃 更 长 ， 且 当 抛 掷 一 枚 均匀 硬币 时 ， 在 多 
半 的 时 间 里 4 出 现在 8 之 前 ? 


60 ” 设 记 和 nn 是 固定 的 正 整数 ， 世 k < n. 


个 列表 组 成 的 散 列 表 中 搜索 已 经 插入 的 第 上 项 以 及 第 n 项 所 需要 的 探索 次 数 的 联合 分 布 的 概率 
成 画 


Il! 


A 


I 多 


PB G(wz) = \frac{1}{{{m^n}}} MN\sum\limits_{{h_1}= 1}m { \cdots 
\sum\limits_{{h_n}{\rm= 1}}Hm {{w^{P({h_1}, \cdots ,{h_n};k)}} 
{z^{P({h_1}, \cdots ,{h_n};n)}}}} 


的 封闭 形式 . 


De 变量 CP({h_1}, \cdots ,{h_n};k) 与 Pa … ,hn;n) 是 相关 的 ， 证 明 它 们 也 有 那么 一 点 是 独立 


E(P(hi,::: ,ha: k)Plhi,::: ,hn:n)) 
= (EP(hi,: hn: k)) (EP(hi ,hn:n)). 


61 利用 上 一 题 的 结 细 


62 ”习题 47 续 ， 求 经 过 n 次 ENpsi 射线 照射 之 后 双 叭 菌 体 个 数 的 方差 . 


研究 题 


63 ” 正 态 分 布 (normal distribution) 是 一 种 非 离散 的 概率 分 布 ， 其 特征 是 除了 均值 和 方差 之 外 所 有 


证 明 (8.104) . 


的 累积 量 均 为 零 . 是 否 


的 (discrete) 分 布 ? 


有 一 种 简单 的 方法 能 告诉 我 们 ， 一 列 给 定 的 累积 量 (1, 2, 3,…*) 是 否 来 
(在 一 个 离散 的 分 布 中 ， 所 有 的 概率 必定 都 “有 很 小 的 间隔 ”. 


) 


9 渐 近 式 ASYMPTOTICS 


能 求 得 精确 答案 是 非常 好 的 ， 我 们 会 满意 于 所 具有 的 完备 知识 ， 但 是 有 时 也 需要 近似 的 结果 .如果 碰 到 一 
个 和 式 或 者 一 人 递归 式 ， 它 的 解 没 有 封闭 形式 (就 我 们 所 知道 的 ， 而 我 们 仍然 希望 对 答案 有 所 了 解 ， 基 
为 我 们 并 不 坚持 要 么 了 解 一 切 要 么 一 无 所 知 ， 即 使 有 了 封闭 形式 ， 我 们 的 知识 或 许 仍 是 不 完备 的 ， 因 为 我 
们 可 能 并 不 知道 怎样 将 它 与 其 他 的 封闭 形式 做 比较 . 


例如 ， 对 于 和 式 


FP {S_n} = \sum\limits_{k = 0}n {\left(\begin{matrix} 
{3n}\k\end{matrix}\right)} 


(表面 上 ) 没有 封闭 形式 . 


i 


日 是 ， 知 道 


22{S_n} \sim 2\eft(\begin{matrix}{3n} \n\end{matrix}\right) ， 当 了 一 cc 时 


人 


也 不 错 ， 我 们 称 这 个 和 式 “ 渐 近 于 ” (asymptotic to) ”222\eft(\begin{matrix}{3n}\n\end{matrix}\right). 如 果 
有 


B. {S_n} = \left(\begin{matrix}{3n}\n\end{matrix}\right)\left( {2 - \frac{4} 
{n} + ONeft( {\frac{1}{{{n^2}}}} \right)} 
\right)\gquad\quad\quad\guad\quad(9.1) 


哇 .…... 来 了 个 A 开头 的 单词 . 


这 样 更 详细 的 信息 ， 就 更 好 了 ， 它 给 出 了 “ 阶 为 21/{n^2} 的 相对 误差 ”>.， 但 就 是 这 个 结果 也 不 足以 告诉 我 
们 ， 5 与 其 他 量 相 比 有 和 多大. 5 ,和 非 波 那 奖 数 2{F_{4n}} ， 谁 更 大 一 些 ? 答案 是 : 当 = 2 时 ， 我 们 有 
z{S_2} = 22 > {F_8} = 21 ， 但 最 终 还 是 22{F_{4n}} 更 大 些 ， 因 为 22{F_{4n}} \sim {phi Af4n}}Asqrt 5 且 
z2{\phi A4} \approx 6.8541 ， 而 


FP {S_n} = \sgrt {\frac{3}{{{\rm{\pi }}n}}} {(6.75)^n}\left( {1 - 
\frac{{151}}{{72n}} + O\left( {\frac{1}{{{n^2}}}} \right)} 
\right).\quad\quad\quad\quad\quad(9.2) 


这 一 章 的 目的 就 是 学 习 如 何不 费 大 力气 就 能 理解 并 且 推 导出 这 样 的 结果 . 


“症状 ”(symptom) 、“ 尸 毒 ”(ptomaine) 这 样 的 单词 也 都 来 自 这 个 词根 . 


单词 渐 近 的 (asymptotic) 源 自 一 个 希腊 语词 根 ， 其 意义 是 “不 落 在 一 起 上 古 希 腊 数 学 家 们 在 研究 
面 时 ， 就 考虑 过 类 似 y = YI1+ 安 的 双 曲 线 . 


锥 截 


a 


这 条 曲线 以 直线 Py =x 和 zy = -x 作为 “ 渐 近 线 ”"， 当 x 一 ceo 时， 曲线 接 近 这 些 渐 近 线 ， 但 永远 不 会 磁 到 
这 些 渐 近 线 .现在 我 们 在 更 加 广泛 的 意义 上 使 用 “ 渐 近 的 ”这 个 词 ， 表 示 当 菜 个 参数 趋向 一 个 极限 值 时 与 真 
实 值 越 来 越 接近 的 近似 值 ， 对 我 们 来 说 ， 渐 近 值 就 意味 着 “几乎 落 在 一 起 ”. 


某 些 渐 近 公式 很 难 推导 出 来 ， 们 大 六 超出 了 本 书 的 范畴 ， 我 们 仅 就 此 论题 进行 引 
了 适当 的 基础 ， 以 便 在 此 基础 上 进一步 构建 技能 . 我们 对 理解 < ~” 和 “0O ”等 类 似 符 
并 将 研究 处 理 渐 近 量 的 基本 方法 . 


导 性 的 讨论 ， 和 希望 能 扣 
号 的 定义 特别 感 兴趣 和 


9.1 量 的 等 级 A HIERARCHY 


实际 中 出 现 的 n 的 函数 通常 有 不 同 的 “ 渐 近 增长 率 "， 它 们 中 的 一 个 比 男 一 个 更 快 地 趋向 于 无 穷 ， 我们 就 将 


Pn f(n) \prec g(n)\Leftrightarrow\mathop {\lim Nimits_{fn \to \infty } 
\frac{{f\left( n \right)} }{{g\left( n \right)}} = 
0.\quad\qguad\qguad\quad\quad(9.3) 


这 种 关系 是 传递 的 ， 如 果 Wf(n) \prec g(n) 且 Pg(n) \prec h(n) ， 那 么 fn) \prec h(n).~~~~f(n) \prec g(n) 也 
可 以 记 为 Pg(n) \succ fn). 这 个 记号 是 由 保罗 . 杜 布 瓦 一 雷 蒙 [85] 于 1871 年 引入 的 . 


所 有 大 大 小 小 的 函数 . 


例如 en \prec {n^2} ， 非 正式 地 称 n 比 m? 增 长 得 更 慢 . 实际 上 ， 当 a 与 5 是 任意 实数 时 ， 


Pe {fnAalpha } \prec {n^\\beta }M\Leftrightarrow\alpha < 
\beta.\quad\guad\quad\quad\quad(9.4) 


当然 ， 除 了 的 害 之 外 还 有 许多 n 的 函数 . 我 们 可 以 用 关系 zprec 将 许多 函数 排列 成 包含 如 下 这 些 画 数 
项 在 内 的 渐 近 的 大 小 等 级 次 序 ; 


BE 1 \prec\log \logn \prec \logn \prec {tnA\varepsilon } \prec {n^c} \prec 
{n^{\log n}} \prec {cn} \prec {nn} \prec {c^{ {cAn}}}. 


(这 里 = 和 c 是 满足 220 < \varepsilon < 1<c 的 任意 常数 . ) 


除了 1 之 外 ， 这 里 列 出 的 所 有 画 数 当 ”趋向 无 穷 时 都 趋向 于 无 穷 , 因而 ， 当 我 们 想 把 一 个 新 的 画 数 放 进 这 
个 等 级 序列 中 时 ， 不 是 要 确定 它 是 否 趋向 无 穷 ， 而 是 要 确定 它 以 多 快 的 速度 趋 于 无 穷 


在 进行 渐 近 分 析 时 ， 这 样 做 有 助 于 培养 一 种 广阔 的 视野 : 在 想象 一 个 趋 于 无 穷 的 变量 时 ， 我 们 应 该 考虑 大 
的 数 (THINK BIG) . 例如 ， 而 的 等 级 序 列 告诉 我 们 区 log n \prec {nA{0. 如 果 将 我 们 的 视野 局 
限于 一 个 十 戈 尔 (poo0gl, 即 zan = {10^{100}} ) 这 样 小 而 又 小 的 数 ， 那 么 这 个 结论 化 乎 是 错误 的 . 因为 在 
此 情形 下 ，zANog n= 100 ， 而 局 {nA{0.0001}} 仅仅 是 局 {10A{0.01}} \approx 1. es 但 是 ， 如 果 我 们 往 大 取 
到 古 戈 尔 普 勒 克 斯 (googolplex，10 的 古 戈 尔 次 方 )， 即 zin = {10^{{{10} 人 {100}}}} ， 那 么 

zANog n= {10^{100}} 与 za{n^{0.0001}} = {10^{{{10}^{96}}}} 相 比 则 相形 见 续 . 


即使 = 极 小 (比方 说 小 于 1/{10^{{{10}A{100}}}} ) ， 只 要 nn 足够 大 ，1logn 的 值 就 将 大 大 小 
已 {nAvvarepsilon } 的 值 . 因为 如 果 取 世 n = {10^{{{10}^{2k}}}} ， 其 中 大 是 如 此 地 大 而 使 得 
zAvarepsilon \geqslant {10^{ -k}} ， 那 么 就 有 wAlog n= {10^{2k}} ， 然而 
z.{n 人 varepsilon } \geqslant {10^{{{10} 人 k}}}. 于 是 ， 比 值 (log n)/{n 人 varepsilon } 当 n 一 cc 时 趋 于 零 . 


EF 上 面 给 出 的 这 张 等 级 表 处 理 的 是 趋 于 无 穷 的 画 数 。 然而， 我们 也 常 对 趋 于 零 的 画 数 感 兴趣 ， 所 以 对 这 样 的 
轩 数 有 一 个 类 似 的 等 级 表 是 有 用 的 ， 通 过 取 俩 数 ， 我 人 就 得 到 一 个 等 级 因为 当 了 和 gm 家 不 和 
时 我 们 有 


一 张 j 


Il! 


5 


as 


(st 


来 越 小 的 等 级 表 ? 


BP f(n) \prec g(n)\Leftrightarrow\frac{1}{{g(n)}} \prec \frac{1} 
{{f(n)}}.\quad\guad\quad\guad\quad(9.5) 


于 是 ， 下 面 的 函数 ( 除 1 外 ) 都 趋 了 


PF \frac{1}{{{c^{{c^n}}}}} \prec \frac{1}{{{nAn}}} \prec \frac{1} 
{{{cAn}}} \prec \frac{1}{{{n^{\log n}}}} \prec \frac{1}{{{n^c}}} \prec 
\frac{1}{{{niN\varepsilon }}} \prec \frac{1}{{\log n}} \prec \frac{1}{{\log 
\log n}} \prec 1. 


我 们 来 观察 几 个 其 他 的 画 数 ， 看 看 它们 适宜 安插 在 什么 位 置 . 已 知 小 于 或 等 于 n 的 素数 个 数 lz) 近似 等 
于 znAln n. 由 于 z21/{n 八 varepsilon } \prec 1Ann \prec 1 ， 用 n 来 乘 就 得 到 


Il! 


零 : 


22{n^{1 - \varepsilon }} \prec \pi (n) \prec n. 


ez. \begin{aligned}&{n^{{\alpha_1}}}{(\log n)^{{\alpha_2}}}{Q\log \log 
n)^{{\alpha_3}}} \prec {n^{{\beta_1}}}{(\log n)^{{\beta_ 2}}}{(\log \log 
n)^{{\beta_3}}}\&~~~~~~ \Leftrightarrow({\alpha_1},{\alpha_2}, 
{\alpha_3}) < ({\beta_1},{\beta_2}, 
{\beta_3}),\qguad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad(9.6)\ 
end{aligned} 


实际 上 我 们 就 能 推广 (9.4) . 这 里 “zf{\alpha_1},{\alpha_2},{\alpha_3}) < ({\beta_1},{\beta_2},{\beta_3}) 
” 指 的 是 字母 顺序 (字典 顺序 ) . 换言之 ,或 者 有 iwi{\alpha_1} < {\beta_1} ， 或 者 有 
z-{\alpha_1} = {\beta_1} 2{\alpha_ 2} < {\beta_2} ， 或 者 有 已 {\alpha_1} = {\beta_1} 和 
za{\alpha_2} = {\beta_2} 以 及 zf{\alpha_3} < {\beta_3}. 


函数 已 {{\rm{e}}^{\sqrt {Nog n} }} 又 如 何 ， 它 的 位 置 又 应 该 在 等 级 表 的 什么 地 方 呢 ? 我 们 可 以 利用 规则 


Mm 


B. {{\rm{e}}^{f(n)}} \prec {{\rm{e}}{g(n)}}\Leftrightarrow\mathop {\lim 
Nimits_{fn \to \infty } \left( {f(n) - gn)} \right) = - 
\infty\quad\qguad\quad\guad\quad(9.7) 


来 回答 这 样 的 问题 . 通过 取 对 数 ， 从 定义 (9.3) 经 过 两 步 就 得 到 这 个 结果 .因此 有 


FP 1 \prec f(n) \prec g(n)\Rightarrow{{\rm{e}} 人 {| {f(n)} |}} \prec 
{{\rm{e}} 人 {| {g(n)} |}}. 


又 因为 世 1 \prec \log \log n \prec \sqrt {\log n} \prec \varepsilon \log n ， 我 们 就 有 
pAlog n \prec {{\rm{e}}^{\sqrt {\log n} }} \prec {fnAvvarepsilon }. 


当 两 个 函数 fln) 和 9ln) 有 同样 的 增长 率 时 ， 我 们 就 写成 “fn) = gln)”， 正式 的 定义 是 
f=gn) SI)ECle(n)| HB 有 Ise) CF) ， 
对 某 个 C 和 所 有 充分 大 的 nn. (9.8) 


例如 ， 如 果 fln) = cosn 寺 arctann 且 gtn) 是 一 个 非 零 的 常数 ， 此 式 就 成 立 .， 我 们 很 快要 来 证 明 : 只 要 fn) 
和 9(n) 是 相同 次 数 的 多 项 式 ， 那 么 此 结论 就 成 立 . 还 有 一 个 由 规则 
fln) 


fin)~ gln) 人 车 lim 一 一 一 1 (9.9) 
nso g(n) 


定义 的 更 强 的 关系 .在 此 情形 下 ， 我 们 就 说 “fl7) 渐 近 等 于 gf 


G. H. 哈代 [L1791 引入 了 一 个 有 趣 而 重要 的 概念 ， 称 为 “对 数 -指数 函 数 ” (logarithmico- exponential function) 
类 ， 它 用 递归 方式 定义 为 满足 下 列 性 质 的 最 小 函数 类 £. 


。 对 所 有 实数 a ， 常 数 函 数 fln) = a 在 zAmathfrak{L} 中 . 
。 恒 等 函数 f(n) =7n 在 PNmathfrak{L} 中 . 
。 如果 fln) 和 g(n) 在 Pmathfrak{IL} 中 ， 那 么 fln) 一 g(n) 亦 然 . 


。 如果 fl(n) 在 pAmathfrak{L} 中 ， 那 么 22{{\rm{e}}^{f00)}} 亦 然 . 


。 如果 fl(n) 在 lzAmathfrak{L} 中 是“ 最终 取 正 的 值 "?， 那 么 hf(n) 在 PNmathfrak{L} 
如 果 存 在 一 个 整数 no ， 使 得 只 要 nno 就 有 wf(n) > 0 ， 那 么 函数 fl 称 为 “最 终 取 正 的 值 ”. 


例如 ， 我 们 可 以 用 这 些 规则 来 证 明 : 只 要 f(n) 和 9g(n) 在 zAmathfrak{L} 中 ， 那 么 了 3) 二 9(n) 也 在 
mathfrak{L} 中 ， 因 为 中富 94 = 了) 一 (0 一 9(?)) .如果 fln) 和 9g(n) 最 终 都 是 Amathfrak{L} 中 取 正 值 


的 函数 ， re de eh /g(n) = ent gm 都 在 
大 mathfrak{L} 中 ， 所 以 像 Vm) = e319 这 样 的 画 数 亦 在 大 mathfrak{L} 中 .哈代 曾经 证 明了 ， 每 个 对 
歼 -指数 加 数 妆 么 最 终 是 正 的 | 要 么 最 终 是 负 的 ， 要 么 恒 等 于 零 ， 这 样 一 来 ， 任 何 两 个 mathfrak{L} 画 数 
的 积 与 商都 在 大 mathfrak{L} 中 ， 除 了 不 能 用 恒 为 零 的 函数 作 除 数 之 外 ， 


哈代 关于 对 数 -指数 函数 的 主要 定理 是 ， 它 们 构成 一 个 渐 近 等 级 : 如 果 fln) 和 9 是 PANmathfrak{L} 中 的 
任何 函数 ， 那 么 或 者 有 Pf(n) \prec g(n) ， 或 者 有 f(n) > gln) ， 或 者 有 fln) = gln). 在 最 后 一 种 情形 中 ， 事 
实 上 存在 一 个 常数 
a ， 使 得 

fln) ~ agln). 
哈代 定理 的 证 明 超出 J 本 书 的 范畴 ， 不 过 有 必要 知道 这 个 定理 ， 因 为 几乎 每 一 个 我 们 需要 处 理 的 函数 都 在 
zAmathfrak{L} 中 .在 实践 中 ， 一 般 来 说 我 们 不 难 将 一 个 给 定 的 函数 放 进 一 个 给 定 的 渐 近 等 级 之 中 


9.2 ”大 0 记号 ONOTATION 


人 
来 . 我 们 在 


PH_n} =\Inn+\gamma + O(1/nNM\guad\qguad\qguad\quad\quad(9.10) 


“我 们 用 记号 七 OO) 表示 一 个 量 时 (这 个 量 关于 nn 的 阶 不 超过 n 的 阶 ) ， 它 本 身 是 否 真 的 包含 阶 为 n 的 项 ， 都 是 不 确定 的 .” 
一 一 巴赫 曼 [7 


这 样 的 公式 里 见 到 过 它 ， 它 告诉 我 们 : 第 n 个 调和 数 等 于 n 的 目 然 对 数 加 上 欧 拉 常数 再 加 上 一 个 量 ， 这 个 
量 是 “1/7 的 大 0O”， 最 后 这 个 量 不 是 精确 给 定 的， 但 不 论 它 是 什么 ， 这 个 记号 断言 ， 它 的 绝对 值 不 大 了 
ln 的 一 个 常数 倍 . 


让 


O 记号 的 精妙 之 处 就 在 于 它 压 缩 掉 了 无 关 紧 要 的 细节 ， 让 我 们 能 集中 研究 其 重要 的 特征 ， 如果 1/7 的 常数 


倍 不 重要 ， 那 么 量 OU 9 小 得 可 以 忽略 不 计 . 


此 外 ， 我 们 可 以 将 oO 用 在 公式 的 中 间 . 如 果 想 要 用 9.1 市 的 记号 表示 (9.10) ， 我 们 就 必须 将 “了 n+7” 移 
到 左边 并 给 出 
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这 样 的 更 强 的 结果 . 借助 大 O 记号 ， 我 们 可 以 在 合适 的 位 置 上 明确 说 明 适 当 的 细节 ， 而 无 需 移 项 . 


[ 果 我 们 再 考虑 一 些 例子 ， 就 能 更 加 清楚 地 了 解 不 精确 给 出 量 的 思想 我们 偶尔 用 记号 “ +1 ?来 表示 某 个 
是 +1 或 者 是 -1 的 量 ， 我 们 并 不 知道 (或 者 似乎 并 不 在 意 ) 它 是 哪 一 个 值 ， 然 而 仍 可 以 在 公式 中 处 


德 . 布 鲁 因 在 他 的 Asymptotic Methods in Analysis [74 一 书 的 开始 考虑 了 一 个 大 工 记号 ， 它 有 助 于 我 们 
理解 大 O. 如 果 用 EL(5) 表示 一 个 绝对 值 小 于 5 的 数 “(我们 不 说 出 这 个 数 是 什么 ) ， 接 下 来 我 们 就 能 生 无 需 
知道 全 部 事实 的 情况 下 执行 某 些 计算 . 例如 ， 我 们 可 以 推导 出 像 

1 + L(5) = L(6),~~L(2) + L(G3) = L(5),~~L(2)L(3) = L(6),~~ 

{{vm{e}}A{L(S)}} = LP eh 这 样 的 公式 . 但 是 我 们 不 能 得 
结论 5(5) 一 Ll3) = Ll2) ， 因 为 左边 有 可 能 是 4 一 0. 实 际 上 ， 我 们 最 多 只 能 说 有 2L(5) - L(3) = 工 (8). 


Cr 
上 


巴赫 曼 的 oO 记号 与 工 记号 类 似 ， 甚 至 更 不 精确 : 已 OCalpha ) 表示 一 个 数 ， 
Pbigl| valpha \bigl| 的 常数 倍 . 我 们 不 说 这 个 数 是 什么 ， 甚 至 也 不 说 这 个 党 站 证 什么 
合 没有 任何 变量 ， 那 么 < 常数 "的 概念 也 就 毫 无 意义 ， 所 以 我 们 仅 在 至 少 有 一 个 量 


公式 


的 情形 下 才 使 用 o 记号 ， 在 这 一 方面 ， 


PPf(n) = OVeft( {g(n)} \right) ， 对 所 有 Pn\quad\quad\quad\quad\quad(9.11) 


这 并 非 胡 说 八道 ， 不 过 它 没什么 意义 . 


表示 存在 一 个 常数 C ， 使 得 


个 数 的 绝对 值 3 
当然 ， 
(比方 说 n 


如 果 在 这 种 场 


的 值 是 变动 


z\bigl| {f(n)} \bigl| \leqslant C\bigl| {g(n)} \bigl| ， 对 所 有 Pin;\quad\quad\quad\quad\quad(9.12) 


而 当 CONeft( {g(n)} Yight) 位 于 一 个 公式 的 中 间 时 ， A (9.12) 的 函数 到 f(n).~~~f(n) 的 值 是 
未 知 的 ， 但 是 我 们 的 确 知道 它们 不 太 大 ， 类似 地 ， 上 面 的 量 成 L(n) 表示 一 个 未 指定 的 函数 f(n) ， 


它 的 值 


满足 pAbigl| {f(n)} \bigl| < \bigl| n \bigll.~~~~L 与 0 之 间 的 主要 区 别 是 ， 0 记号 包含 一 个 未 


忆 2C~,~~~0 的 每 一 次 出 现 都 可 能 包含 一 个 不 同 的 C ， 但 是 每 一 个 C 都 与 n 无 关 . 


我 得 到 一 张 小 小 的 清单 一 一 我 得 到 一 张 小 小 的 清单 ， 这 张 清单 里 有 很 可 能 未 被 公开 的 令 人 烦恼 的 项 目 和 细节 ， 它 们 


从 未 被 遗漏 过 .! 


1 这 条 涂鸦 的 灵感 来 自 Athur Sullivan 和 W. S. es 作 的 14 部 歌剧 作品 
1885 年 3 月 14 日 在 伦敦 首 演 ) 中 著名 的 歌 


例如 ， 我 们 知道 前 个 平方 数 之 和 是 


1 村 
n 一 本 57 二 了 (n+l= 37 十 一 n 十 一 
我 们 可 以 写成 
口 , = O(n?) 
1,3 一 02 十 Ee < 人 十 Sal ln |< In + nF 十 la 一 四 
为 为 13 2 i 3 2 . 2 6 (所 有 整数 n ) 
更 具体 的 公式 


我 们 也 可 以 粗放 地 将 这 些 信息 抛弃 ， 而 将 它 写成 


在 O 的 定义 中 并 没有 要 求 给 出 最 好 可 能 的 界限 . 


稍 等 一 会 儿 ， 如 果 变 量 n 不 是 整数 又 如 何 呢 ? 如 果 有 一 个 
PS(x) = = | + \frac{1}{2}{x^2}+ ac Le 


n= On). 


| eR 
一 Fi 十 O(n2): 


指定 的 常数 


从 未 被 遗漏 过 一 一 


， 类似 地 ， 我 们 有 


中 的 第 9 部 作品 : 两 幕 喜剧 Mikado (又 名 The Town of Titipu ， 


这 样 的 公式 〈 其 中 z 是 实数 ) 又 如 何 呢 ? 此 时 


我 们 不 能 说 stz) = Ofza) ， 因为 比值 Sm 一 了 + 37 + 5 当 -0 时 变 得 无 办 我 们 也 不 能 
stz) = O(z) ， 因 为 比值 ”3 +3”16 当 zoo 时 变 得 无 界 ， 所 以 表面 上 看 ， 我 们 不 能 对 S(z) 
个 记 和 号. 

对 于 这 一 两 难 困境 的 解决 方案 是 ， 与 oO 一 起 使 用 的 变量 一 般 来 说 都 服从 边界 条 件 ， 例 如 ， 如 果 我 们 约定 


lz |> 1 ， 或 者 Px \geqslant \varepsilon ， 其 中 = 是 任意 


EN 个 正 


2S(x) = O({x^3}). 如 果 我 们 约定 PAMbigl| x \bigl| \leqslant 1 ， 


或 者 2Abigl| x \bigl| eqslant c ， 


弟 数 ， 或 者 是 一 个 整数 ， 那 么 我 们 就 能 写成 


EE 


~ 


Cc 是 任 人 人心、 


那么 我 们 就 能 写成 5tz) = Otz)， 2 记号 是 由 它 的 环境 以 及 加 在 它 所 包含 的 变量 上 的 限制 条 


这 些 限 制 条 件 常常 由 一 个 极限 关系 给 出 例如， 我 们 可 以 说 

zf(n) = Oleft( {g(n)} \right),~~n \to \infty.\quad\quad\quad\quad\quad(9.13) 
这 束 意 味 着 当 n“ 接 近 ”oe 时 假设 O 条 件 成 立 ， 我 们 只 关心 当 n 相当 大 的 时 候 会 发 生 什 么 ， 此 外 ， 我 们 其 
至 并 不 明确 说 明 “ 接 近 ?” 的 含义 是 什么 ， 在 这 样 的 情形 下 ，O 的 每 次 出 现 都 隐 含 地 断言 存在 两 个 常数 C 和 


no ， 使 得 


2N\bigl| {f(n)} \bigl| leqslant C\bigl| {g(n)} \bigl| ， 只 要 n> n0. (9.14) 


你 是 你 同性 别 中 最 美丽 的 人 ， 让 我 作为 你 的 英雄 ;我 爱 你 ， 就 像 当 并 取 正 数 趋 于 零 时 的 1/T 


| 这 是 数学 学 家 Michael Stueben 献 给 他 所 钟爱 的 人 的 一 首 诗 . 


C 和 no 的 值 对 每 个 0 都 可 能 是 不 相同 的 ， 但 是 它们 都 与 n 无 关 . 类 似 地 ， 记 号 


flz)= 0O(g(7)), IT— 0 


I 


表示 存在 两 个 常数 C 和 = ， 使 得 


|f(z)|s Clg(z)) ， 只 要 zAbigl| x \bigl| \leqslant \varepsilon\quad\quad\quad\quad\quad(9.15) 
极限 值 不 一 定 是 ow 或 者 0， 我 们 可 以 写成 


Inz=z—1+0((z — 1)’), z—1, 


姑 为 可 以 证 明 ， 当 


我 们 关于 oO 的 定义 已 经 逐渐 发 展 起 来 ， 经 过 几 页 讨论 之 后 ， 从 某 种 看 起 来 十 分 明显 的 东西 演变 为 某 种 看 

起 来 有 点 复杂 的 东西 我 们 现在 是 用 O 去 未 个 未 定义 的 函数 以 及 一 两 个 未 指定 的 常数 ， 这 些 数 与 问题 

的 环境 有 关 ， 对 任何 一 个 合理 的 记号 来 说 ， 这 看 起 来 似乎 足够 复杂 了 ， 但 这 还 不 是 全 部 ! 还 有 另外 一 个 巧 
妙 的 想法 隐藏 在 幕后 .也 就 是 说 ， 我 们 需要 意识 到 ， 写 成 


2 时 有 Ee {\Inz -z+1}\bigll\eqslant {\bigll {z - 1} \bigl|^2}. 


| 1 
一 ”十 n2 十 -nn = O(n3) 
6 


是 很 合适 的 ， 但 是 我 们 永远 不 要 将 这 个 等 式 的 两 边 反 过 来 写 ， 否 则 就 可 能 从 恒等式 zin = O({n^2}) 以 及 

己 {nA2} = O({n^2}) 得 出 Pn = {fnA2} 这 这 样 可 笑 的 结果 .， 当 我 们 对 oO 记号 以 及 包含 未 精确 指定 的 量 的 任何 其 
他 公式 进行 研究 时 ， 我 们 都 是 在 处 理 单 向 等 式 (one-way equality) ， 方程 右边 给 出 的 信息 并 不 比 左 边 给 

出 的 多 ， 而 且 有 可 能 更 少 ， 右 边 是 左边 的 “ 粗 豚 ”. 


“为 了 避免 等 于 ,这 些 词汇 的 繁琐 重复 ， 我 将 像 我 求解 数学 问题 时 那样 ， 用 一 对 平行 线 ， 也 就 是 像 *= 这 样 有 相同 斜率 和 相同 长 度 的 线段 
来 表示 :我 用 这 个 记号 是 因为 没有 什么 比 这 样 两 条 线段 更 加 相等 了 ”3 
一 —R. 雷 科 德 305] 


pa 


雷 科 德 (1510 一 1558) 是 威尔士 的 一 名 医生 和 数学 家 ， 他 用 英语 1 不 是 拉 ] 语 或 者 希腊 语 写 过 一 些 有 影响 的 数学 教材 ， 供 普通 人 学 习 使 
j 他 在 其 中 一 本 书 中 引入 了 等 号 ， 而 与 他 同时 代 的 笛 卡 儿 和 费 马 等 还 在 使 用 “< 以 及 >” 这 样 的 符号 作为 等 号 . 


从 严谨 正式 的 观点 来 看 ， 记 号 已 ONeft( {g(n)} \right) 并 不 代表 单个 函数 fln) ， 而 是 表示 满足 

zAbigl| {f(n)} \bigl| eqslant C\bigl| {g(n)} \bigl| (对 某 个 常数 CGC) 的 所 有 画 数 fln) 的 集合 .一 个 不 含 oO 记 
号 的 普通 公式 g(n) 表示 包含 单个 函数 fln) = g(n) 的 集合 . 如 果 Ss 和 荆 是 nn 的 函数 组 成 的 集合 ， 则 记号 

5 十 了 表示 形 如 f(n) + g(n) 的 所 有 画 数 的 集合 ， 其 中 局 fKm) in S ， 而 9(") <T ， 其 他 像 5 一 了 、BST 、 

5S/ 了 、|PAsqrtS、 忆 {{\rm{e}}^S} 、ENn S 这 样 的 记号 有 类 化 的 定义 ， 严 格 地 说 ， 这 样 的 画 数 集合 之 间 


i 


的 “等 式 ， "是 集合 包含 ( (set inclusion) ， 符 号 “=” 实 际 上 指 的 是 “ FAsubseteq ”， 这 些 正式 的 定义 将 我 们 对 O 
的 所 有 操作 建立 在 坚实 的 逻辑 基础 之 上 . 


例如 , “等 式 ” 


Bfrac{1}{3}{nA3} + O(fnA2 = O({fnA3)) 


表示 51 S 52 ， 其 中 户 {S_1} 是 所 有 形 如 zArac{1}{3}{n^3} + {f_1}(n) 的 函数 组 成 的 集合 ， 对 它们 存在 一 
个 常数 中 {C_1} ， 使 得 Abigll {{f_1}(n)} \bigl| Neqslant {C_1}\bigl| {{n^2}} \bigll; 而 2{S_2} 是 所 有 函数 


及 (n) 组 成 的 集合 ， 对 它们 存在 常数 C2 ， 使 得 | 户 (js C2|ni|. 在 左边 任意 取 一 个 元 素 并 说 明 它 属于 右边 ， 


即 可 正式 证 明 这 个 “等 式 *， 给 定居 frac{1}{3}{n^3} + {f_1}(n) ， 使 得 | 及 ("|< ca | ， 我 们 必须 证 明 ， 存 
1 1 
二 nn 十 (n)< Car A 本 吧 

在 一 个 常数 Ca ， eal | EE 常数 “3 了“! 即 达到 我 们 的 目的 ， 因 为 对 所 有 整数 有 


如 果 “=” 真 的 表示 “ lzAMsubseteq ”， 为 什么 我 们 不 用 “ FNMsubseteq ”代替 滥用 的 等 号 呢 ? 这 里 有 四 个 原因 . 


当先 是 习惯 数论 学 家 开始 就 将 等 号 与 O 记号 一 起 使 用 ， 这 种 习惯 就 流传 开 来 了 . 到 现在 ， 它 已 经 非常 
好 地 确立 起 来 ， 因 而 不 可 能 希望 数学 界 做 出 改变 . 


第 二 是 习惯 .计算 机 使 用 者 相当 习惯 了 等 号 的 过 度 使 用 .多 年 来 ，FORTRAN 和 BASIC 程 序 员 一 直 都 在 书 
写 “N = N +1* 这 样 的 赋值 语句 ， 再 多 一 次 滥用 也 无 妨 ， 


第 三 是 习惯 .我 们 常常 把 “=” 理 解 为 单词 “是 ”， 例如， 将 公式 2{H_n} = OQlog m) 读 成 < 下 标 n 是 logn 
eS 0 ”而 在 英语 中 ， 这 个 “是 "是 单 向 的 .我 们 说 乌 是 动物 ， 但 是 不 说 动物 是 乌 ，“ 动 物 " 是 “ 乌 > 的 粗 


第 四 ， 对 我 们 的 目的 来 说 这 很 自然 ， 如 果 我 们 限制 只 在 O 记号 占据 公式 的 整个 右边 时 才 使 用 它 ， 就 如 在 
周 和 数 的 近似 值 已 {H_n} = O(log n) ， 或 者 在 排序 算法 的 花费 时 间 Tln) = O(nlogn) 中 那样 ， 那 么 我 们 
“=* 或 是 别 的 符号 都 没有 什么 关系 . 但 是 当 我 们 在 一 个 表达 式 的 中 间 使 用 O 记号 时 ， 就 像 通 常 在 渐 近 计 
中 所 做 的 那样 ， 把 等 号 看 成 是 相等 ， 并 把 OU 由 这 样 的 表达 式 看 成 非常 小 的 量 ， 那 么 我 们 的 直观 感觉 
就 得 到 了 充分 的 满足 . 
“显然 ， 对 这 样 的 关系 来 说 ， 符 号 = 真 的 是 个 错误 的 符号 ， 因 为 它 隐 含 了 对 称 性 ， 而 这 里 没有 这 样 的 对 称 性 .……. 然 而 ， 一 旦 给 出 了 这 样 
的 警告 ， 使 用 符号 = 时 就 没什么 其 他 损害 了 ， 我 们 就 保持 它 ， 因 为 除了 习惯 再 也 没有 其 他 更 充分 的 理由 了 .” 
德 . 布 鲁 因 [74] 


< 


所 以 我 们 将 继续 使 用 “=”， 而 且 继 续 将 已 OVeft( {g(n)} \right) 视 为 未 完全 指定 的 函数 .但 是 我 们 知道 ， 只 要 
需要 ， 我 们 总 能 回 到 集合 论 的 定义 . 


在 我 们 对 定义 挑刺 儿 时 ， 应 该 提 及 术 更 加 技术 性 的 事 : 如 有 果 在 问题 中 有 若干 个 变量 ，O 记号 形式 上 表 
示 两 个 或 者 更 多 个 〈 而 不 仅仅 是 一 个 ) 变量 的 画 数 的 集合 . 每 一 个 函数 的 定义 域 就 是 当前 “自由 ”变化 的 


p= - 恒 . 
每 个 变量 . 


个 概念 可 能 有 一 点 儿 不 好 理解 ， 因 为 一 个 变量 在 被 一 个 二 或 某 个 类 似 的 东西 控制 时 ， 它 可 能 只 在 一 个 表 
达 式 的 某 些 部 分 有 定义 . 例如， 我 们 来 更 仔细 地 观察 方程 


(K+O(k)) = 3 + O(n?) 


k=0 : ， 整 数 zin \geqslant 0\quad\quad\quad\quad\quad(9.16) 


边 的 表达 式 P2{k^2} + O(k) 代表 所 有 形 如 局 {kA2} + f(k,n) 的 两 个 变量 的 函数 的 集合 ， 对 它们 存在 一 个 常 
C ， 使 得 对 0< kn 丝 有 ENbigl| {f(k,n)} \bigl| Meqslant Ck. 对 于 0 入 大 入 m ， 这 一 组 函数 的 和 是 所 有 形 


和 


Pi\sum\limits_{k = 0}An {\left( {{k^2} + f(k,n)} \right)} = \frac{1}{3}{n 人 ^3} 
+ \frac{1}{2}{n^2} + \frac{1}{6}n + {f(0,n) + f(1,n) + \cdots + f(n,n) 


的 函数 9 的 集合 ， 其 中 卫 有 所 陈述 的 性 质 . 由 于 我 们 有 
Leu 有 
27 十 6" 十 (0,n) 十 fl(1,n) 十 … 十 f(n,n) 
< ln24 nC.0+0.14+...+0.n 
2 6 
<ni+Cni+n )/2< (C+ 1)n2, 
故而 所 有 这 样 的 函数 9(n) 都 属于 (9.16) 的 右边 ， 于 是 (9.16) 为 真 . 
人 们 有 时 会 假设 O 记号 给 出 了 精确 的 增长 的 阶 ， 从 而 过 度 使 用 它 ， 他 们 用 它 就 好 像 它 既 给 出 了 下 界 义 给 
出 了 上 和 界 . 例 如， 对 n 个 数 进行 排序 的 算法 可 以 称 为 是 无 效 的 ， “因为 它 的 运行 时 间 是 PO({n^2)). ”但 是 
运行 时 间 On ) 并 不 意味 着 运行 时 间 不 可 以 是 Ol 下 界 有 另外 一 个 记号 ， 即 大 PMNOmega : 
f(n)=Q(gn) SO > |f(n)|z Clg(n)| 对 某 个 C > 0. (9.17) 
(现在 是 做 热身 题 第 3 题 和 第 4 题 的 好 时 机 .) 
我 们 有 万 三 (g(tn)) 当 且 仅 当 Pg(n) = ONeft( {fn)} Yighb. 如 果 n 足够 大 ， 则 运行 时 间 为 olz2) 的 排序 算 
法 与 运行 时 间 为 Oln1logn) 的 算法 相 比较 而 言 是 无 效 的 . 
最 后 还 有 大 日 ， 它 指出 精确 的 增长 的 阶 : 
fln) = ©(g(n)) SO fln) = Ol(g(n)) B fln) = Q(g(n)). (9.18) 
于 pMNOmega 和 日 都 是 大 写 希腊 字母 ， 所 以 OQ 记号 中 的 O 必 定 是 大 写 的 希腊 字母 O . 不 管 怎么 说 ， 是 希腊 人 创立 了 渐 近 理论 . 
我 们 有 f(n) = 9(g(n)) 当 且 仅 当 根据 (9.8) 中 的 记号 有 fn) = glm). 


邓 


f(n) =o(g()) 伟 |f(n)|< sg(m) 所 有 n 宕 nols) 以 及 所 有 常数 < 


这 本 质 上 就 是 (9.3 


] 
德 蒙 - 兰 道 R38] 曾 创立 过 一 个 “小 o ”记号 ， 


) 的 关系 fm) < gln). 我 们 还 


fln) ~ g(n) fln) = gln)+olg(n)). 


许多 作 


者 在 渐 近 公式 中 


序 ” 的 计 和 信 


公式 Pln}~ 


用 到 “o。”， 不 过 更 为 明 


机 方法 的 平 
Vnf2 ， 


FE 均 


Ne 


运行 时 间 与 和 式 ”” 
它 表 示 当 一 ec 时 比值 


有 


(9.19) 
(9.20) 
迎 . 例如 ， 一 种 称 为 “ 冒 泡 排 


蜥 的“ O ”表达 式 几乎 更 受 欢 
一 > ok Kg!] /nl 


zp(n)Nsqrt {{\rm{\pi 


的 渐 近 值 有 关 . 初等 渐 近 方法 就 足以 证 明 
}}n/2} 趋向 于 1. 然而 ， 考 虚 差 值 


zp(n) - \sqrt {{vmf{\pi }}n/2} 而 不 是 考虑 比值 ， 才 能 对 Pln) 的 性 状 有 最 透彻 的 了 解 : 
n BP)Nsqrt {pi n/2} PP(n)\sqrt {\pi n/2} 
1 0.798 -0.253 
10 0.878 -0.484 
20 0.904 -0.538 
30 0.918 -0.561 


n PP(n)N\sqrt {\pi n/2} PP(n)-\sqrt {\pi n/2} 


40 0.927 -0.575 


50 0.934 -0.585 


中 间 一 列 的 数据 并 不 令 人 信服 ， 这 列 数 据 即 便 趋 向 于 某 个 极限 ， 它 离 z-P(n)Asqrt {{\rm{\pi }}n/2} 快速 趋 
向 于 1 这 一 引 人 注 目的 证 明 也 肯定 相差 甚 远 . 但 是 右边 一 列 数据 表明 Pln) 的 确 非 常 接 近 于 
zAsqrt {{\rm{\pi }}n/2}. 因此 ， 如 果 能 推导 出 形 如 


H 


zp(n) = \sqrt {{\rm{\pi }}n/2} + O(1) 


的 公式 ， 甚 至 得 到 


B.POn) = \sqrt {{\rm{\pi }}n/2} - \frac{2}{3} + O(1Asqrtn ) 


这 样 更 精确 的 公式 ， 那 么 我 们 就 能 更 好 地 刻画 了 (Rn) 的 性 状 特 征 . 要 证 明 oO 型 的 结果 ， 需 要 渐 近 分 析 中 更 
强 而 有 力 的 方法 ， 学 习 这 些 方法 所 需要 的 额外 努力 ， 会 由 随 O 界限 而 带 来 的 进一步 的 理解 而 得 到 很 大 补 


偿 . 


此 外 ， 许 多 排序 算法 都 有 形 如 


PT(n) = An\lgn + Bn + O(logn) 


en 对 某 个 常数 4 和 已) . 停止 在 Tn) \sim Angn 这 一 时 刻 得 到 的 分 析 并 没有 说 出 整个 情 
事实 表明 仅仅 以 其 4 的 值 作为 基础 选择 排序 算法 不 是 好 的 策略 . 挑选 一 个 好 的 “4” 常常 会 以 得 到 一 


个 坏 的 < ”为 代价 ”出 于 nvgn 增长 得 只 比 稍 快 一 点 儿 ， 因 而 浙 近 地 说 来， 更 快 的 入 
的 4 的 值 的 算法 ) 可 能 仅仅 对 实际 上 从 来 都 不 会 出 现 的 n 的 值 更 快 一 些 ， 于 是 ， 如 果 我 们 扩 
择 方法 ， 就 必须 要 有 这 样 的 渐 近 方法 ， 使 得 我 们 可 以 通过 第 一 项 计算 出 B 的 值 


在 继续 研究 O 之 前 ， 我 们 来 谈 一 谈 有 关 数 学 风格 这 个 小 的 方面 ， 在 这 一 章 里 ， 我 们 所 用 的 对 数 有 三 种 不 

同 的 符号 ;lg 、lzMn 和 lzAog. 我 们 常常 在 与 计算 机 方法 有 关 的 地 方 使 用 “lg”， 因 为 在 这 样 的 情形 下 以 2 

为 底 的 对 数 常 常 是 合适 的 ， 而 在 纯 数学 计算 中 我 们 常常 用 “ PAIn ” 因为 自然 对 数 的 公式 既 好 用 又 简单 ，“ 
zANog ” 呢 ? 这 不 就 是 学 生 们 在 中 学 里 学 习 的 以 10 为 底 的 “党 ”对 数 ， 即 已 被 事实 证 明 在 数学 和 计算 机 科学 
中 很 不 常用 的 “常用 ”对 数 吗 ? 是 的 ， 许 多 数学 家 都 会 在 ] eAlog 表示 自然 对 数 或 者 以 2 为 底 的 对 数 上 产生 

混淆 . 这 里 没有 完全 统一 的 约定 . 但 是 ， 当 对 数 出 现在 O 记号 内 部 时 ， 我 们 通常 总 能 如 释 重 负 般 松 一 
气 ， 因 为 O 忽略 不 计 乘积 中 的 常数 倍数 .， 当 n 一 ce 时 ，EBONgm、EBownn 以 及 世 OQog mn) 之 间 没 有 
什么 区 别 ; 类 似 地 ，EONg gn) 、 POQIn \Inn) 以 及 POQNlog 、 n) 之 间 也 没有 什么 区 别 . 我 们 可 以 选 
取 喜 欢 用 的 任何 一 种 对 数 ， Nog 似乎 更 好 ， 因 为 它 更 接近 发 于 是 ， 在 可 以 增强 可 读 性 且 不 致 引起 ; 
淆 的 正文 中 ， 我 们 都 使 用 二 log. 


还 有 ID ， 即 Duraflame 对 数 .4 


> - 


| 


| 4 这 是 著名 的 黑客 数学 家 Bil Gosper 所 提供 的 一 条 涂鸦 .实际 上 并 没有 Duraflame 对 数 这 样 的 数学 对 象 ， 这 里 的 ID 是 英文 Duraflame Logs 的 缩 
写 ，Duraflame 是 为 壁炉 等 提供 清洁 人 造 木 材 燃料 的 美国 头号 燃 木 供应 商 


注意 ， 当 [Pn\eqslant10 时 ， 世 NogNogNogn 没有 定义 . 


9.3 “0 运算 规则 O MANIPULATION 


O 记号 有 其 运算 规则 ， 这 些 规 则 使 得 我 们 不 用 再 纠缠 于 其 定义 中 的 纷繁 引 
入. 一旦 能 利用 定义 证 明 这 些 规则 是 正确 的 ， 我 们 就 能 站 在 更 高 的 平台 上 ， 而 将 验证 一 组 函数 包含 在 男 一 


组 中 这 样 的 事情 抛 诸 脑 后 .我 们 甚至 不 需要 计算 每 一 个 O 所 包含 的 常数 C ， 只 要 遵守 法 则 以 确保 这 些 常 
数 的 存在 即 可 . 
遭 人 厌烦 的 秘密 ， 在 于 把 每 一 件 事 都 说 出 来 . 
伏 尔 秦 


例如 ， 我 们 可 以 一 劳 永 逸 地 证 明 


PF \begin{aligned}&{n^m} = O({n^{m'}}),~~m \leqslant 

m';\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad\quad\guad~~\guad(9.21 
)\&O\left( {f(n)} \right) + O\eft( {g(n)} \right) = O\eft( {\bigl| {f(n)} \bigl]| 
+ \bigl| {g(n)} \bigl|} \right).\quad\quad\qguad\quad\guad(9.22)\end{aligned} 


ENfrac{f1}{3}{nA3} + \frac{1}{2}{n^2} + \frac{1}{6}n = O({n^3}) + 
样 ， 我 们 立即 就 可 以 说 O({n^3}) + O({n^3}) = O({n^3)) 
需 进 行 上 一 节 里 那样 费力 的 计算 了 . 


由 定义 ， 能 够 容易 地 推出 更 多 的 规则 : 


， 而 无 


多 区 量 


题 9 证 明了 (9.22) ， 其 他 结论 的 证 明 类 似 . 我 们 总 可 以 用 右边 的 表达 式 代替 左边 的 式 子 ， 而 不 
什么 样 的 边界 条 件 . 


方程 (9.27) 和 (9. 23) 使 我 们 能 推导 
时 ， 这 有 助 于 避免 括号 ， 因 为 我 们 可 以 用 


蕊 ofQlog n)^2} 代替 局 ONeft( {{{Qlog n)}^2}} vight). 


mi 


El 


互 等 式 [PO\eft( {f{{(n)}^2}} \right) = O{\eft( {f(n)} \right)^2}. 有 


天 父 里 岂 


(注意 : 公式 区 ONeftdtn)vighb^2 并 不 表示 9(71) 在 区 oueftdtn)vighb 中 的 所 有 画 数 攻 go^2 的 集合 ;区 g(m^2 这 样 的 函数 不 可 能 是 


负 的 ， 但 是 集合 臣 ONeft(fn)wighD^2 包含 负 的 画 数 .一 般 来 说 ， 当 S 是 一 个 集合 时 ， 记 号 区 2 表示 所 有 对 夸 s_1s_2 的 集合 ( 
s1 和 苞 s 2 都 在 ,5 中 ) ， 而 不 是 所 有 平方 数 s? 组 成 的 集合 (s € S) ,) 


这 两 者 都 比 * O(log2n) ”更 受 欢迎 ， 因 为 有 些 作者 用 O(log*n) 表示 蕊 Oog Nlog n) ， 故 而 表达 式 O(log>n) 有 
歧义 . 
我 们 可 否 用 


Ollogn) 了 1 代替 0 ((logn) ')9 


ul 
| 
dU 


不 ! 这 是 小 用 记号 ， 因 为 函数 1/0(ogn) 组 成 的 集合 既 不 是 Ol1/ log 7) 的 子 集 ， 也 不 是 它 的 超 集 ， 我们 可 
以 合法 地 用 89(logn)! 代 替 0((os")”) ， 但 这 会 令 人 乾 众 ， 所 以 我 们 将 规定 ，“0 外 面 的 指数 "只 限于 党 


数 〈 须 为 正 整数 ) 次 寡 . 
大 级 数 给 我 们 一 些 最 为 有 用 的 运算 ， 如果 和 式 


对 某 个 复数 := 加 绝对 收 全 ， 那 么 


z|< |20|. 


5S(z) =0(1)， 所 有 


1 T 
=C < cc. 


“0 


z)|< > | 四 ||z| < > | 


mn20 mn20 


特别 地 ， 当 > 一 0 时 有 532 =OU) ， 而 当 一 ce 时 有 SU 一 OU ， 只 要 S(z) 对 > 的 至 少 一 个 非 零 的 值 


收敛 . 利用 这 一 原理 ， 我 们 可 以 很 方便 地 在 任何 地 方 截断 宕 级 数 ， oO 估计 其 余 项 . 
Slz) = Ol1) ， 我 们 还 有 


S(z) = ao + O(2z), 
S(z) = ao + a1z + O(22), 


如 此 等 等 ， 因 为 


S(z) = > OK2K 十 2" 》 1 


0<k<m n>m 


例如 ， 不 仅仅 有 


而 后 面 这 个 和 式 与 5(z) 本 身 一 样 ， 对 2 = 避 绝 对 收敛 且 等 于 0(]). 表 9-1 列 出 了 一 些 最 
中 的 一 半 就 是 根据 这 个 法 则 直接 截断 震级 数 得 到 的 . 


狄 利克 雷 级 数 是 形 


对 收敛 ， 我 们 就 能 在 E 何 一 项 处 将 它 截断 并 得 到 对 只 > 加 jj 成 立 的 近似 公式 
>》， akj/ 人 十 OU ) 


lsk<m 


记 住 : 轴 表示“ 实 部 ”. 


表 9-1 中 关于 伯 努 利 数 Bn 的 渐 近 公式 就 描述 了 这 一 原理 . 
表 9-1 当 一 cc 以 及 :一 0 时 的 渐 近 逼近 


| 
t 


对 


用 的 渐 近 公式 ， 


yz 如 2s1 /的 和 式 ， 它 可 以 用 类 似 的 方法 截断 ， 如 果 一 个 狄 利克 雷 级 数 在 2 二 名 处 如 


[HF 


1 1 J 1 
Hr a o[ 六) (9.28) 
m=vam [2] 1 全 全 2 +10 二 | (9.29) 
站 l2n 288n’” 51840m nm 
B, = 2 [2 偶数] (-1)”* 和 (1+2™ +3™”+O(4")) (9.30) 
二 n 也 n 洁 21n a 的 n (931) 
Inn (nnn) (nn (nn) (logn)’ 
elt 人 1 全 + 全 100 Ee 
2 23 z+ 5 
Ue ) (9.33) 
Lr (9.34) 
EF= 
1+2)° =1+oz+| | 22+| |a4|® |zt+4 O05 (9.35) 
(+2) = hl (z ) .35 
表 9-1 中 关于 Hn 、nl 以 及 7) 的 渐 近 公式 并 不 是 收敛 级 数 的 截断 ， 如 果 将 它们 无 限 地 延续 下 


| 


O (gln)). 如 果 它 珍 如 fln) (1l+O(g(n))), 1 
0 (g(n)) .例如 ， 表 9-1 中 ,的 逼近 有 绝对 误差 0(n-)，u 的 台 近 有 相对 误差 O(n) 


上 没有 所 要 求 的 形式 ft (1+ On )) ， 但 是 如 果 我 们 希望 如 此 ， 可 以 将 它 重新 写成 


= (3 1 1 1 139 (1 Ol 4)) ; 
“Nn\e "12n 288n2 51840n3/\ 1 


一 方面 ， 
它们 将 会 会 对 ”的 所 有 值 发 散 ， 这 点 在 7(n) 的 情形 中 特别 容易 看 出 来 ， 因 为 在 73 节 的 例 5 中 我 们 已 经 丰 
到 需 级 数 Ze fa/ tm) 处 处 发 散 ， 不 过 事实 证 明 ， 截 断 这 文 些 发 散 级 数 所 得 到 的 近似 公式 是 有 用 的 . 


如 果 一 个 渐 近 逼近 形 如 f(n) + Olg(n)) ， 其 中 fln) 不 包含 O ， 那 么 就 说 它 有 绝对 误差 (absolute error) 
其 中 fl) 不 包含 0， 人 (relative error) 


( (9.29) 的 右边 


实际 


类 似 的 计算 是 习题 12 的 内 容 . 
点 右边 正确 的 十 进 制 数 字 的 个 数 有 关 ， 而 相对 误差 则 对 应 


) 这 个 逼近 的 绝对 误差 是 O(n"”“e"). 如果 忽略 O 项 ， 那 么 绝对 误差 与 小 数 


(相对 误差 对 取 倒 数 是 适宜 的 ， 因 为 1/ (1 二 O(5)) = 1+0(s)，) 


我 们 可 以 利用 大 级 数 的 


coUCO) 


(这 里 我 们 假设 n 一 co; 当 
mtl+ogtn) 是 属于 〈9.36) 左边 的 任意 


由 此 推出 


， 无 限 和 式 


对 所 有 中 之 720 收敛 ， 


截断 来 证 明 一 
In(1+0(/(m))=0 


=1+0(f(n)), 


般 的 法 则 


(f(m)) ， 如 果 f(n) <1; 


如 果 f(n)= O0D . 


In(l+ 9g(n)) = g(n): ( 


于 正确 的 “有 效 数字 ”的 个 数 . 


(9.36) 
(9.37) 


z 一 0 时 ， > f(z))) 和 e911) 有 类 似 的 公式 成 立 ，) 例如 ， 设 
意 一 个 函数 ， 那 么 存在 常数 C 、no 以 及 c， 使 得 


g(n)|s Cl|f(n)|s c<l1 


所 有 7n 宕 no. 


1 TS 
59(n) 十 了 9 5 


人 
括号 中 的 级 数 以 常数 "+ 2°* 3 + 


”为 界 . 这 就 证 明了 (9.36) ， (9.37) 的 证 


明 类 似 . 等 式 (9.36) 和 (9.37) 合 在 一 起 就 给 出 有 用 的 公式 
(1+O(f(n))) ))o(9m) 一 =1+0O(f(n)g(n)), fln) <1H fl(n)g(n)= 0(1). (9.38) 
问题 1: 回 到 幸运 之 轮 
ede 在 第 3 章 里 ， 我 们 对 某 个 游戏 中 取胜 位 置 的 个 数 推导 出 了 等 式 
3.13) : 
W= [N/K|+ 3K? + 5K -3, K= [3 | | 


我 们 曾经 承诺 在 第 9 局 


进行 估计 . 


这 里 主要 的 思想 是 用 


这 称 为 “抽出 最 大 的 部 分 ”. 


类 似 地 ， 


由 此 推出 取胜 位 置 的 个 数 


导出 W 的 一 


和 


N13 


IN/K| = NI (1 + ON) 


好 的 ， 


pa 


个 渐 近 结 


K=N®(1+0 


(我 们 将 大 量 使 用 这 一 技巧 . 


= N23(1+O(N-Y3)) 
= N23 (1+O(N RS)) = 


这 就 是 第 9 章 了 ， 我 们 来 尝试 在 Y 一 cc 时 对 W 


+ O(D) 代 蔡 KK 以 去 掉 底 括号 ， 这样 就 能 做 下 去 并 写成 


(N-13 )) 


) 根据 (9.38) 和 (9.26) ， 现 在 有 


N2/ 


N23 + O(NYS). 


+ O(1) 


= N23 (1+O(N 1®))+0(1) = NY +O(N®). 


[ou 


r213 + O(NY3) 十 (N +O(N®)) + O(N®)+ oO(1) 


N23 + O(NY3). (9.39) 


注意 O 项 是 如 何 相互 合并 只 保留 一 项 的 ， 这 很 典型 ， 这 个 例子 说 明了 为 什么 O 记号 在 公式 的 中 间 是 有 用 


的 
问题 2， 斯 特 林 公式 的 扰动 法 


毫 无 疑问 ， 对 71 的 斯 特 林 近 似 是 最 负 盛 名 的 渐 近 公式 .在 这 一 章 的 后 面 我 们 要 来 证 明 它 ， 现 在 只 想 更 好 
地 了 解 它 的 性 质 ， 我 们 可 以 将 近似 公式 写成 如 下 形式 ， 对 某 个 常数 a 和 。， 


n! 一 37a(2) @ 上 二 十 oo 
e nn ， 当 一 cc 时. (9.40) 
由 于 此 式 对 所 有 大 的 守 都 成 立 ， 因 而 当 用 半 一 1 代 奉 半 时 ， 下 述 公 式 也 必定 渐 近 地 成 立 : 
(n—1)! = V2r(n (=) «(+ -一 半 一 FoO ((n ve (9.41) 


当然 ， 我 们 知道 (3 一 了 = mn， 因此 ， 用 n 来 除 ， 则 这 个 公式 的 右边 就 必定 简化 成 (9.40) 的 右边 . 
我 们 来 尝试 简化 (9.41) . 如 果 抽出 最 大 的 部 分 ， 那 么 第 一 个 因子 就 是 可 以 处 理 的 了 : 


/ 1 L 3, 
V 2 人 (7 一 1 一 V2rmll 一 n- 1)2 = VY27nn ( 一 二 一 AI 十 oo . 
4 oon”* 


pa 


这 里 用 到 了 等 式 (9.35) . 
类 似 地 ， 我 们 有 


- 1 =(1 n-1)-! 一 一 十 OUn-3) 
b b 
n- 1) ?= 4 On) 


{ni — 1): ~ n2 n 


(9.41) 中 仅 需 要 一 点 技巧 去 处 理 的 是 因子 (n 一 1)”' ， 它 等 于 


nn Hn (1 二 +n- 十 n 习 十 O(n™)) 


(我 们 把 每 一 部 分 都 展开 ， 直 到 得 到 相对 误差 O(n ) 为 止 ， 因 为 乘积 的 相对 误差 是 每 个 因子 的 相对 误差 
之 和 . 所 有 OU) 的 项 都 将 结合 在 一 起 ，) 


为 了 展开 (1- ”六 ， 我 们 首先 计算 mtl 一 mn ) ， 然 后 构造 指数 ed- ) : 


(一 mn-D" = exp (nlnl1 一 m ) 


n Se 一 2 bn Jn? +0’))) 
一 一 


1 
27 -an jn + on) 


A 1 1 25 1 0 ; -3 
-ep (1-#n + sn + O(n ) -1 十 On) (1+oOfn )) 


里 用 了 记号 exp > 而 不 是 e: ， 因 为 它 允 许 我 们 在 公式 所 在 行 而 不 是 上 标 位 置 对 复杂 的 指数 进行 处 理 ， 为 
竺 展开 式 的 最 后 得 到 相对 误差 O(n“) ， 我 们 必须 将 h(1 一 mn) 展开 到 绝对 误差 项 On “) ， 因 为 对 数 要 


语 活 


(9.41) 的 右边 现在 化 简 成 V2rm 乘 以 w/e" 再 乘 以 一 个 有 若干 个 因子 的 乘积 : 


1 下 
@ 一 2 — sn +o(n)) 


(1 +n LA+n ?+O(n ey 


- 1— ln- ee 3y 
2 24 


* (1 十 an- 十 {a 十 bjn 一 O(n™)) 人 


将 它们 乘 开 ， 并 将 所 有 渐 近 项 合并 到 O(n“) 中 ， 就 得 到 


1 1 
1 + an 十 ( +b— 于) mn 一 2 十 Ofm 3. 


蜂 ! 我 们 原来 是 希望 得 到 1+ on + 如 “+ O(n ) 的 ， 因 为 那 是 与 (9.40) 的 右边 匹配 所 需要 的 ， 是 不 是 
出 了 什么 问题 ? 没有 ， 只 要 “+ 本， 一 切 就 都 很 好 . 


T 


这 个 扰动 方法 并 没有 证 明和 特 林 近 似 的 正确 性 ， 但 是 它 的 确证 明了 某 些 东西 . 它 证 明了 公式 (9.40) 不 可 
能 成 立 ， 除 非 和 如 果 我 们 在 (9.40) 中 用 cn + O(n ) 代替 了 OU) ， 并 执行 计算 直到 得 到 相对 误 


差 0 ) ， 那 么 原本 就 能 推出 b 必定 等 于 288 ， 正 如 表 9-1 中 那样 . (这 不 是 确定 和。 的 值 最 容易 的 方 
法 ， 不 过 它 成 功 了 . ) 


问题 3， 第 n 个 素数 


等 式 (9.31) 是 关于 7(n) 即 不 超过 n 的 素数 个 数 的 一 个 渐 近 公式 . 如 果 用 了 = P ( 第 nn 个 素数 ) 代替 
， 就 有 7T(P) = ， 从 而 当 n 一 cc 时 就 有 


= +of ) (9.42) 
lInp (logp): 2 


我 们 来 尝试 对 P “求解 "这 个 等 式 ， 这 样 就 能 知道 第 ”个 素数 的 近似 大 小 . 
第 一 步 是 简化 O 项， 如 果 用 P/ InP 来 除 两 边 ， 我 们 就 会 发 现 nInpP/P 王 1， 于 是 P/InP= 0(n) 有 是 


a ( p ) ( n ) ( n ) 
O -| =O =0 . 
(logp)” logp logn 


(我 们 有 (logp)-1 过 (logn)-! 天 为 了 P 宇 n. ) 


第 二 步 是 交换 除去 O 项 的 〈9.42) 的 两 边 . 这 是 合法 的 ， 因 为 有 一 般 性 的 法 则 


an = bn+O(fFn)) Sb = an + O(fF(n)). (9.43) 


(如 果 用 - 1 乘 以 两 边 ， 然 后 在 两 边 加 上 an 十 如 ， 那 么 这 些 等 式 中 的 每 一 个 都 可 以 由 男 一 个 推出 ，) 从 而 


也 _ n l. 
二 n++0O =n(l+O(ll/logn)), 
lInp logn ' 


且 有 


p=nlnp(ll+ Oll/logn)). (9.44) 


这 就 是 关于 了 = fr 的 一 个 用 它 自 己 表示 的 “近似 递归 式 *， 我 们 的 目的 是 要 将 它 改 变 成 “近似 的 封闭 形式 ”， 
通过 渐 近 地 展开 递归 式 ， 能 够 做 到 这 一 点 . 我 们 来 展开 (9.44) . 


两 边 取 对 数 得 到 


Inp=lnn+lnlnp+ oO!(l/logn). (9.45) 


这 个 值 可 以 用 来 代替 (9.44) 中 的 Ihp， 但 是 在 代 换 之 前 ， 我 们 希望 去 掉 右边 所 有 的 zp. 一 直 渐 近 地 展 
人 我 们 不 可 能 用 正常 的 方法 对 递归 式 去 掉 它 ， 因 为 对 于 小 的 了 P， (9.44) 没有 
间 定 初始 条 件 . 


做 这 件 事 的 一 种 方法 是 证 明 较 弱 的 结 


全 


本 


T 


ED = O(n ). 如 果 将 (9.44) 平方 并 除 以 pn? ， 即 得 


p (np) 


= ( 
) 


1+0O(1/1logn)), 


丸 为 当 n 一 cc 时 I 好 的 ， 我 们 知道 了 了 = 0(m) ， 这 样 一 来 ,就 有 了 logP = O(logn) 以 及 
loglogp = O(loglogn). 现在 ， (9.45) 就 能 得 出 结论 


Inp= lnn+ Ol(loglogn). 


事实 上 ， 有 了 这 个 新 的 估计 式 ， 我 们 就 能 断定 ininp= Inn+ O(loglogn/logn) ， 现 在 (9.45) 就 给 出 


Inp=lInnt+lnlnnt+oOlloglogn/logn). 


我 们 现在 可 以 将 这 个 公式 代入 (9.44) 的 右边 ， 得 到 


p=nlnn+i+nlnlnnt+toln). 


这 就 是 第 个 素数 的 近似 大 小 . 
利用 "(Pp) 的 一 个 更 好 的 近似 代替 〈9.42) ， 我 们 就 能 改进 这 个 估计 式 .， (9.31) 的 下 一 项 告诉 我 们 


3 (9.46) 


eh 


lInp | +o( 记 


如 前 做 下 去 ， 就 得 到 递归 式 


卫 一 也 lnpll 一 (np) 1!) (1 + Ol(l/log n)) , (9.47) 


再 次 拿 出 便条 纸 ， 伙 计 们 . 


它 用 相对 误差 COLL/ log 代替 了 0(1/1ogn). 取 对 数 并 保持 合适 的 精确 度 (但 不 要 过 分 ) ， 现 在 就 得 到 


InlInp= lIninn+t 


文 止 c 乡 


最 后 ， 我 们 将 这 


结果 代入 (9.47) 就 得 


Inp=lnn+lnlnp+ Ol(l/logn)= nn @ 十 


lInlnn log logn 


lInn 


:ol ) 


到 了 答案 ; 


Inlnn 


logn 


lInln 
六 主 此 + O(l/log ")’) i 
lnn ; 


n 


P=nlnn+i+nlnlinn—n+i+n 


lnn 


ol 


(9.48) 


有 


logn 


例如 ， 当 n=10 时 ， 这 个 估计 式 给 出 13 631 363.6 二 Oln/1log n) ， 而 第 100 万 个 素数 实际 上 是 15 485 863. 
习题 21 表 明 ， 如 果 我 们 用 "lp) 的 更 精确 的 近似 代替 (9.46) ， 就 能 对 P 得 到 更 加 精确 的 近似 ， 


问题 4， 以 前 期 末 考 试 中 的 和 式 


具体 数学 这 门 课 于 1970?1971 学 期 首次 在 斯 坦 福 大 学 教授 时 ， 曾 要 求学 生 找 出 和 式 
和 二 一 3 | 一 (9.49) 
的 带 有 绝对 误 关 (的 源 近 信 ， 起 委 一 下 ， 我 们 刚 出 看 到 这 个 期 术 考 题 ， 第 一 个 本 能 反应 会 是 什么 
呢 ? 
不 ， 我 们 不 会 恕 慌 我们 的 第 一 个 反应 是 考虑 大 的 数 ， 如 果 我 们 令 Pn = {10^{100}} ， 并 来 观察 这 个 和 
式 ， 可 以 看 到 它 是 由 项 组 成 的 ， 其 中 每 一 项 都 比 P21/{n^2} 略 小 一 点 ， 因此 这 个 和 式 比 1/n 略 小 一 点 . 一 
0 通过 仔细 观察 问题 ， 并 就 答案 得 到 一 个 大 致 正确 的 人 f 计 ， 我 们 通常 能 就 一 个 渐 近 问题 得 到 合适 的 
提取 出 每 一 项 的 最 大 部 分 ， 我 们 来 尝试 改进 这 个 粗糙 的 估计 .我们 有 
1 1 1 k KR 
n2+k nn2(l+ k/n?) nn2 ( n? n4 ns 于 (S)) ， 
所 以 很 自然 要 尝试 对 所 有 这 样 的 近似 公式 求 和 : 
1 1 1 ， 了 玉 14 
rim tm ta) 
1 i 2 
n+2 72 ni 下 ne ns ol 20) 
1 1 n n2 n3 n4 
i i dl 
en nlnt1) 
"2m 2n4 
=n 172 Dn 
以 前 两 列 的 和 式 为 基础 ， 我 们 看 起 来 似 得 到 的 是 一” 3” + Ow ) ， 不 过 其 中 的 计算 充满 了 医 
x 
如 果 坚 持 这 么 做 ,我们 最终 会 达到 目的 ， 但 是 由 于 两 个 原因 ， J 章 费 心 对 其 他 的 列 求 和 . 第 一 ， 当 
n/2 < 上 < nH 时 ， 最 后 一 列 给 出 的 项 是 O(n“) ， 所 以 会 有 误差 0(n”) .这 个 误差 太 大 了 ， 我 们 还 要 在 展 ] 汗 起 
中 再 包含 另外 一 项 .出 考题 的 人 会 是 这 样 的 虐待 狂 吗 ? 和 抽 柚 几 定 训 责 站 的 个 全 第 二 ， 的 确 有 一 个 好 
得 多 的 方法 ， 它 就 在 我 们 眼前 . 


睡衣 有 纽扣 吗 ?5 


上 与 正文 中 询问 “出 考题 的 人 是 虐待 狂 吗 ? “一 样 ， 其 答案 都 是 显而易见 的 . 


这 就 是 说 ， 我 们 知道 s 的 一 个 封闭 形式 ， 它 正好 就 是 也 ?+ 一 Hw. 而 对 于 调和 数 ， 我 们 知道 一 个 很 好 的 
近似 ， 所 以 只 要 运用 它 两 次 : 


Hain = 1n(n2 +n)+7y+ bb 一 es 十 O (二 ) , 
2(n2+n) 12(n2 +n) ns 
Hn2 一 Inn2 十 7 于 人 (去)- 
2n2 12n4 ns 


现在 我 们 可 以 像 在 研究 斯 特 林 近 似 时 那样 ， 提 取出 大 的 项 并 加 以 简化 . 于 是 有 


5 | : 1 1 1 
n(n2+n)=lnn:+ln (1+2) =Inn + 二 一 ita i; 
1 _ 1 1 1 
ni+n ni mn3 nt 
1 i 2 3 
n2 十 n)” nt ns ns 
kt 中 有 大 量 的 相互 项 抵消 ， 我 们 就 得 到 
9 全 1 一 -n-2+ -3 ln 十 ns = 1n.-6 
2 3 4 9 6 
L734 -4 L754 L176 
2 2 2 2 
1 -5 1 -6 
+=n 一 一 n 
6 1 
再 加 上 等 于 Oln ) 的 项 .运用 点 算术 ， 我 们 就 成 功 地 得 到 
2 四 ~ 本 
Sn 一 也 1 1 ln 3 ln Zn-54 ln-6ro(n-"). (9.50) 
2 6 1 15 12 


如 果 我 们 能 从 数值 上 来 检验 这 个 管 案 ， 就 更 好 了 ， 如 同 我 们 在 前 儿童 里 得 到 精确 结果 时 所 做 的 那样 ， 渐 近 
公式 更 难 验 证 ， 任 意 大 的 常数 都 可 以 隐藏 在 O 项 中 ， 所 以 任何 数值 检验 都 不 能 使 人 信服 . 实际 上 ， 我 们 
没有 理由 认为 对 于 是 在 给 我 们 设置 陷阱， 所 以 可 以 假设 未 知 的 O 常数 相当 地 小 . 用 袖珍 计算 器 可 以 算出 


1 
二 一 十 一 十 一 圭一 一 0.217 010 7 A a 由 ye 
17" 18 19" 20 “““”“， 而 我 们 的 渐 近 估计 式 在 n = 4 时 得 到 
人 (一 1 (2 i ( 2 1 z))))) A 
人 市 二 ng fo ee = 0.217 012 5. 
4 4 p 4 6 4\4 4 15 4 12 
1 1 P 


假如 在 ws 项 上 产生 过 12 的 误差 ， 那 么 在 十 进 制 的 第 五 位 上 就 会 出 现 一 个 五 ”3096 的 差 ， 所 以 我 们 的 渐 
近 解 答 可 能 是 正确 的 . 


问题 5: 无 限 和 式 
现在 ， 我 们 来 看 由 所 有 罗 门 哥 隆 452 提出 的 一 个 渐 近 问题 ; 


1 ， 
5 (9.51) 
22 kN, (kK) 


k=1 
的 渐 近 值 是 什么 ? 其 中 Nn( 有 j 是 将 上 表示 为 n 进 制 数 时 所 需要 的 位 数 . 


先 我 们 再 次 给 出 一 个 大 致 正确 的 估计 ， 位 数 Na(h) 近似 等 于 lognk = logk/1ogn ， 所 以 这 个 和 式 的 项 大 约 
等 于 (ogn)3/k(logh)*. 对 上 求 和 就 给 出 “(S22 Klo8 朋 而 这 个 和 收敛 于 一 个 常数 值 ， 因 为 它 可 


以 与 积分 


DO 


1 1 


dz 


| 


zlln zr) 


Inzl, lIn2 


做 比较 . 于 是 我 们 预计 5 大 约 等 于 Cl(logn)” (对 某 个 常数 C) . 

不 太 严 et 解 是 有 用 的 ， 但 是 我 们 需要 更 好 的 估计 来 解决 此 问题 . 一 种 思想 是 
生硬 全 全 二 An 

Nn(k) = |log 大 | +1. (9.52) 
于 是 ， 当 kk< 台 时 ， 太 表示 成 n 渤 出 并 时 有 二 位 SC 而 这 恰好 在 Logn* = 2 时 发 生 . 由 此 推出 
Na(h) > logk 故而 呈 = ol VRNn(K) < 1+ (0ogn) 2, 1/k(logk) ~ 
如 同 在 问题 1 中 那样 ， 我 们 可 以 尝试 写成 YN) =losnk+ 001) ， 并 将 它 代入 5 的 公式 之 中 ， 这 里 用 O01) 
表示 的 项 总 是 在 0 与 1 之 间 ， 平均 来 说 大 约 是 3 2 ， 所 以 看 起 来 表现 正常 . 但 是 对 于 了 解 5 来 说 ， 它 还 不 是 
足够 好 的 近似 ， 当 天 很 小 时 ， 它 给 出 零 位 有 效 数字 (这 是 很 高 的 相对 误差 ， 而 这 些 就 是 对 此 和 式 贡献 最 
多 的 项 ， 我 们 需要 一 种 不 同 的 思想 . 
关键 在 于 (如 同 在 问题 4 中 那样 ) ， le f 计 式 之 前 ， 我 们 要 利用 处 理 技巧 将 和 式 表示 成 更 易于 处 
理 的 形式 .我 们 可 以 引入 一 个 新 的 求 和 变量 ， 即 m= Ni(k) : 
0 
Ed 大 7772 
_ [na™! 去 大 一 n™] 
ed km2 
a > (Hm Se A) 
mz1 
这 看 起 来 或 许 比 我 们 一 开始 面 对 的 那个 和 式 更 不 好 ， 但 它 实际 上 是 向 前 进 了 一 步 ， 因 为 我 们 对 于 调和 数 有 
了 很 好 的 近似 . 
我 们 还 需要 进一步 做 些 简 化 ， 时 下 要 莽撞 地 开始 渐 近 估计 .借助 分 部 求 和 法 ， 可 以 对 需要 近似 估计 的 
Hwm-1 的 每 一 个 值 的 项 进行 分 组 
1 
Sn = es 1 (让 = i 
例如 ， Hw-1 乘 以 1/2 ， 然 后 再 乘 以 -1/3 (我 们 已 经 用 到 了 Hw-1 = 二 w=0 这 一 事实 . ) 
现在 我 们 已 经 准备 好 来 展开 这 些 调和 数 . 估计 心 一 起 的 经 验 告 诉 我 们 ， 估 计 Hn 要 比 估计 Hnr-1 更 容易 
一 些 ， 因 为 诸 (n* 一 1) 杂乱 无 章 . 这 样 我 们 就 写成 
Hnx_1 = Hon: 一 二 二 Inn 十 了 十 O (去 ) 一 二 一 大 7 十 了 一 
1 1 
a 


和 式 现在 就 转化 为 


1 
Sn = 六 (: lInn+t+7 7 二 


大 >1 


[un 


= (Inn)Zi + 7 一 523(n 


这 里 留 下 四 个 容易 的 部 分 21、zZ2 、zasln) 以 及 


我 们 先 来 做 2a. zs(z2) 是 oO 项， 这 样 我 人 


) 十 OO (Taln? ))s 


项 之 中 ， 那 么 执行 其 他 完全 精确 的 计算 就 没有 意义 . 


(合并 ) 进 一 个 大 OO :8 


5 正文 中 “合并 进 一 个 〇 项 之 中 ”对 应 的 英文 是 “intoa 〇 ” 
O”( 大 O). 


) 


Ya(n2). 


] 就 会 看 到 得 到 什么 样 的 误差 . (如 果 将 它们 合并 进 一 个 O 
这 个 和 式 就 是 一 个 怖 级 数 


， 而 不 是 通常 英语 中 按 读音 规则 拼写 的 “into an OQ”， 因 为 这 里 的 字母 O 应 读 作 “big 


上 且 当 z > 1 时 收敛 ， 所 以 我 们 可 以 在 任何 地 方 截断 它 ， 如 果 在 大 = 1 项 终止 Palm2) ， 就 得 到 5a(n?) = O(n 


从 而 (9.53) 有 绝对 误差 O(n- 3 (为 了 减少 这 个 绝对 误差 ， 可 以 对 成 * 用 一 个 更 好 的 近似 ， 但 现在 
On 已 经 足够 好 了 ，) 如 果 在 人 = 2 项 截断 2a(n) ， 


2 


这 就 是 我 们 所 需要 的 精确 度 . 
现在 来 处 理 22. 它 是 如 此 地 简单 : 


汉 训 是 可 由 级 数 (动人 1- 下 ( 


就 得 到 


Za(n) = 3n-1 


十 OU 一 2). 


最 后 ， 2321 给 出 5% 的 首 项 ， 也 即 (9.53) 中 nn 的 系数 : 


和 法 ， 就 会 直接 看 到 有 ~ 21 tn 站 /大 


项 ， 尽 管 它 的 确 使 得 我 们 的 某 些 此 他 工作 变 得 更 容易 


现在 我 们 已 经 计算 了 (9.53) 中 的 诸 个 卫 ， 


注意 ， 此 结果 要 比 原来 的 粗略 估计 Cllogn) 
问题 6: 大 和 


在 第 4 章 末 ， 我 们 注意 到 法 里 级 数 五 中 分 数 的 个 数 是 1+ Bln) ， 其 中 


( ) € :) ( . | 
SE Talla ollo 7110/ Ao "= 
这 就 是 \ 4/ \4 9/ \9 16 了 


忆 为 Hnr_1 1 


) 


GT T2/6. 
(如 果 我 们 早先 没有 应 用 分 部 求 
五 -1NhInn 所 以 分 部 求 和 法 无 助 于 计 货 


所 以 可 以 将 所 有 结果 放 到 一 起 ， 从 而 得 到 哥 隆 问 题 的 解答 


三 ) . (9.54) 
n™ 


3 ( 
7 一 一 十 ( 
Sn 
“增长 得 更 慢 . 


有 时 一 个 离散 的 和 式 并 不 符合 连续 的 直观 感受 . 


B(n) = yp(1)+ yp(2) + + p(n), 


而 在 (4.62) 中 我 们 曾经 指出 


Tln) = J H(E) [njk| [1 + nk]|. (9.55) 


“kz21 


是 这 样 的 和 式 引导 巴赫 曼 首 先 创造 出 O 记号 . ) 


下 


现在 来 尝试 在 n 很 大 时 估计 Pln)，( 正 


将 公式 中 的 n 想象 成 很 大 的 数 ， 可 知 ?9) 大 概 与 双 成 比例 理由 是 ， 如 果 最 后 的 因子 是 In/ 划 而 不 是 
> Bln)|s = [ma 大 | < 了 n /有 三 :二 和 2 | 

+n/ 本 ， 就 有 上 界 >2 下 | 辣 。， 因 为 默 比 乌 斯 画 数 (有) 取 值 为 -1、0 或 者 
el 而 宪 对 > 等于零， 所 以 以 绝对 信 来 说 它 不 可 
能 大 于 7Hn = O(nlogn). 


经 过 这 一 初步 分 析 ， 我 们 将 会 发 现 写成 
0 00) -vn (00) 
- 近 : 过 0 
= 3 人 + om logn) 


大 有 神 益 .这 就 去 掉 了 底 ， 和 下 的 问题 是 以 精度 O(nloe 中 计算 没有 底 的 和 式 3 e119/ 人 - 换 句 话 
说 ， 我 们 想 要 以 精确 度 O(n-llog 由 计算 ZIA(DI/. 那 是 很 容易 的 ， 可 以 直接 让 和 式 取 到 人 _ w ， 因 
为 新 加 进去 的 项 是 


LK) _ 1 | 1 
2 ER 全 =0 b> mn) 


ee 


k>n 


a kk = 1/(z). k) /2 一 1/ 1/12] 一 671T2 pn 
(7.89) 中 证 明了 Zi/ = 1/(2) .于 是 Zi / (Ds We) = ， 我 们 就 得 到 答案 : 


3 » Ne 
下 (72) = —n° +O(nlog n). (9.56) 
72 


O(n(llog n)23 x (loglog ee) 
Ob C we) . 另 一 方 站 按照 参考 文献 [275] 


(根据 1960 年 出 版 的 参考 文献 [316]， 这 个 误差 项 已 被 证 明 至 多 为 


O(n(log log mn?) 
可 知 ， 它 不 会 小 到 像 那么 大 .) 


9.4 两 个 渐 近 技巧 TWO ASYMPTOTIC TRICKS 


既然 有 了 一 些 对 O 进行 操作 的 工具 ， 我 们 就 可 以 从 稍微 高 有 十 什么 .这样 ， 当 需 
要 解决 更 灰 手 的 问题 时 ， 我 们 在 “ 渐 近 武 库 ?中 就 会 有 一 些 重要 的 武器 


技巧 1: 自助 法 
在 9.3 市 的 问题 3 


十 计 第 个 素数 Pi 时， 我 们 求解 了 一 个 形 如 


~ 


P=nlnP(l+oO(l/logn)) 


的 渐 近 递归 式 . 我们 首先 利用 此 递归 式 证 明了 一 个 较 弱 的 结果 CU) ， 从 而 证 明了 

P= 二 nnn+nlhlnn+ O(n). 这 是 称 为 自助 法 (bootstrap) 的 一 般 方法 的 特例 .根据 自助 法 ， 首 先 得 到 一 个 
粗略 的 估计 式 并 将 它 代 入 该 递归 式 ， 就 渐 近 地 解 出 了 递归 式 . 用 这 样 的 方法 ， 我 们 常常 能 得 到 越 来 越 好 的 
估计 , “通过 自助 提升 自己 ”. 


有 男 一 个 问题 ， 很 好 地 描述 了 自助 法 ， 当 n 一 se 时， 生成 函数 


大 
G(z) = exp | 到 (9.57) 


k>1 


中 的 系数 gn = [>"]G(3) 的 渐 近 值 是 什么 ?如 果 对 这 个 等 式 关 于 > 求 导 ， 就 得 到 


n=0 


令 两 边 忆 {zAfn - 1}} 的 系数 相等 就 给 出 递归 式 


Ok 
nign = > 2 (9.58) 


0<k<n 


我 们 的 问题 等 价 于 在 初始 条 件 mo 二 1 下 对 (9.58) 的 解 求 一 个 渐 近 公式 . 前面 几 个 值 


3 19 107 641 51103 
gn 1 1 一 二 一 一 = 
4 36 288 2400 259200 


没有 透露 出 太 多 的 规律 信息 ， 而 整数 数列 ("19") 没有 出 现在 Sloane 的 Handbook [330 一 书 中 ， 因 而 gr 的 寺 
闭 形 式 似 乎 超越 了 问题 的 范围 ， 而 渐 近 信息 可 能 就 是 我 们 所 能 希望 得 到 的 最 好 结果 了 . 


对 此 问题 我 们 首先 注意 到 对 所 有 "0 有 0< gn 1， 这 容易 用 归纳 法 证 明 ， 故而 我 们 就 有 了 一 个 出 发 


gn 一 O({1). 


事实 上 ， 这 个 等 式 可 以 作为 自助 法 运算 的 “催化 剂 * 将 它 代 入 (9.58) 的 右边 就 得 到 


O(1) 
ngn = = H,0(1) = O(logn), 
0<k<n 和 


logn 
gn=0 (于 ) 。 和 之 1], 
n 


从 而 有 


1 O ((1 + 1ogk)/k) 
ngn==+ 2, 


7 一 大 


Ollogn) 
nn 2 k(n kk) 


0<k 

1 1 1 Ollogn) 
二 一 十 了 十 一 一 | 一 一 一 

n 2 G 7 一 i) n 

1 2 A I 2 
= 一 十 一 Hn_10(logn) = 一 Ollog7m) 

和 n 

得 到 
logn 2 S 

gn=0 TT & (9.59) 


可 以 一 直 做 下 去 吗 ? 看 起 来 对 所 有 m ,我们 有 9n = O(n logn)™. 
实际 并 非 如 此 ， 我 们 刚才 到 达 了 一 个 减 小 的 转折 点 . 自助 法 的 下 一 次 尝试 涉及 和 式 


和 dN 
Rn—k) nk nak nn—k)/) nn m1 na "ll 


0<k<n 0<k<n 
等 于 oln-0) ， 所 以 ， 我 们 对 9 不 可 能 得 到 比 9(n 还 低 的 售 计 式 ， 
际 上 ， 现 在 我 们 对 gn 已 经 知道 得 足够 多 了 ， 因 而 可 以 应 用 提取 最 大 的 部 分 这 一 技巧 : 


gk 1 1 lI lI 1 ky ;0) 
a Ye 本 | , | 9.60 
党 和 各 一 大 1) 下 2 四 2 9 下 n—k 、 


0<k<n 


将 叶 


r 一 exp | 一 十 一 十 一 Ss = e™/6 
这 里 的 第 AGOD=em (it gt ) ”因为 G(2) 对 所 有 |zj< 1 都 收敛 第 二 个 和 式 是 
第 一 个 和 式 的 尾部 ， 利 用 (9.59) 可 以 得 到 一 个 上 界 : 


yo (FE) -oY). 


k>n k=n 
最 后 这 个 估计 式 来 
+1\2 2 2 
(log A (logn™t!) (m+1) (logn) 
一 一 一 一 苹 a 
2 A 2 -nm K(k 加 1) 2 n™ 


(习题 54 讨 论 了 估计 这 个 尾部 的 更 一 般 的 方法 .) 
根据 已 经 熟知 的 论证 方法 ， (9.60) 中 的 第 三 个 和 式 是 


(log n): (log 六 
O 一 a 
( > k(n 一 人 人 n 
0<k<n 


/6 | 
gn = a + O(logn/n)’. (9.61) 


所 以 (9.60) 就 证 明了 


最 后 ， 我 们 可 以 将 这 个 公式 代 回 递归 式 中 ， 再 用 一 次 自助 法 ， 结 果 就 是 


e™ 全 : 
gn= + Ollogn/n’). (9.62) 


(习题 23 查 看 了 剩 下 的 O 项 . ) 
技巧 2， 交 换 尾部 法 


我 们 用 与 推导 ?tm) 的 渐 近 值 (9.56) 差不多 的 方法 得 到 了 (9.62) : 在 这 两 种 情形 下 ， 我 们 都 是 从 一 个 有 
限 和 式 开 始 ， 通 过 考虑 一 个 无 限 和 式 得 到 一 个 渐 近 值 . 我 们 不 可 能 通过 将 O 引入 到 求 和 项 中 直接 得 到 这 


个 无 限 和 式 ， 我 们 必须 小 心 遵 慎 地 在 大 很 小 时 使 用 一 种 方法 ， 而 在 人 很 大 时 使 用 另 一 种 方法 . 
我 们 现在 要 以 更 加 一 般 的 方式 讨论 重要 的 三 步 渐 近 求 和 方法 ， 上 面 那些 推导 是 这 一 方法 的 特殊 情形 ， 只 要 
我 们 想 要 估计 > 和 extn) 的 值 ， 就 可 以 尝试 下 面 的 方法 
(这 个 重要 的 方法 是 由 拉 普 拉 斯 240] 首创 的 .) 
上 首先 将 和 式 分 烈 成 两 个 不 相交 的 范围 D, 和 五. 对 D 求 和 应 该 是 “主要 的 * 部 分 ， 其 含义 是 说 ， 当 很 


大 时 ， 它 包含 足够 多 的 项 以 决定 这 个 和 式 的 有 效 数字 .而 对 五 求 和 只 是 “ 尾 并 饭 对 总 量 贡 献 极 


(2) 求 渐 近 估计 


ak(n) = b(n) + O(cr(n)), 
它 对 有 RE Dn 成立 ， 当 k 有 ET 时，O 界限 不 一 定 成 立 . 
(3) 现 在 证 明 ， 下 面 三 个 和 式 中 的 每 一 个 都 很 小 : 
> (= > ar > = 2) > (= 2 |cx(m)|. (9.63) 


KETn KEDn 


如 果 这 三 步 都 能 成 功 完 成 ， 我 们 就 会 有 一 个 好 的 估计 ; 
> axk(n) = > br(n)+O (3 (n))+0 (3 (n))+0 4 (n)) . 


keEDnUTn keEDnUTn 


i 尾部 ， 在 范围 Dn 中 得 到 一 个 好 的 估计 (有 一 个 好 的 估计 是 必要 


下 人 


》 ”ou(m) = (b(n)+O (cr(n))) = 2 br(n)+O (2 (n)). 
我 们 可 以 代 之 以 另 一 个 尾部 ， 尽 管 这 个 新 的 尾部 可 能 非常 逼近 原来 的 尾部 ， 因 为 尾部 实际 上 不 起 作用 : 
Darln) = 2 (br(n) — br(n)+ar(n)) = 2 )+0 (3 (n)) + 


渐 近 分 析 就 是 了 解 在 何 处 应 当 粗 略 ， 在 何 处 应 当 精 确 的 一 门 艺术 . 


例如 ， 计 算 (9.60) 中 的 和 式 时 ， 我 们 就 有 


ak(n) = [0 < kk <ngr/(n 一 大 )， 
b(n) = gr/n, 


ck(n) = kgr/ n(n 一 天) 


未 求 和 范围 


Pr = {0,1 ,no—1}, T= {n,n+1,.…}: 
我 们 发 现 


Zn}=0, ZW 一 O (llogn) 7 | 2 fn? Ys 三 站 ((logz) /ro 


这 就 导出 了 (9.61) 
类 似 地 ， 估 计 (9.55) 中 的 (mn) 时 ， 我 们 有 


ark(n) = p(k) [njk| [1 +n/k|, br(n)= nM(k)n2/k?, ck(n) = nk: 
Dn = {11;2 ,nn}, Th = {n+l1,n+2,.…}. 


注意 到 a(n)=0，o(n) = O(n) DR Eln) = O(nlogn) ， 我 们 就 得 到 (9.56) . 


是 另外 一 个 例子 ， 在 这 个 例子 中 改变 尾部 是 有 效果 的 . (与 上 面 的 例子 不 同 ， 这 个 例子 一 般 性 地 描述 


有 是 
这 一 技巧 ， 其 中 >a(n) 取 0.) 我 们 寻求 


lIn(n + 2*) 
Ln 一 kl 


k=0 


接近 喂食 时 间 时 ， 马 儿 也 会 摆动 它们 的 尾巴 . 


的 渐 近 值 . 当 上 大 很 小 时 它 对 这 个 和 式 的 贡献 最 大 ， 因 为 总 是 在 分 母 中 .在 这 个 范围 里 我 们 有 


DF oD2k 23K 
In(n +2*)= lnm 十 一 = 十 OO ( 5) (9.64) 
n 


可 以 证 明 ， 这 个 估计 式 对 0 大 上 < Hg 可 成 立 ， 因 为 原来 用 O 截断 的 项 以 如 下 的 收敛 级 数 为 界 : 


Dkm D3k DR(m 一 引 D3K ( 1 1 ) 23K 


一 -一 芯 一 一 -一 :一 一 求 二 村 0 一 一 -XXX2 
2 mn™m ~ n3 2 mm-3 ~ n3 2 n3 ~ 
m2>3 m2>3 
1 
st 2k jn < 2Ugnj-1/m «< 二 . 
(在 这 个 范围 里 有 ” ”′ 9) 


这 样 一 来 ， 我 们 就 能 运用 刚刚 所 描述 的 三 步 方 法 ， 其 中 


axk(n) = lIn(n++ 2*)/k!, 
br(n) 一 (nm 十 2 /fn 一 4* /2n2)/k!, 
ck(n) = 8* /n3k!; 
Dn = {0,1,.… ,llgn|—1}, 
T= {lgn|,llgn| +1,.…}. 


br(n). 


我 们 所 要 做 的 就 是 对 (9.63) 中 的 三 个 对 找到 好 的 界 ， 我 们 将 会 知道 22420 ("人 玉 > ion 


8F /fn3kl BF fn3k! 一 es /n3 


显然 以 2 


为 界 ， 所 以 能 用 On 一 ) 


在 和 式 的 主要 部 分 造成 的 误差 2 ("= 2_iep 
来 代替 它 。 新 的 尾部 误差 是 


(90,0) = 人 br.(n) 
kz|llgnl 


_ lInn+2*+4r 
i 


kz|lgn| 
_ lnnt+ 2llsn] + 4lis™ AK n? 
lign|! 六 AL © (区 n| | 
由 于 |s! 要 比 的 任何 曙 都 增长 得 快 ， 这 个 很 小 的 误差 不 超过 2. ("0(" ) 原来 尾部 的 误差 
大 十 lnn 
2 arln) = 六 A 


“我 们 或 许 不 大 ， 但 我 们 很 小 .” 


还 要 更 小 . 


要 直 brl gi ee Re a a : 

最 后 ， 容 易 将 和 式 2_so*(" 计算 成 封闭 形式 ， 这 样 就 得 到 了 所 要 的 渐 近 公式 : 

人 | 二 9.65) 
Kk! 过 n 2n2 n3/. W809 


k=0 


事实 上 ， 我 们 所 用 的 方法 使 得 对 任何 固定 的 m > 0 显然 都 有 


m—1 


In(n + 2*) Ee | 十 
和 en mrt+o = . (9.66) 


天 30 


(如 果 令 m 一 oo ， 这 就 是 一 个 对 所 有 固定 的 n 都 发 散 的 级 数 的 截断 ，) 


我 们 的 解 中 只 有 一 点 瑕 疫 : 我们 过 于 小 心 了 . 我 们 是 在 假设 < Hg 虽 的 基础 上 推导 出 (9.64) 的 ， 然 而 习 

3 证 明了 : 所 陈述 的 估计 式 实际 上 对 所 有 上 大 的 值 都 成 立 ， 如 果 我 们 已 经 知道 这 个 更 强 的 一 般 性 结果 ， 那 
人 不 利 月 这 个 两 尾部 技巧 ， 兴 许 就 能 直接 得 到 最 后 的 公式 ! 但 以 后 我 们 还 会 遇 到 一 些 问题 ， 在 这 些 问 题 里 
奥 尾 部 是 仅 有 的 可 以 利用 的 恰当 方法 . 


站 


9.5” 欧 拉 求 和 公式 EULER'S SUMMATION FORMULA 

为 了 学 习 下 一 个 技巧 (过 实 上 ， 它 是 我 们 在 这 本 书 里 要 讨论 的 最 后 一 项 重要 技术 ) ， 我 们 要 回 到 近似 和 式 
的 一 般 性 方法 ， 它 由 欧 拉 ol 于 1732 年 首先 发 表 ， (这 一 思想 有 时 也 与 科 林 .麦克 劳 林 的 名 字 联 系 在 一 起 ， 
后 者 当时 是 爱 工 堡 的 一 人 数学 教授 他 后 采 独 立 发 现 了 它 263 和 3057 ) 


这 个 公式 是 


HL 


和 /Od 祥和 伟 a "| +R, (9.67) 


a<k<b 


其 中 R=-D"" | i a opp 整数 a 过 bp， 整数 mn 之 1. (9.68 ) 


左边 或 许 是 我 们 想 要 估计 的 典型 的 和 式 ; 人 
是 一 个 足够 “平滑 的 * 画 数 ， 那 么 它 就 有 m 阶 导数 (7),… ,f(z) ， 事 实 表明 这 个 公式 是 一 个 恒等式 .在 
余天 Ro 通常 恨 小 的 音义 咎 ”其 下 边 人 党 是 惫 的 和 式 的 一 个 极 好 过、 例如 我 们 将 看 到 ， 关 于 n! 的 斯 特 
林 近 似 是 欧 拉 求 和 公式 的 一 个 推论 ， 而 关于 调和 数 Hi 的 渐 近 逼近 亦 然 


和 


(9.67) 中 的 数 Bi 是 我 人 

的 伯 努 利多 项 式 ， 如 同 在 

吉 到 一 起 . 
] 相 


第 6 章 里 过 到 的 伯 努 利 数 ， 
那样 ， 记 号 


] 在 
第 3 章 里 


{z} 表示 分 数 部 分 7 一 [| . 欧 # 


(9.68) 中 的 画 数 Bm({7)) 是 我 们 在 第 7 
立 求 和 公式 好 像 要 把 所 有 的 都 归 


小 


目 


DA 


我 们 想 想 小 的 伯 努 利 数 的 值 ， 因 为 将 它们 列 在 一 般 的 


外 各 布 . 伯 努 利 在 
有 f(r) 一 (0 从 而 Rm=0, 


> Km-1 一 


ask<b 


例如 ， 当 m = 3 时 就 有 我 们 喜欢 的 求 和 例子 : 


0s<k<n 
(这 是 我 们 在 本 书 中 最 后 
天 下 没有 不 散 


(9.67) 就 化 为 


mm 


a k=1 


b 
m1) 1 rm 天 2 


k! 


mi 


次 推 


导 这 个 著名 的 公式 ，) 


FF 
中 


的 宴席 . 


= 


我 们 来 关注 一 个 高 
子 入 并 说 明了 : 


用 未 曲 公 式 ， 


功 了 


FE 明 欧 拉 公式 之 前 ， 
第 2 章 定 义 了 差分 算 
日 DD 表示 入 ， 这 要 利 


二 次 的 理 
工 是 入 的 逆 


在 订 
式 . 
以 月 


( 归 
运算 ， 


< 


f(z) 
1! 


flzt+e) = f(r)+ 


1 就 有 


Aflr) = flr+1)— f(z) 
= f(z)/l+ jz)/ 


= (D/1!+ D2/2!+ 


+ f(r) 
Dy /31+ 


“*)f lz) 


完整 数 需 的 和 式 时 发 现 了 这 些 数 ， 而 欧 拉 公式 则 解释 了 


1 3 : 3 3 
3 (() Bon’ 人 Bin’ * @) pz 


拉 格 朗 
正 像 /是 求 导 


这 里 e 表示 微分 算 子 1+D 


D/1!+ D2/2!+ D3/3!+ 


很 方便 的 : 


原因 : 如 及 


人 


mm 


日 [234] 了 


)) Br a (bm am 


为 什么 会 存在 这 样 


有 过 到 


Se rT™-l1 


令 f(z) ， 就 


小 


一 个 公 


-村 


1)f(z). 


Ls 


算 子 DD 的 逆 运 和 


其 逆 算 子 = l/A 


2/(e: —1) 


= >, Bre/ 


样 .我 们 可 


(9.69) 


应 该 就 是 


1/(e? 一 1)， 而 由 表 7-4 知 ， 


Bo 


3 一 一 一 
2 


D 


将 这 个 算 子 方程 应 


到 


而 这 恰好 就 是 没有 余 项 的 欧 拉 求 和 公式 〈9.67) . 
松 ”5 于 1823 匀 


为 无 限 和 式 于 ws(BsjMAe oj 
性 . ) 


这 样 做 过 ， 直 到 S. D. 江 


于 f(z) 


9 努 利 数 的 需 级 数 . 从 而 


Bl 
一 十 
1! 


BD 一 
2! 


Bp2 ， 
3! 


赋 以 上 下 限 ， 即 得 


flz jz= TR 


发 表 了 一 篇 有 
发 散 的 . 我 们 对 (9.71) 


二 


a 吊 吊 赴 


b 
| 


(事实 上 ， 欧 拉 并 没有 考虑 过 这 个 余 
关 近似 求 和 法 的 重要 研究 报告 . 


(9.70) 


(9.71) 


他 人 也 没有 
人 天 是 重要 打 ] 因 


形式 的 ， 没 有 考虑 收敛 


已 导 日 
导 完 全 是 


的 推 


现在 来 证 明 (9.67) ， 包 括 余 项 在 内 我们 只 要 证 明 a = 0 且 5 = 1 的 


于 


青 形 束 够 了 ， 也 即 只 要 证 明 


一 B m BmlZ ) m 
0-/ f(z jt ra 中 |- 人 f(z)dz 
这 是 因为 对 任何 整数 1， 此 后 都 可 以 用 flz + 站 来 代替 f(z) ， 这 就 得 到 
1+1 mB i+1 B,, ({z}) 
7) = (rz)dz ey {= 7 (om)(: 
10=/ 1 1 | Fa th 


一 般 公 式 (9.67) 恰好 是 这 个 恒等式 遍 取 " 和 1 < 的 和 式 ， 因 为 中 间 项 正好 缩减 掉 了 . 
a=0 且 2= 工 情形 的 证 明 可 对 m 用 归纳 法 进行 ， 先 考虑 m = 1 的 情形 : 


1 1 | 1 1 本 
= 人 fad -3 -70)+/ (2-3) rar 


(一 般 来 说 ， 伯 努 利多 项 式 Bml7) 由 等 式 


1 
定义 ， 故 而 特别 地 有 “1” 一 于) 换言之 ， 我 们 想 要 证 明 


1 
在 ulz) =f(z) 以 及 "中 = 了-5 时 的 特例 ， 从 而 m - 1 的 情形 容易 解决 ， 


1 
从 七 m - 1 过 渡 到 m 并 完成 对 m > 1 的 归纳 证 明 ， 需 要 证 明 fr"-! 一 (Bm/™D)f” “(四 +Rm ， 也 即 证 明 


l Bm-— mn 一 nn Bn m 
co"1/ 1(T jt 1) ) (7 .jdz yy 三 Bml®) tm ) zjdz 
v 0 0 v 0 


2fo- JU(z ) 


(m— 1)! ml ml! 
这 就 转化 成 等 式 
1 1 1 
TYm (m—1) r a (mb r 十 (m) 
("Bnf yo)| 人 mitzjjtm-D(zjd Bn(z)f "(2)dz 
20 =f™ D(z) 以 及 v( Bml7) ， 因 为 伯 努 利多 项 式 (9.72) 的 导 
在 


作者 从 来 就 没有 认真 过 吗 ? 


mk )Brr™ -1 


a a Tm 1 一 kmB,_ 1 (7 ). 
大 


竺 这 里 有 用 . ) 这 样 一 来 ， 当 且 仅 当 


(9.74) 


(—1)" Bnf(™d(z) !_ Bp Bnl rT)f™ 1) 
. 
时 所 求 的 公式 成 立 . 换 句 话说 ， 我 们 需要 有 


| 1)™ Bn = Bn, 1) 


= Bn(0), m>1. 


(9.75) 


这 有 点 困难 ， 因 为 Bml0) 显然 等 忆 {B_m} ， 而 不 等 于 (-1)"Bnm. 但 实际 上 这 里 没有 问题 ,因为 m > 1 
我 们 知道 当 m 为 奇数 时 局 {B_m} 等 于 零 . (又 是 侥幸 脱险 ，) 
要 完成 欧 拉 求 和 公式 的 证 明 ， 需 要 指出 Bm(1) = Bm(0)， 


等 同 于 说 
> kt ) Br= Bn, m>1. 
但 是 这 正好 是 伯 努 利 数 的 定义 (6.79) ， 所 以 我 们 完成 了 . 
恒等式 Bl7) I) = mBm-1(7) 


1 
/ BnlT)dr = Bm+1(1) — Bmri(0) 
J 0 


7 十 1 
我 们 现在 知道 这 个 积分 当 m > 1 时 为 零 . 于 是 欧 拉 公 式 中 的 余 项 ， 即 
m+1 b 
Rn = — 下 Bn ({7}) f(z)dz, 
是 用 一 人 1 


函数 Bm({7}) (其 平均 什 
我 们 来 更 仔细 观察 Bml7) (0< 7 


为 零 ) 乘 以 六 ” (可 . 


这 就 意味 着 局, 有 适当 的 机 会 取得 很 小 的 值 . 


) <1 ) 大 | 为 Bml7) 主导 着 Rm 的 性 状 . 下 图 是 针对 前 12 个 m 值 所 描绘 的 
BmlZ) 图 形 . 
m=1 m=2 m=3 m=4 
Bn(X) AN p44 
B4+m(X) 


人 rar me CE 


Bn) ~ Ny /A 
尽管 Ba(z) 到 局 () 都 相当 小 


日 伯 努 利多 项 式 和 伯 努 利 数 最 终 都 变 得 相当 大 ， 幸 运 的 是 R 有 补偿 
1/m! ， 它 帮助 我 们 将 问题 摆平 ， 


i 


当 m i Bml7) 的 图 形 开 始 看 起 来 非常 像 一 条 正弦 波 ， 习 题 58 证 明了 ， 实 际 上 Bml7) 可 以 用 
COS (2 一 Xm 
2 


的 负 倍数 来 很 好 地 近似 ， 其 误差 为 2 (2 maxzBm ({zj) . 


1 
一 般 说 来 ， Bak+ll 2 是 负 的 ， 而 对 3“”“! 是正 的 ， 于 是 它 的 积分 Bta(zJ/(4K+2) 对 
<T<1 


0 < < 5 递减 而 对 递增 ， 此 外 ， 我 们 有 


Barri(l —7)=—Bari(T), Og<rgl1, 


0<rI< 


a 


Bari2(l —7) = BaiolT), OrIgl1. 


1 
ByarsolT) dr 
常数 项 Bar+2 使 得 积分 | 4tatzie7 为 堆 ， 因 此 Burt2 > 0。 Bue+a(z) 的 积分 是 Batta(z)/GK+3) ， 从 而 


1 1 
对 “了 “3 必 为 正 数 ， 而 对 3 必 为 负数 .此 外 ， Ba Re 所 以 Bar+s(z) 具有 
Buri(z) 的 性 质 ， 不 过 符号 相反 ， 于是， Bai4(7) 具有 Buei2(7) 的 性 质 ， ee Bar+s(z) 具有 
Bsri(z) 的 性 质 ， 我 们 就 完成 了 一 个 循环 ， 通 过 归纳 方法 对 所 有 的 上 确立 了 所 陈述 的 性 质 . 


工区 1 


根据 这 一 分 析 ， Bom(7z) 的 最 大 值 必定 在 z = 0 或 者 “一 处 出 现 ， 习题 17 证 明了 
Bom G3) = (2 — 1) Bom, (9.76) 
寻 此 我 们 有 
Ban ({7}) < Bo,l. (9.77) 


这 可 以 用 来 对 欧 拉 求 和 公式 中 的 余 项 建立 有 用 的 上 界 ， 因 为 由 (6.89) 知道 ， 当 m > 0 时 有 


这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 将 欧 拉 公式 (9.67) 改写 成 

j= / /0 )dz 一 jytz 
b 

oa 


例如 ， 如 果 f(z) =e ， 所 有 的 导数 都 是 相同 的 ， 而 这 个 公式 告诉 我 们 


Box or-D | 
[+ 本 昌 oi (7) 


a 


a 2 


f 2™ (x) dz. (9.78) 


1 . 
》， = (es 一 es '( = $+ Ba/2+ Bi/ + + Ban/(2m)! )+0 ((27) Sj 
ask<b 


当然 ， 我 们 知道 这 个 和 式 实际 上 是 一 个 几何 级 数 ， 它 等 于 
(ez ee 一 1) = {eb eq) >, BH/K!. 
k=0 


b 
(2m) (7) lz (2m—1) 
如 果 对 a<z<b 有 f(z)>0， 由 和 分 人 ej 好 是 1 四 |。 所 以 我 们 有 
[Ro < Bom fo D(z , 
TS |(2m)! “le 


换 名 话说， 在 这 种 情形 ， 余 项 以 最 后 一 项 (恰好 在 余 项 前 的 那 一 项 ) 的 大 小 为 界 . 如 果 知 道 


Frta(z) 0URKfI Yr) 0, agr gh, (9.79) 
我 们 就 能 给 出 一 个 更 好 的 估计 . 因为 这 表明 了 关系 式 
b 
Rom = Om Bom+2 fmtd (7) 2 
(2m + 2)! a ， 菜 个 0<& m1. (9.80) 


2 余 项 将 位 于 0 与 (9.78) 中 第 一 个 被 抛弃 的 项 (如 果 让 m 增加， 这 一 项 就 会 紧 接 最 后 一 项 出 
现 ) 之 间 


这 里 是 证 明 : 网 拉 求 和 公式 对 所 有 的 mm 成 立 ， 且 当 m>0 时 有 B2mri 一 0， 从 而 fom = Rn+l， 第 一 个 被 
抛弃 的 项 必定 是 


| 


Rom ee Rom+?2 * 


i 明 Rom 位 于 0 和 fm 一 Rom+2 之 间 ， 此 结论 为 真 当 且 仅 当 Rom 与 R2m+2 有 相反 的 符号 . 我 
| 


当 a<zs<b 时 ，jeralz)>0 剖 涵 (1)"R2m > 0. (9.81) 


与 (9.79) 合 起 来 ， 这 就 将 证 明 Rsm 和 fom+2 有 相反 的 符号 ， 故 而 完成 了 (9.80) 的 证 明 . 


ee feom+1 的 定义 以 及 关于 Bom+1t7) 的 图 所 证 明 的 事实 ， 那 么 (9.81) 的 证 明 并 不 困难 . 也 就 是 说 ， 
们 有 


Bom+ < 
Rom 一 Rom+l 一 / Bamt! (eh) fomty). 1) (zx) \dz, 
27m 十 二) 


而 f(z) 是 增加 的 ， 因 为 它 的 导数 fen;alz) 是 正 的 ，〈 更 确切 地 说 ， futz) 是 非 减 的 ， 因 为 它 的 
导数 是 非 负 的 ，) B2mii({7}) 的 图 形 看 起 来 像 一 条 正弦 波 的 (-1)”! 人 入， 所 以 从 几何 角度 来 看 很 明显 ， 当 


每 个 正弦 波 乘 以 一 个 增加 函数 时 ， 它 的 后 一 半 要 比 前 一 半 有 更 大 的 影响 .如 所 希望 的 那样 ， 这 使 得 
(一 D)™Rom+1 > 0. 习题 16 对 此 结果 给 出 了 正式 的 证 明 . 


9.6 ”最 后 的 求 和 法 FINAL SUMMATIONS 
我 们 准备 结束 本 书 了 ， 现 在 来 做 个 总 结 ， 我们 要 将 欧 拉 求 和 公式 应 用 到 某 些 有 趣 且 重要 的 例子 上 去 . 
求 和 法 1: 此 例 过 于 简单 


我 们 首先 来 考虑 一 个 有 趣 但 并 不 重要 的 例子 ， 一 个 我 们 已 经 知道 怎样 做 的 和 式 . 我 们 要 来 看 看 ， 如 果 将 
欧 拉 求 和 公式 应 用 于 车 缩 的 和 式 


1 1 1 1 
Sn = ee 一 3 
> 大 (大 十 1) 2 ( 天 十 ) 1 n 


ls<k<n 


它 会 告诉 我 们 什么 . 这 并 不 妨碍 用 渐 近 等 价 这 一 辅助 工具 开始 欧 拉 求 和 公式 的 第 一 个 重要 应 用 ， 
我 们 可 以 首先 将 函数 f(z) = zzT+D) 写成 部 分 分 式 的 形式 


1 1 
f(z) = rz z+l1 
因为 这 会 使 得 积分 以 及 求 导 变 得 更 加 容易 的确， 我们 有 f(z7) = —1/7 + 


f(z) =2/ 区 一 2/(z 二 1”》， 一 般 地 


1/(z 二 IJ] 以 及 


, 1 1 
(kK) [~ kl. 
f(r) = (于 ul( 志 PR 吕 大 >0 
此 外 ， 
下 训 2n 
flzr)dr = ln7z -hh(z+ Dh=n a 
将 它 代入 求 和 公式 (9.67) 就 给 出 
2n Ws | 1 下 
Sp n+l 2 大 人 (n+ 1) 六 t Rm(n), 
a 1 1 
wp nn) =] Bm ({7}) (Pr Gi) 
例如 ， 当 m= 4 时 它 的 右边 是 
ee 
1 2\n n+l1 2 12 n? (n+1)? 4 
1 1 1 15 Raln) 
+ 而 (二 mi /+ 
这 就 陷入 了 混乱 ， 它 看 起 来 肯定 不 像 真实 的 管 案 1 一 2 De 看 看 会 得 到 什么 . 我 
们 知道 怎样 将 右边 的 项 展开 成 n 的 负 晕 次， 比如 OW 
n— on ln ?2— -n+ -n+O(n Ss); 
nn 十 1 
nl nl+ n3— nt+oO(n 5 
n 二 1 
i 一 和 3n -4 二 On 一 5: 
1 
mr) n + Ol ): 
这 样 一 来 ， 近 似 式 右边 的 项 相 加 就 得 到 
In2 1 1 1 1 1 1 _1 1 1 _2 
ne 十 二 了 十 16 一 1 十 = 2 二 7 和 :六 本 7 一 了 十 了 n 
et ,eR 
证 -了 + 一 五 n 十 4 -3+13+120™ 120 n + Ra(n) 
=In2+ nt+ Rn)+ O(n-S). 


ZO 


习 、n 习 和 nn 以 的 系数 正好 抵消 挤 了 ， 它 们 J 


如 果 一 切 顺利 ， 我 们 应 该 能 证 明 Batn) 是 渐 近 地 很 小 ， 
似 . 我 们 可 能 证 明 不 了 这 个 结论 ， 因 为 我 们 碰巧 得 知 J 


E 应 如 此 . 


可 能 就 是 O(n 


这 样 就 会 得 到 这 个 和 式 的 一 个 近 


FE 确 的 常数 项 应 该 是 1， 而 不 是 > 


近似 等 


+ 二 ( 它 


89 _ EF 
—ln2+0O(n™) 


于 0.9978) .故而 Ra(n) 实际 上 等 于 128 ， 然 而 欧 拉 求 和 公式 并 没有 告诉 我 们 这 个 . 
换 句 话说 ， 我 们 失败 了 . 
尝试 另 一 种 方法 .我 们 注意 到 ， 如 果 让 m 变 得 越 来 越 大 ， 则 近似 公式 中 的 常数 项 就 构成 一 种 模式 : 


1 1 1 1 15 1 31 
m2— 3B1+3x TB 3xEB +ix IB B+ 
1 3 8 4 16 5 32 


似乎 可 以 证 明 ， 当 这 个 级 数 的 项 数 变 得 无 限时 ， 这 个 级 数 趋向 于 1? 但 是 并 非 如 此 ， 伯 努 利 数 变 得 非常 

大 . 例如 ， 加 一 3 > 592 ， 于 是 | 人 (| 要 比 |Ra(o)| 大 得 多 得 多 ， 我 们 彻底 失败 了 . 

然而 还 有 一 种 出 路 ， 而 且 事实 证 明 ， 这 种 逃逸 方法 在 欧 拉 公式 的 其 他 应 用 中 将 是 重要 的 ， 其 关键 在 于 ， 注 
4(n 


意 当 一 cce 时 有 (n) 趋向 于 一 个 确定 的 极限 : 


im Ra(n)=— [ Bal{z}) € 一 cs) dz = Fua(o00). 


co 


Br ( TI ) (m (zr)dr 人 , 
I 就 存在 ， 而 在 此 种 情形 下 ，f" (zx) 肯定 


Raln) = Raloo) + 人 Ba ({z}) € Es ) 


= Ra(00) +o(f | rdr) = Ra(00) + O(n™s). 


Sp | 
符合 要 求 . 此外， 我 们 有 


这 样 我 们 就 用 欧 拉 求 和 公式 证 明了 ， 对 某 个 常数 C 有 


39 
》 一 一 -一 mn2+ 一 -一 mL 十 Ralo0) + O(n-s) 
”大 (大 十 1) 128 
lsk<n 

三 和 三 看 上 二 Ofm 一 51). 


我 们 并 不 知道 这 个 常数 是 什么 (必须 用 另外 某 个 方法 才能 确定 它 ) ， 但 是 欧 拉 求 和 公式 使 我 们 能 推 
个 常数 存在 . 


假设 我 们 选取 的 是 m 的 一 个 非常 大 的 值 ， 那 么 同样 的 推理 告诉 我 们 


Rmnln) Rn( oo) 二 O(n-™-1), 


这 样 就 会 得 到 公式 


1 
> KEE) =C—nl+cn ?+can ?3+.…+cmn "+O(n™!) 
(大 十 
lsk<n \ 


(对 某 些 常数 c2,c3, | 


即便 不 是 对 我 们 自己 的 ) ， 我 们 还 是 要 来 证 明 它 项 n+1 对 由 {c_m} 贡献 成 ((- D)Amjm ， 项 
忆 {(- ])A{tm+1ITrCB-_ m}/m){nA{ - m}} 贡献 已 {(- 1M{m+1}}{B_m}/m ， 而 项 

2{(- 1)^k}({B_k}Hk){(n + DA{ - k}} 贡献 

2{( - 1)^m}\left(\begin{matrix} {m - 1}M\{k - 1MNend{matrix}M\right){B_k}k. 于 是 


z.\begin{falignedj{t(- 1Amj{tc m} &= \frac{1}{m} - \frac{{{B_m}}}{m} + 
\sum\limits_{k = 1}^m {\left(\begin{matrix}{m - 1}M\{k - 
lMNend{matrix}\right)\frac{{{B_k}}}{k}}\&= \frac{1}{m} - 
\frac{{{B_m}}}{m} + \frac{1}{mM\sum\limits_{k = 1}^m 
{\left(\begin{matrix}m\k\end{matrix}\right){B_k}} = \frac{1}{m}\left( {1 - 
{B_m} + {B_m}(1)- 1} \right)\end{aligned} 


当 m > 1 时 它 表 定 为 零 . 我 们 就 证 明 
z2 \sum\limits_{1 \leqslant k <n} {\frac{1}{{k(k + 1)}}} = C- {n^{ -1}}+ 


O({n{ -m-1}}) ， 所 有 
z-m \geqslant 1.\quad\quad\quad\quad\quad(9.82) 


这 还 不 足以 证 明 这 个 和 式 恰好 等 于 PC - {n^{ - 1}} ， 实 际 的 值 可 能 是 22C - {nA{ - 1}} + {2^{ - n}} 或 者 另 

外 的 某 个 值 . 但 是 欧 拉 求 和 公式 的 确 对 任意 大 的 m 给 出 了 误差 的 界限 已 Oo({fnA{f - m - 1}}) ， 即 便 如 此 ， 我 

们 还 是 未 能 对 任何 余 项 显 式 计算 出 其 数值 . 

求 和 法 1 ( 续 ) : 概述 与 推广 

在 放下 辅助 工具 之 前 ， 我 们 从 更 高 一 点 的 视角 来 回顾 一 下 刚刚 做 过 的 事先 从 和 式 
B.{S_n} = \sum\limits_{1 \legslant k <n} {f(k)} 

始 ， 我 们 利用 欧 拉 求 和 公式 写成 


za{S_n} = Fn)-F(1)+\sum\limits_{k = 1}^m {\left( {{T_k}(n)- {T_k}(1)} 
\right)} + {R_m}(n),\\quad\quad\quad\quad\guad(9.83) 


I 


上 


中 世 F(x) 是 ENint {fC) {rm{d}}x} ， 而 忆 {T_k}(x) 则 是 包含 Bk 和 {fA{(k - 1)}}(x) 的 某 一 项 ， 我们 还 注 
意 到 ， 存在 一 个 常数 c ， 使 得 当 z 一 cc 时 


{fA{(m)}}(X) = O({x^{c -m}}) ， 对 所 有 大 的 zim. 


就 是 说 ， fl 有) 是 1/k(k + 1),~~F(x) 是 zn \eft( {x/(x +1)} \right),~~c 是 2， 而 2{T_k}(x) 是 
z-{(- 1)^{k + 1}}({B_k}kleft( {{x^{ - k}} - {{(x + 1)}{ - k}}} \ight). 对 所 有 充分 大 的 m 的 值 ， 这 就 表示 
这 些 余 项 有 很 小 的 尾部 


Bs \begin{aligned}R'_m(n)&=R_m(\infty)-R_m(nMN\&= {(- 1TA{tm + 
1}}Mint_{~n}{~Minfty } {\frac{{{B_m}\left( {\left{ x \right\}} \right)}} 
{{tmI ADCOtmtdjjx = O(n 和 {c+1- 
m}}).\quad\guad\quad\qguad\quad(9.84)\end{aligned} 


于 是 我 们 就 能 断言 存在 一 个 常数 C ， 使 得 
Pn {S_n} = F(n)+C+\sum\limits_{k = 1}^m {{T_k}(n)} - {R'm} 
(n).\quad\quad\qguad\guad\guad(9.85) 
(注意 ，C 恰好 合并 了 已 {T_k}() 项 ， 这 些 项 令 人 厌烦 . ) 


在 将 来 的 问题 中 ， 只 要 2{R_m}(infty ) 存在 就 直接 断言 C 的 存在 ， 这 样 我 们 就 能 节省 不 必要 的 工作 了 . 
现在 假设 对 z21 \leqslant x \leqslant n 有 z2{f 人 {\left( {2m + 2} \right)}}(x) \geqslant 0 以 及 
z2{f^{(2m + 4)}}(x) \geqslant 0. 我 们 就 证 明了 : 这 意味 着 余 项 (9.80) 有 一 个 简单 的 界 


zs: {R_{2m}}(n)= {\theta_{m,n}}\left( {{T_{2m + 2}}(n)- {T_{2m + 2}} 
(DD)} \right), 


中 2{\theta_{m,n}} 位 于 0 和 1 之 间 . 但 是 ， 我 们 实际 上 并 不 想 要 含有 已 {R_{2m}}(n) 和 
有 IT_{2m + 2 有 (GD 的 界 ， 毕 竟 我 们 在 引入 常数 C 时 去 除了 忆 {T_k}(1). 我 们 真正 想 要 的 是 


2 {R'_{2m}}(n) = {\phi_{m,n}}{T_{2m + 2}}(n) 
这 样 的 界 ， 其 中 P20 < {\phi_{m,n}} < 1 ， 这 将 使 得 我 们 可 以 从 (9.85) 得 


B. {S_n} = Fn)+C+{T_1}(n)+\sum\limits {k= 1}m {{T_{2k}}(n)}+ 
{\phi_{m,n}}{T_{2m + 2}}(n),\\guad\quad\quad\quad\quad(9.86) 


从 而 余 项 的 确 介 于 零 和 第 一 个 被 抛弃 的 项 之 间 . 
对 上 面 的 方法 稍 加 修改 就 可 以 完美 地 弥合 一 切 ， 我 们 假设 


tH 结论 


Cr 


f(z) 之 0 以 及 慑 {fA{(2m + 4)}}(x) \geqslant0 ， 当 z 全 cc 时. (9.87) 


(9.85) 的 右边 正好 像 是 欧 拉 求 和 公式 (9.67) 取 za=n 和 wb=\infty 时 的 右边 的 相反 数 ， 就 余 项 而 言 ， 
相 邻 的 余 项 是 对 m 归纳 生成 的 .因此 上 面 的 论证 方法 是 适用 的 ， 


求 和 法 2: 调和 数 调和 化 


既然 我 们 已 经 从 一 个 平凡 〈 且 无 风险 ) 的 例子 中 学 习 到 了 如 此 多 的 东西 ， 那 么 就 能 容易 解决 非 平凡 的 问题 
了 . 我们 来 利用 欧 拉 求 和 公式 导出 Hi 的 近似 值 ， 我 们 对 此 已 经 宣称 一 段 时 间 了 . 


在 此 情形 下 ， [zf(x) = 1/x. 根据 求 和 法 1， 我 们 已 经 知道 了 的 积分 和 导数 ， 又 当 z 一 cc 时 有 
{fA{(m)}}(x) = O({x^{ -mm -1}h. 于 是 可 以 立即 代入 公式 (9.85) : 对 某 个 常数 C 有 


B. \sum\limits_{1 \leqslant k <n} {\frac{1}{k}} = Inn+C+{B_1}{n 人 ^t{ - 
1}}- \sum\limits_{k = 1}Am {\frac{{{B_{2k}}}}{{2k{n^{2k}}}}}- 
{R'_{2m}}(n). 


左边 的 和 式 是 局 {H_fn - 1}} ， 而 不 是 蕊 {(H_n}. 先 处 理 we 以 后 再 加 上 1/” ， 要 比 面 对 右 边 围 
绕 (n+1) 产生 的 混乱 局 面 更 加 方便 ， 必 {B_1}{nA^{ - 1} 将 会 变 成 E({B_1} + 1){n^{ -1}} = 1/(2n). 我 们 把 
中 的 常数 称 为 了 以 代替 C， 这 是 由 于 网 拉 常 数 7 实际 上 就 定义 为 

z-{\lim\nolimits_{n \to \infty }}({H_n} - \In n). 


余 项 可 以 用 我 们 刚刚 讨论 的 这 套 理论 适当 地 加 以 估计 ， 因 为 对 所 有 rz > 0 有 
忆 {fA{(2m}}GCoO = (2m)!1/{x^{2m + 1}} \geqslant 0. 从 而 (9.86) 告诉 我 们 


sp: {Hn}=\Inn+\gamma+\frac{1}{{2n}} -\sum\limits_{k = 1}Am 
{\frac{{{B_{2k}}}}{{2k{n^{2k}}}}} - {\theta_{m,n}}\frac{{{B_{2m + 
2}}}}{{(2m + 2){n^{2m + 2}}}},\quad\quad\guad\guad\quad(9.88) 


中 忆 {\theta_{m,n}} 是 介 于 0 和 1 之 间 的 某 个 分 数 . 这 是 个 一 般 性 的 公式 ， 它 的 前 几 项 列 在 表 9-1 中 . 例 
如 ， 当 m==2 时 ， 我 们 得 到 


sp: {Hn}=\Inn+\gamma+ \frac{1}{{2n}} -\frac{1}{{12{n^2}}}+ 
\frac{1}{{120{n^4}}} - \frac{{{\theta_ {2,0}}}} 
{{252{n^6}}}.\quad\qguad\quad\quad\quad(9.89) 

这 个 等 式 即便 当 n =2 时 也 给 出 了 7 的 一 个 好 的 近似 值 : 


BP \gamma = {H_2} -\In 2-\frac{1}{4} + \frac{1}{{48}} - \frac{1} 
{{1920}} + \varepsilon = 0.577~165 \cdots + \varepsilon, 


4 


附带 指出 ， 


LB 


中 = 介 于 0 与 PMrac{1}{{16~128}} 之 间 . 如 果 我 们 取 En = {10^4} 以 及 Pm = 250 ， 就 得 到 7 的 准确 到 
1271 位 -| 进 制 数字 的 值 ， 前 面 的 一 些 值 是 : 


sz: \gamma = 0.577~215~664~901~532~860~606~512~090~082~402~43 
\cdots.\guad\quad\guad\quad\guad(9.90) 


欧 拉 常数 也 出 现在 其 他 公式 中 ， 这 些 公 式 允 讨 


求 和 法 3: 


如 果 F(x) = \In x ， 
式 ， 欧 拉 求 和 公式 给 出 


BEAQm)}}C) 是 负 的 而 不 是 了 


斯 特 林 近 似 


就 有 Pf'(x) = 1/x ， 


所 以 我 们 就 能 


我 们 对 它 进行 更 加 有 效 的 估计 [451 . 


上 用 计算 倒数 之 和 的 几乎 同样 的 方法 来 计算 对 数 的 和 


BAsSumNMlimits_{1 \leqslant k <n} {\Ink} = nnn -n+\sigma-\rac{{\In n}} 
{2} + \sum\limits_{k =1}m {\frac{{{B_{2k}}}}{{2k(2k - 1){n 人 ^{2k - 
1}}}}} + {\varphi_{m,n}}M\frac{{{B_{2m + 2}}}}{{(2m + 2)(2m + 1) 

{n^{2m + 1}}}}, 


中 pAsigma 是 某 个 常数 ， 即 “斯 特 林 常数 ”， 


z-f(x) = - \In x 而 不 是 pf(x) = \n x 


开始 


而 0 < {\varphi_{m,n}} < 1. (在 这 一 情形 下 ， 
E 的 ， 但 是 0 第 一 个 被 抛弃 的 项 控制 的 ， 因 为 可 以 从 
将 Inn 加 型 


a 


力 就 给 出 : 当 m = 2 时 有 


zs: \Inn!=nInn-n+\frac{{\In n}}{2} +\sigma+\frac{1}{{12n}}- 
\frac{1}{{360{n^3}}} + \frac{{{\varphi_{2,n0}}}} 
{{1260{n^5}}}.\guad\quad\guad\guad\guad(9.91) 


通过 在 两 边 取 指数 eexp ， 我 们 就 能 得 
zAsqrt {2{\rm{\pi }}}, 晶 是 我 们 还 没有 准 


此 


卦 闭 形式 ， 


如 果 m 是 


加 ， 则 误差 


固定 的 数 ， 而 nn 一 cc ， 


到 表 


好 要 来 


9-1 中 的 这 个 逼近 .事实 表明 vifrm{e}}Asigma } 的 值 是 
导出 这 个 公式 . 事实 上 ， 斯 特 林 并 没有 发 现 esigma 的 


到 若干 年 后 de Moivre[76] 


证 明了 这 个 常数 的 存在 . ) 


则 在 绝对 误差 的 意义 上 ， 这 个 一 般 性 的 公式 可 以 对 ein n! 得 到 越 来 越 好 


的 近似 . 因此 ， 在 相对 误差 的 意义 上 ， 


的 界 世 bigll {{B_{2m + 2}}} \bigl 


它 对 


n! 给 出 了 越 来 越 好 的 近似 .但 是 如 有 果 n 是 固定 的 ， 而 mm 增 


/[(2m + 2)(2m + 1){n^{2m + 1}}] 减 小 到 某 个 地 方 之 后 开始 增 


加 .于 是 近似 达到 某 个 点 ， 超 出 这 点 之 外 某 
海 森 堡 可 能 来 过 这 儿 .7 


不 确定 原 


理 就 会 限制 n! 的 近似 程度 . 


贡献 ， 他 于 1932 年 获得 了 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 


7 海 森 堡 (1901 一 1976) 是 德国 著名 的 理论 物理 学 家 ，1927 年 提 iH 


上 量子 力学 中 著名 的 测 不 准 原理 . 在 创立 量子 力学 等 方面 做 出 了 重大 的 


在 等 式 (5.83) 中 ， 我 们 利用 欧 拉 建议 使 用 的 定义 
pa \frac{1}{{\alpha !}} = \mathop {\lim Nimits_fn \to \infty } 
\left(\begin{matrix}{n + \alpha } \n\end{matrix}\right){n^{ - \alpha }} 
将 阶乘 推广 到 了 任意 实数 Balpha. 假设 a 是 一 个 很 大 的 数 ， 那 么 


z. \In \alpha ! = \mathop {\lim }imits_{n \to \infty } \left( {\alpha \In n + \In 
n! -\sum\limits_{k = 1}/n fn (alpha + k)} } \right), 


欧 拉 求 和 公式 可 以 


(这 里 我 


于 Bf(Co = in (x + \alpha ) 以 估计 和 式 : 


z-\begin{aligned}&\sum\limits_{k = 1}/n {\In (k + \alpha )} = {F_m}(\alpha 

,n) - {F_m}(\alpha ,0) + {R_{2m}}(\alpha ,n),\&~~~~~~ {F_m}(\alpha ,x) = 
(x +\alpha )Nn (x +\alpha )-x+\frac{{\In (x +\alpha )}}{2}+ 

\sum\limits_{k = 1}Am {\frac{{{B_{2k}}}}{{2k(2k - 1){{(x + \alpha )}^{2k 


-1}}}}},\& 


~~~~~ 


{R_{2m}}(Q(\alpha ,n) = \int_{~0}{~n} 


{\frac{{{B_{2m}}\left( {\left{ x \right\}} \right)}} 
{{2m}}\frac{{{\rm{d}}x}}{{{{(x + \alpha )}^{2m}}}}}.\end{aligned} 


门 对 a =0 以 及 pb=n 


EAIn nl! 的 


zAalpha \Inn 并 令 n 一 cc 取 极 限 ， 


就 得 


了 (9.67) ， 
斯 特 林 近似 式 中 减 去 PAsum\nolimits_{k = 1}An fin (k + \alpha )} 的 近似 式 ， 然 后 加 上 


到 


然 ) 


后 在 


j 边 加 上 Bin (n + \alpha ) - \In \alpha. ) 如 果 我 们 从 


ez.\In \alpha ! = \alpha \In \alpha - \alpha + \frac{{\In \alpha }}{2} + \sigma + 
\sum\limits_{k = 1}Am {\frac{{{B_{2k}}}}{{(2k)(2k - 1){\alpha ^{2k - 
1}}}}} - \int_{~0}A{~\infty } {\frac{{{B_{2m}}\left( {\left{ x \right\}} 

\righ)}}{{2m}}\frac{{{\rm{d}}x}}{{{{(x + \alpha )} 人 {2m}}}}}, 


pMalpha Inn +nInn-n+\frac{1}{2}M\Inn- (n+\alpha )\In (n +\alpha )+n 
为 -\frac{1}{2}Nn (n + \alpha ) \to - \alpha ， 而 其 他 没有 出 现在 这 里 的 
项 都 趋向 于 零 . 从 而 斯 特 林 近 似 的 性 状 对 广义 阶乘 (以 及 对 FMGamma 画 数 
zAGamma (\alpha + 1) = \alpha ! ) 与 对 通常 阶乘 完全 相同 . 


求 和 法 4: 钟 形 求 和 项 
我 们 现在 转向 一 个 别有风味 的 和 式 : 


BP {\Theta_ n} = \sum\limits _k {{{\rm{e}}{ - {k^2}Hn}}} = \cdots + 
{{\rm{e}}^{ - 9/n}} + {{\rm{e}}{ - Mn}}+ {{\rm{e}}{ - 1n}}+1+ 
{{\rm{e}}{ -ln + {{\rm{e}}{ - Mn}} + {{\rm{e}}A{ - 9/n}} + 
\cdots.\guad\quad\guad\quad\guad(9.92) 


这 是 一 个 双 同 无 限 和 式 ， 它 的 项 在 k = 0 时 达到 其 最 大 值 2{{\rm{e}}^0} = 1. 我 们 称 它 为 P22{\Theta_n} ， 
天 为 它 是 一 个 包含 量 2{{\rm{e}}^{ - 11n}} 的 以 和 次 寡 的 需 级 数 ， 其 中 Pl) 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 这 样 的 寡 
级 数 习惯 上 称 为 “ IPAMtheta 函数 ”如 果 zan = {10^{100}} ， 我 们 有 


By 


所 以 一 直到 增长 到 大 约 轧 sqrtn 之 前 ， 求 和 项 部 非常 接近 于 1， 在 增长 到 Bysqrtn 时 它 的 值 降下 来 并 保 
持 接 近 于 零 .我们 可 以 猜想 zi{\Theta_n} 是 与 esqrtn 成 比例 的 . 这 里 画 的 是 当 n= 10 时 
Po{{\rm{e}}{ - {k^2}/n}} 的 图 形 : 


更 大 的 n 值 只 是 将 这 个 图 形 水 平 拉 伸 一 个 因子 PAsqrt n. 


在 欧 拉 求 和 公式 中 令 zf(x) = {{\rm{e}}{ - {x^2Yn}} 并 取 za=-\infty 和 za=+\infty ， 我 们 就 可 以 估计 
zu{\Theta_n}.。 (如 果 无 穷 看 起 来 过 于 让 人 害怕 ， 就 取 wa = -A 以 及 wb=+B， 然后 再 取 极 限 
FA,B \to \infty. ) 如 果 用 piu\sqrtn 代替 zx,~~f(x) 的 积分 是 


za \int_{~-\infty }A{ + \infty } {{{\rm{e}}{ - {x^2Hn}}{rma{d}}x} = 
\sqrt n \int_{~ - \infty } 和 {~ + \infty } {{{\rm{e}}^{ - {u2}}}{\ram{d}}u} = 
\sqrt n C， 


ENint {~ - \infty } 人 {~ + \infty } {{{\rm{e}}{ - {u^2}}}{\rm{d}ju} 的 值 是 熟知 的 ， 不 过 我 们 现在 将 它 记 为 C 
， 在 代入 欧 拉 求 和 公式 之 后 再 回 到 这 儿 来 . 


我 们 需要 知道 的 下 一 件 事 是 导数 组 成 的 序列 zf(x),f"(x), \cdots ， 为 此 取 
>-{(x) = g(xM\sqrt n ),~~g(Xx) = {e^{ - {x^2}}} 
很 方便 接 下 来 ， 微 积分 的 链 式 法 则 告诉 我 们 
可 \frac{{{\rm{d}}fC)}}{{{\rm{d}}x}} = \frac{{{\rm{d}}g(y)}} 


{{{\ram{d}}y}}\frac{{{\rm{d}}y}}{{{\ram{d}}x}},~~y = \frac{x}{{\sgrt n 
}}, 


zf'(x) = \frac{1}{{\sqrtn }}g'(xA\sqrt n ) 


是 相同 的 . 由 归纳 法 有 


E{fA{(O}JGO = {nA - k/2}}{g^{(K)}}(xAsqrt n ). 
例如 ， 我 们 有 zg'(x) = - 2x{{\rm{e}}^{ - {Xx^2}}} 以 及 zg"(x) = (4{x^2} - 2){{\rm{e}}^{ - {x^2}}} ， 故 而 


FP f'(x) = \frac{1}{{\sqrt n }}\left( { - 2\frac{x}{{\sgrt n }}} \right) 
{{\rm{e}}{ - {Xx^2}/n}},~~{"(x) = \frac{1}{n}\left( {4{{\left( {\frac{x} 
{{\sqrt n }}} \right)}^2} - 2} \right){{\rm{e}}{ - {x^2}Hn}}. 


如 果 我 们 从 更 简单 的 函数 9(7) 着 手 束 能 更 容易 看 清 所 发 生 的 事情 了 . 


我 们 不 需要 精确 计算 9(z) 的 导数 ， 因 为 我 们 只 打算 关注 BBx = \pm \infty 时 的 极限 值 ， 为 此 只 需要 六 
gz 的 每 个 导数 都 等 于 是 {xA2}}} 乘 以 一 个 关于 z 的 多 项 式 : 


Bk 


| 


{g 和 {(k)}}(X) = {P_k}C){{fm{e}}^{ - {x^2}}} ， 其 中 PP_k} 是 一 个 次 多 项 式 . 
这 可 由 归纳 法 推出 . 


当 Px \to \pm \infty 时 ， 负 指数 的 局 {{fNmfe}}Af - {x^2}}} 趋向 于 零 要 比 忆 {P_k}(x) 趋向 于 无 穷 快 得 多 ， 所 
以 对 所 有 玉宇 0 我 们 有 


{fA{(K)}}C + \infty ) = {fA{(R)}}( ~ \infty ) = 0. 
这 样 一 来 ， 所 有 的 项 


zs: {\sum\limits_{k = 1}^m {\frac{{{B_k}}}{{k!}}{fA{(k - 1)}}(x)} } 
\biggl|_{ - \infty }^{ + \infty } 


都 变 为 零 ， 只 剩 下 PANint {f(x){\rm{d}}x} 中 的 项 以 及 余 项 


由 于 PAbiggl| {{B_m}\Bigr( {\Bigr{ {usqrt n } \Bign\}} \Bigr)} \biggr| 有 界 且 只 要 PP 是 多 项 式 ， 
Bint_{~ - \infty {~ + \infty } {\bigl| {P(u)} \bigll{ {rm{e}}A{ - {uA2}}} 
{\ma{d}}u} 就 存在 ， 所 以 这 里 就 得 到 O 估 
计 . (OO 项 中 缠 涵 的 常数 与 m 有关. ) 


我 们 已 经 证 明了 ， 对 任意 大 的 M 有 22{\Theta_n} = C\sqrtn + O({n^{ - M}}),~~{\Theta_n} 与 2C\sqrtn 之 间 
的 差 是 “指数 型 的 小 量 ”， 于 是 ， 我 们 来 确定 在 sz2{\Theta_n} 的 值 中 起 着 如 此 重要 作用 的 常数 z2C. 


确定 C 的 是 通过 查 表 得 到 这 个 积分 ， 但 是 我 们 更 希望 知道 怎样 推导 出 它 的 值 ， 这 样 即 使 积分 不 
在 所 列 的 表 人 如 | 算出 来 .初等 微 积分 就 足以 计算 出 Cc ， 只 要 我 们 有 足够 的 智慧 来 观察 二 重 积分 


BB {CA2} = \int_ {~ -infty Vf{~ + \infty } {{{\rm{e}}{ - {xA2}}}dx} 
\int_{~ - \infty {~ + \infty } {{{\rm{e}}{ - {y*2}}} {rm{d}}y} = \int_{~ 
- \infty {~ + \infty } {\int_{~ - \infty A{~ + \infty } {{{\rm{e}}A{ - 
({x^2} + {y*2D}}{rm{d}}x} {rm{d}}y}. 


变换 成 极 坐标 ， 得 到 


zi\begin{aligned}{C^2} &= Nint_{>~0}Afc2ftmftpiy {\int_{~0}M{Minfty 
} {{{\rm{e}}{~ - {m2}}}r{\rmam{d}}r} {rm{d}}\theta }\&= \frac{1} 
{2NMint_{~0}M{~2{\rm{\pi }}} {d\theta } \int_{~0}{~\infty } {{{\rm{e}}{ 
-u}}{\rm{d}}u}~~~~u = frA2j>)N&= \frac{1}{2NMint_{~0M{~2{\rm{\pi 
}}} {{\rm{d}}\theta = {\rm{\pi }}.\end{aligned} 


的 方程 ， 这 一 事实 


醒 


所 以 PC = \sqrt {\rm{\pi }}.~~~{x^2} + {y2} = {r^2} 是 一 个 周 长 为 52{f\rm{\pi }}r 的 
以 某 种 方式 解释 了 为 什么 2{\rm{\pi }} 会 进入 到 运算 之 中 . 


计算 C 的 另外 一 种 方法 是 用 pAsqrtt 代替 ， 


ezC=Nint {~-\infty }^{~ +\infty } {{{\rm{e}}{ - {x^2}}}{\rm{d}}x} = 
2\int_{~O}{Minfty } {{{\rm{e}}{ - {x^2}}}{\rm{d}}x} = 
\int_{~0O}M{ minfty } {{tA{ - 1/2}}{{\rm{e}}A{ - t}} {rm{d}}t}. 


此 积分 等 于 PMGamma \left( {\frac{1}{2}} \right) ， 因 为 根据 (5.84) 有 
zsAGamma (\alpha ) = \int_{~0}{~\infty } {{ts{\alpha - 1}}{{\rm{e}}at{ - 
t}}{\m{d}}t}. 是 证 明 
pAGamma \left( {\frac{1}{2}} \right) = \sqrt {\rm{\pi }}. 这 样 一 来 ， 最 后 的 公式 就 是 


j PANfrac{1}{2}{t^{ - 1/2}}{rm{d}}t 代替 Bf\rm{d}}x: 


BE. {\Theta_ n} = \sum\limits k {{{\rm{e}}{ - {kA2}/n}}} = \sqrt {{\rm{\pi 
}}n} + O(n{ - M}}) ， 对 所 有 固定 的 
zaM.\quad\quad\quad\quad\quad(9.93) 


O 中 的 常数 与 MM 有关， 这 就 是 我 们 为 什么 要 说 MM 是 “固定 的 ”. 

例如 当 = 2 时 ， 无 限 和 式 户 {\Theta_2} 近似 等 于 2.506 628 288， 非 常 接近 了 
zAsqrt {2{\rm{\pi }}} \approx 2.506~628~275 了 ， 即 便 半 相当 小 ， 记 {\Theta_{100}} 的 值 与 

2210\sqrt {\rm{\pi }} 有 427 位 十 进 制 数字 是 吻合 的 ! 习题 59 用 高 深 的 方法 对 臣 {\Theta_n} 推导 出 一 个 快速 收 
敛 的 级 数 ， 事 实证 明 有 


Bf\TIheta_n}Asqrt {{tNmftpi}jn}=1+2{tfmteAf-nftmntpi}yA2} 
+ O({{\rm{e}}^{ - 4n{{\rm{\pi }}/2}}}).\guad\quad\quad\quad\quad(9.94) 


求 和 法 5: 关键 论点 


现在 ， 我 们 要 来 计算 最 后 一 个 和 式 ， 这 个 和 式 将 告诉 我 们 斯 特 林 常数 zAsigma 的 值 . 最 后 这 个 和 式 还 描述 
了 最 后 这 一 章 及 整 本 书 里 的 许多 其 他 技术 ， 所 以 对 我 们 来 说 ， 这 是 结束 探索 具体 数学 的 合适 方式 . 


这 个 最 后 任务 看 起 来 几乎 是 出 奇 地 容易 : 我 们 要 用 欧 拉 求 和 公式 来 寻求 
z-{A_n} =\sum\limits_k {\left(\begin{matrix} {2n}\k\end{matrix}\right)} 


| 


的 渐 近 值 . 


这 是 已 知 答案 〈 真 的 ? ) 的 另 一 种 情形 . 对 老 问 题 党 试 新 方法 求解 总 是 有 意义 的 ， 这 使 我 们 可 以 对 事实 加 
头 比较 ， 或 许 还 能 发 现 一 些 新 的 东西 . 

所 以 我 们 雄心 勃 邯 ， 并 意识 到 对 z2{A_n} 的 主要 贡献 来 自 中 间 靠 近 上 = 7 的 那些 项 . 选取 记号 使 得 对 于 和 
式 的 最 大 贡献 出 现在 大 = 0 附近 ， 这 几乎 永远 是 一 个 好 想法 ， 因 为 这 样 就 可 以 利用 尾部 交换 技术 来 避 开 有 
很 大 bigl| k \bigl| 的 那些 项 .于 是 我 们 就 用 交 + 大 代替 大 : 


Pn {A_n} =\sum\limits_k {\left(\begin{matrix}{2n}M\{n + 
kNMNend{matrix}\right)} = \sum\limits_k {\frac{{(2n)!}}{{( + JI -JI 


看 起 来 相当 好 ， 因 为 我 们 知道 当 很 大 而 大 很 小 时 如 何 通 近 zn \pm K)!. 
现在 我 们 想 要 执行 与 尾部 交换 技巧 相关 的 三 步 程序 ， 即 想 要 写成 


Bu. \frac{t{(2n) tn+kIan -Rk)!}}= {a k}(n)= {b_k}(n) + O\left( {{c_k} 
(n)} \right),~~k \in {D_n)}, 


上 


这 样 我 们 就 能 得 到 估计 式 


al 


{A_n} =\sum\limits_k {{b_k}(n)} + O\left( {\sum\limits_{k \notin 


{D_n}} {{a_k}(n)} } \right) + O\left( {\sum\limits_{k \notin {D_n}} {{b_k} 
(n)} } \right) + \sum\limits_{k \in {D_n}} {O\left( {{c_k}(n)} \right)}. 


于 是 我 们 来 党 试 在 PAMbigl| k \bigl| 很 小 的 范围 里 估计 PNeft(\begin{matrix}{2n}\{n + kMNend{matrix}\right). 我 
们 可 以 利用 表 9-1 中 的 斯 特 林 近 似 ， 但 是 采用 (9.91) 中 的 对 数 等 价 形式 进行 处 理会 更 加 容易 : 
我 们 想 将 它 变 换 成 一 个 合适 且 人 简单 的 O 估计 式 . 
借助 尾部 交换 法 ， 我 们 能 够 处 理 仅 当 大 在 “主要 的 ”集合 Dn 中 才 成 立 的 估计 式 . 但 是 应 该 如 何 定 义 Dn 
呢 ? 我 们 必须 使 得 D 足够 小 ， 以 便 得 到 一 个 好 的 估计 . 例如， 我 们 最 好 不 要 让 天 接近 m ， 否 则 (9.95) 
中 的 项 zzONeft( {{{(n - k)}^{ - 1}}} vright) 就 会 变 得 无 限 大 .而 Dn 也 必须 要 足够 大 ， 这 样 可 以 使 得 尾 项 

( 即 满足 zk \notin {D_n} 的 项 ) 与 总 的 和 式 相 比 小 到 忽略 不 计 . 要 寻找 到 适当 的 集合 Dn ， 就 要 不 断 党 
试 、 纠 错 . 在 这 个 问题 中 ， 我 们 要 做 的 计算 将 会 指出 ， 如 下 定义 是 明智 的 ; 

ez k\in {D_n}\Leftrightarrow\bigl| k \bigl| eqslant {n^{1/2 + \varepsilon 
}}.\quad\guad\quad\guad\quad(9.96) 

实际 上 我 不 处 于 控制 地 位 . 
这 里 的 < 是 一 个 很 小 的 正常 数 ， 在 设法 了 解 了 问题 的 对 象 之 后 ， 可 以 对 它 加 以 选取 . (我们 的 oO 估计 与 = 
的 值 有 关 . ) 等 式 (9.95) 现在 就 简化 为 


(我 们 已 经 提取 出 了 对 数 的 大 的 部 分 ， 记 


这 名 


现在 需要 将 An (1 \pm K/n) 渐 近 地 
\frac{1}{2}} \right) 乘 以 二 Yn (1 \pm KW/n) ， 
ENbigl| k \bigl| \leqslant {n^{1/2 + \varepsilon }} 这 一 假 设 将 此 对 数 


zAleft( {n \pm k + 


再 加 上 


取 指 数 ， 


z. \begin{aligned}\n {a_k}(n) &= \left( {2n + \frac{1}{2}} right)\In 2 - 


\sigma - \frac{1}{2}MNn n + O({n^{ - 1}})N\&~~~~- 


\left( {n + k + \frac{1} 


{2}} \right)\In (1 + k/n) - \left( {n - k + \frac{1}{2}} \right)\n (1 - 
k/n).\quad\quad\quad\guad\qguad(9.97)\end{aligned} 


I 


en (n \pm k) = \In n+ \In (1 \pm K/n), 


使 得 mn 项 中 许 


zin \pm k + \frac{1}{2} 相 乘 即 得 


多 被 抵消 掉 


于 


直到 得 到 


Vb 


LL 
个 当 | 


n 一 co 时 趋向 零 的 误差 项 . 


我 们 用 


这 样 就 能 利 月 


由 到 


展开 ， 


到 得 到 zio({n^{ - 1})) : 


BE. \n \left( {1 \pm \frac{k}{n}} \right) = \pm \frac{k}{n} - \frac{{{k^2}}} 
{{2{n^2}}} + O({n^{ - 3/2 + 3\varepsilon }}). 


PN 


al 


让 他 吸收 到 22O({n^{ - 1/2 + 3\varepsilon }}) 


3\varepsilon }}), 


的 项 . 


所 以 (9.97) 


\pm k -\frac{{{k^2}}}{{2n}} + \frac{{{k^2}}}{n} + O({n^{ - 1/2+ 


就 变 成 


\In {a_k}(n) = \left( {2n + \frac{1}{2}} \right)\ln 2 - \sigma - \frac{1} 


{2MNn n - {k^2Wn + O({n^{ - 1/2 + 3\varepsilon }}). 


我 们 就 有 


Pal 


{a_k}(n)= \frac{{{2^{2n + 1/2}}}}{{{{\rm{e}}\Nsigma Msgrt n }} 


{{\rm{e}}{ - {k^2}H/n}}\left( {1 + O({n^{ - 1/2 + 3\varepsilon }})} 
\right).\guad\quad\guad\quad\guad(9.98) 


这 就 是 近似 ， 得 到 
zs: {b_k}(n)=\frac{{{2^{2n + 1/2}}}}{{{{\rm{e}}MNsigma Msgqrt n }} 
{{\rm{e}}{ - {kA2}/n}},~~{c_k}(n) = {2^{2n}}{n^{ - 1 + 3\varepsilon }} 
{{\rm{e}}{ - {kA2Hn}}. 
为 是 要 对 天 求 和 . 


PF， 我 们 很 兽 运 ， 因 


单 的 方式 进入 到 Pb_k}(n) 和 {fc_k}(n) 之 
部 交换 技巧 告诉 我 们 ， 如 果 完 成 了 一 项 很 好 的 估计 任务 ， 则 xs(") 就 近似 等 于 
ENsumwmolimits_k {{b_k}(n)}. 于 是 我 们 要 来 估计 
B. \sum\limits_k {{b_k}(n)} = \frac{{{2^{2n + 12LLmfe Asigma 
Msgrtn } Nsum\limits_k {{{\rm{e}}^{ - {kA2}Hn}}} = \frac{{{2^{2n + 
1/2}}}}{{{{\rm{e}} Nsigma Msqrt n }}{\Theta_n} = \frac{{{2^{2n}}\sqrt 
{2{\rm{\pi }}} }}{{{ {vm{e}}Nsigma }}}\eft( {1 + O({n^{ - M}})} \right). 
FP 的 和 式 z2{\Theta_n}. ) 这 是 鼓舞 人 心 的 ， 因 为 我 们 知道 原来 


常 简 和 


注意 到 大 以 一 种 非 


我 们 得 以 利用 前 面 例子 


(幸运 又 一 次 降临 : 
的 和 式 实 际 上 是 


多 么 迷人 的 巧合 . 


B.{A_n} = \sum\limits_k {\left(\begin{matrix} {2n}\k\end{matrix}\right)} = 
{(1 + {2n}} = {2^{2n}}. 

， 如 所 宣称 的 一 样 . 

zu{c_k}(n) 贡献 的 误差 : 


这 样 看 起 来 好 像 会 有 世 {{fNmfe}}Avsigma } = \sqrt {2{\rm{\pi }}} 

有 一 个 隐 舍 的 困难 : 仍然 需要 证 明 我 们 的 估计 式 足 够 好 . 所 以 首先 来 观察 

ez. \sum\nolimits c {(n)} = \sum\limits_{\bigl| k \bigl| \leqslant {nA{1/2 + 

\varepsilon }}} {{2^{2n}}{n^{ - 1 + 3\varepsilon }}{{\rm{e}}^{ - 
{k^2}n}}} \leqslant {2^{2n}}{n^{ - 1 + 3\varepsilon }}{\Theta_n} = ONeft( 
{{2^{2n}}{n^{ - \frac{1}{2} + 3\varepsilon }}} \right). 

我 不 喜欢 到 达 宛 长 又 艰深 的 书 的 结尾 时 ， 作 者 连 一 句 良好 祝福 的 话 都 没有 .最 好 能 看 到 一 句 “ 感 谢 你 阅读 本 书 ， 希 望 它 对 你 有 

话 ， 而 不 是 在 结尾 一 段 漫长 枯燥 的 证 明 后 ， 面 对 一 个 僵硬 冰冷 的 硬 壳 封面 .你 明白 吗 ? 
前 一 个 和 式 . 


但 是 


"之 类 的 


好 的 ， 如 果 世 3\varepsilon < \frac{1}{2} ， 那 么 它 就 渐 近 地 小 于 


接 下 来 必须 要 检查 尾部 . 我 们 有 
za \sum\limits_{k > {n^{1/2 + \varepsilon }}} {{{\rm{e}}^{ - {k^2Hn}}} < 
\exp ( - {\left\lfloor {{n^{1/2 + \varepsilon }}} \right\rfloor 和 2 HW/n)(1 + 

{{\rm{e}}{- 1/n}} + {{rm{e}}{ - 2/n}} + \cdots ) = O\left( 

{{{\rm{e}}^{ - {n^{2\varepsilon }}}}} \right) \cdot O\eft( n \right) 
它 对 所 有 MM 都 等 于 PO({n^{ - M}}) ， 所 以 PAsum\nolimits_{k \notin {D_n}} {{b_k}(n)} 是 渐 近 地 忽略 不 计 
的 . (我 们 恰好 在 局 {n^{1/2 + \varepsilon }} 处 选择 截断 ， 从 而 使 得 局 {{\rmf{e}} 人 ^{ - {kA2}n)} 在 在 Dr 之 外 
像 指 数 般 那样 小 . 像 忆 fnA{12}JNogn 这 村 的 二 他 选择 也 会 足够 好 ， 所 得 到 的 估计 会 更 精确 不 过 公 
人 加 复杂 . 我 们 不 需要 做 出 最 好 可 能 的 估计 ， 因 为 我 们 的 主要 目的 是 确定 常数 本 的 值 ，) 
类 似 地 ， 个 尾部 
za\sum\limits_{k > {n^{1/2 + \varepsilon }}} {\left(\begin{matrix} {2n}\{n + 

kNMNend{matrix}\right)} 

以 2n 乘 以 它 的 最 大 项 为 界 ， 它 的 最 大 项 出 现在 截断 点 zxk \approx {n^{1/2 + \varepsilon }}. 这 一 项 已 知 近 似 
等 于 PAb_k}(n) ， 它 与 成 {TA_n} 相 比 是 指数 型 小 的 量 ， 而 指数 型 小 的 乘 数 就 消除 掉 了 2n 这 个 因 


这 样 我 们 就 成 切 地 应 用 尾部 交换 技巧 证 明了 估计 式 


= 


医 


也 昌 


BP {2^{2n}} = \sum\limits_k {\left(\begin{matrix} 
{2n}\kK\end{matrix}\right)} = \frac{{\sqrt {2{\rm{\pi }}} }} 
{{{{\rm{e}} Nsigma }}}{2^{2n}} + O({2^{2n}}{n 和 { - \frac{1}{2} + 
3\varepsilon }}),~~0 < \varepsilon < \frac{1} 
{6}.\quad\quad\quad\quad\qguad(9.99) 


感谢 你 阅读 本 书 ， 希 望 它 对 你 有 用 . 


我 们 可 以 选取 zAvarepsilon = \Mfrac{1}{8} ， 这 就 得 到 结论 


zaAsigma = \frac{1}{2}Mn 2{\rm{\pi }}. 
证 明 完 毕 . 
习题 
热身 题 
1 ， 证明 或 推翻 : 如 果 局 {f_1}O \prec {g_1}(n) ， 且 局 {f_2} \prec {g_2}(n) ， 那 么 就 有 


wf_1}(n) + {f_2}(n) \prec {g_1}(n) + {g_2}(n). 
2 ” 哪 一 个 画 数 增长 得 更 快 : 


afnAfCn nmj}} 还 是 已 {(\n n)^n}? 


b Pn^{QNn in in n)}} 还 是 局 (In n)!1? 
c zn1)! 还 是 pAleft( {(n- 1)!} right)!(n - 1){!I^{n!}} ? 
d zs2F_{\left\ceil {{H_n}} \rightYceil }^2 还 是 2{H_{{F_n}}} ? 


3 ”下 面 的 推理 何 处 出 了 毛病 ?“ 由 于 Pn = O(n) 以 及 PB2n = O(n) ， 如 此 等 等 ， 我 们 就 有 
pAsum\nolimits_{k = 1}An {kn} = \sum\nolimits_{k = 1}n {O(n)} = 


O(n 和 2}). ” 
给 出 一 个 O 记号 在 等 式 左边 成 立 而 在 右边 就 不 成 立 的 例子 . (不 要 使 用 用 零 相 乘 的 技巧 ， 那 样 就 太 容 


易 了 提示 : 考虑 取 极限 . 


5 ”证 明 或 推翻 :如果 对 所 有 7，f(n) 和 gln) 都 是 正 的 ， 那 么 
z2O\left( {f(n) + g(n)} \right) = f(n) + ONeft( {g(n)} \right).、( 与 (9.27) 比较 . ) 


dl 


] zleft( fn + OQNsqrt n )} \right) 乘 以 Neft( {\In n + \gamma + O(1/n)} \right) ， 并 将 你 的 答案 用 O 记 


7 ”估计 pAsumwnolimits_{k \geqslant 0} {{{\rm ejA{ - kK/n}}} ， 精 确 到 绝对 误差 2O({n 和 { - 1}}). 


基础 题 


8 给 出 函数 AM) 和 gl 的 一 个 例子 ， 使 得 尽管 f(n) 和 gt) 两 者 都 单调 增加 到 oo ， 三 个 关系 式 
z-{(n) \prec g(n),~~f(n) \succ Bf (0) \asymp g(n) 却 无 一 成 立 . 


9 ”根据 o 的 函数 集合 的 定义 ， 通 过 证 明 (9.22) 的 左边 是 右边 的 一 个 子 集 来 严格 证 明 (9.22) 
10 ”证明 或 推翻 : 对 所 有 实数 z 都 有 ENcos O(x) = 1+ O({x^2}). 


11 ”证 明 或 推翻 : wO{(x + y)2} = O({x^2}) + O({y 人 2}). 


12 ”证 明 : 当 n 二 oo 时 


p21 + \frac{2}{n} + O({n^{ - 2}}) = \eft( {1 + \frac{2}{n}} \right)\eft( {1 + 
O({n^{ - 2}})} \ight). 


13 ”计算 {Nleft( ftn+2+ OnA -1}))} vighD^n} ， 精 确 到 相对 误差 2OCnA - 1}}) 


zA{(n+\alpha )^{n+\beta }} = {n^{n + \beta }}{{\rm{e}}Nalpha }Mleft( {1 
+ \alpha \left( {\beta - \frac{1}{2Malpha } \right){n^{ - 1}} + O({n^{ - 2}})} 
14 证明 \right). 


对 “中 间 的 ”三 项 系数 zAleft(\begin{matrix}{3n}\{n,n,nNMNend{matrix}\right) 给 出 一 个 渐 近 公式 ， 精 确 到 
相对 误差 EDO((nA{ - 3}}). 


1 


es 2 有 [EB(1 -x)= -B(x) \geqslant 0 ， 我 们 就 有 


16 ”证 明 ， 如 果 对 


2 \int_{~a}^{~b} {B\left( {\left{ x \right\}} \right)f(x){\rm{d}}x} \geqslant 
0， 


如 果 又 假设 对 a < 7 <b 有 zf\left( x \right) \geqslant 0. 


17 ”利用 生成 画 数 证 明 ， 对 所 有 m0 都 有 zB_m}Nleft( {\frac{1}{2}} righb = ({2^{1 -m}}- 1D){B_m}. 


FMAsum\nolimits_k {{{\left(\begin{matrix} 


18 ” 当 zAalpha > 0 时 ， 求 出 {2n}\K\end{matrix}\right)}N\alpha }} 精 
确 到 相对 误差 PO({n^{ - /4}}) 的 渐 近 式 . 
作业 题 


19 ”当世 n=10 、 忆 z=\valpha=0.1 以 及 芭 ONleft( {f(n)} \right) = ONeft( {f(z)} righb = 0 时， 利用 计算 机 比较 
表 9-1 中 渐 近 公式 的 左边 和 右边 . 


20 ” 当 n 一 cc 时， 证 明 或 推翻 下 面 的 佑 计 式 : 


zw-O\left( {{{\left( {\frac{{{n^2}}}{{\log \log n}}} \right)}^{1/2}}} \ight) = 
a O\left( {{{\left\lfloor {\sqrt n } \right\rfloor }^2}} \right). 


b zs-{{\rm{e}}^{{{\left( {1 + O(1/n)} \right)}^2}}} = {\rm{e}} + O(1/n). 
cwn! = O\left( {{{\left( {{{(1 - 1/n)}^n}n} \right)}^n}} right). 


21 ”等 式 (9.48) 给 出 第 nn 个 素数 ， 其 相对 误差 为 PEO{(og mA{ -2}}. 从 (9.31) 在 (9.46) 中 的 另外 
项 开始 ， 将 相对 误差 精确 到 PO{(Nlog mA{ - 3}}. 


22 ”将 (9.54) 精确 到 z2O({n^{ - 3}}). 


23 ”进一步 推进 近似 式 (9.62) ， 精 确 到 绝对 误差 BO({n^{ - 3}}). 提示 : 设 
P{g_n} = c/n + Dn +2)+ {hn)}, 人 n} 满足 什么 样 的 递归 式 ? 


24 ”设计 {a_n} = O\eft( {f(n)} \right),~~{b_n} = OMeft( {f(n)} \right). 证 明 或 推翻 : 在 下 述 诸 情形 下 ， 卷 积 
zsummolimits_ {k=0}jAn {{a_k}{b_{n -k}}} 也 等 于 zzO\eft( {f(n)} \right) : 


a sf{(n) = {n^{ - \alpha }},~~\alpha > 1. 


b zf(n) = {\alpha ^{ - n}},~~\alpha > 1. 


25 证明 (9.1) 和 (9.2) ， 这 是 本 章 开始 时 的 结果 . 


26 ”等 式 (9.91) 指出 了 怎样 计算 En 10! 达到 绝对 误差 局 < \frac{1}{{126~000~000}}. 因此 ， 如 果 取 指 
数 ， 就 得 到 10! 带 有 相对 误 忆 {{\rm{e}} 人 {1/126~000~000}} - 1 < {10^{ - 8}} 的 估计 式 .， (事实 上 ， 
2 628 799.9714. ) 如 果 现 在 就 舍 入 到 最 接近 的 整数 (因为 知道 10! 是 整数 ) ， 我 们 就 得 到 准 
结果 . 
如 果 斯 特 林 近似 公式 中 足够 多 的 项 被 计算 进去 ， 十 全 总 是 可 以 上 类 似 的 方法 计算 n1? 当 n 是 一 个 固定 的 
> 整数 时 ， 估 计 m 的 值 ， 使 得 能 对 Bin nl 给 出 最 好 的 近似 .将 它 与 n! 本 身 的 近似 式 中 的 绝对 误差 做 
比较 . 


27 ”用 欧 拉 求 和 公式 求 PH_n^{(-\alpha )} = \sum\nolimits_{k = 1}An {{kAvalpha }} i 中 是 任 
何 固定 的 实数 . (你 的 答案 有 可 能 包含 一 个 常数 ， 而 你 并 不 知道 这 个 常数 的 封闭 形式 . 


28 “习题 5.13 定 义 了 超 阶乘 函数 zAQ_n} = {1^1}{2^2} \cdots {nAn}. 求 8n 的 带 有 相对 误差 2O({n^{ - 1}}) 
的 渐 近 值 . 


(你 的 答案 有 可 能 包含 一 个 常数 ， 而 你 并 不 知道 这 个 常数 的 封闭 形式 ) 
29 “如 同上 一 题 ， 估 计 画 数 {1^{1/1}}{2^{1/2}} \cdots {n^{1/n}}. 


30 “ 当 /7 是 一 个 国定 的 非 负 整数 时 ， 求 esumvwolimits_{k \geqslant 0} {{kAJ{fNmftej}Af - {kA2jn}}) 的 带 
有 绝对 误差 0(n“) 的 渐 近 值 . 


31 ” 当 Cc>1 而 m 是 一 个 正 整数 时 ， 计 算 PNsumnolimits_{k \geqslant 0} {1/({cAk} + {cAm})} 的 带 有 绝对 
误差 PO({c^{ - 3m}}) 的 渐 近 值 . 


考试 题 
32 “计算 己 {{fwmfe}}jAf{fH_ nl + H_n^{(2)}}} 精确 到 绝对 误差 已 O({fnA{ - 1}}). 


zAsum\nolimits_{k \geqslant 0} 
33 ”计算 {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)/{n^{\overline k }}} 精确 到 绝对 误差 
z:0({n^{ - 3}}). 


34 ”确定 从 4 到 二 的 值 ， 使 得 z{(1 + 1m)^{n{H_n}}} 等 了 


H 


z-An + B{(Inn)^2} + CInn+D+\frac{{E{{Cn nD)}2}}}{n} + frac{{F\In 
n}}{n} + O(n 和 { - 1}}). 


35 -计算 屿 sumwnolimits_{k = 1)An {1k{H_k}} 精确 到 绝对 误差 0(1) 


36 ”计算 局 (S_n} = summolimits_fk = 1}An {1({n^2} + {k^2)} 精确 到 绝对 误差 BO(fnAf - 5}}). 


37 “计算 esummolimits_{k = 1}An {Cbmod ]9} 精确 到 绝对 误差 2O(n\log n). 


ezAsumvnolimits_ {k \geqslant 0}A{} 
38 ”计算 {{kAkjNeftCbegin{fmatrixjnNkvend{matrixjrighb} 精确 到 相对 误差 
z-O({n^{ - 1}}). 


39 ”计算 zAsum\nolimits_{0 \leqslant k <n} {\n (n- kK){{Qn n)Mk}MWk!} 精确 到 绝对 误差 P22O({n^{ - 1}}). 提 
示 : 证 明 zk \geqslant 10\Inn 的 项 可 以 忽略 不 计 . 


40” 设 mn 是 一 个 (固定 的 ) 正 整 数 . 计算 PAsum\nolimits_{k = 1}jAn {{{(- 1)}^}H_k^m} 精确 到 绝对 误差 
Oll1). 


41 “计算 “ 斐 波 那 契 阶 乘 " PAprod\nolimits_{k = 1}An {{F_k}} 精确 到 相对 误差 2O({n^{ - 1}}) 或 者 更 好 . 
你 的 答案 有 可 能 包含 一 个 常数 ， 而 你 并 不 知道 其 值 的 封闭 形式 . 


42” 设 a 是 iz.0<\alpha < Mrac{1}{2} 的 一 个 常数 .在 前 几 章 里 我 们 已 经 看 到 ， 对 于 和 式 
zAsum\nolimits_{k \leqslant \alpha n} 


{\left(\begin{matrix}n\k\end {matrix}\right)} 没有 一 般 的 封闭 形式 . 证 明 ， 


存在 一 个 渐 近 公式 


\sum\nolimits_{k \leqslant \alpha n} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} = {2^{nHQ\alpha ) - \frac{1} 
{2}Ng n + O(1D)}}, 


z.HCalpha ) = \alpha lg \frac{1}{\alpha } + (1 - \alpha )Ng \left( {\frac{1} 
{中 {{1 -alpha }}} \right). 提示 : 证 明 对 
zleft(\begin{matrix}n\{k - 1 Mend{matrix}\right) < \frac{\alpha }{{1 - 
z-0 < k \leqslant \alpha n 有 \alpha }}\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right). 


43 “(如 同 在 第 7 章 里 考虑 过 的 那样 ) 证明， 对 茶 个 常数 。， 换 n 美 分 零钱 的 方法 数 Ca 渐 近 地 等 于 
局 cfnA4} + O({n^3}). 这 个 常数 等 于 什么 ? 


44 ”证 明 ,， 当 zx 一 0 时 有 


FP {x^{\underline {1/2} }} = {x^{1/2}}M\begin{bmatrix}{1/2N\ 
{1/2Mend{bmatrix} - {x^{ - 1/2}}M\begin{bmatrix}{1/2}\{ - 
1/2MNend{bmatrix} + {x^{ - 3/2}}M\begin{bmatrix}{1/2}\{ - 

3/2MNend{bmatrix} + O({x^{ - 5/2}}). 


( 记 住 (5.88) 中 的 定义 {x^{\underline {1/2} }} = XIAleft( {x - \frac{1}{2}} \right)! ， 而 关于 一 般 的 斯 特 


林 数 的 定义 在 表 6-8 中 ，) 


45” 设 a 是 0 和 1 之 间 的 一 个 无 理 数 . 第 3 章 讨论 了 量 Dla,n) ， 它 度量 了 分 数 部 分 
zleft{ {k\alpha } right\}~~(~0 \leqslant k < n~) 偏离 一 致 分 布 的 最 大 偏差 . 递归 式 


z: D(\alpha ,n) \leqslant D\left( {\left{ {{\alpha 人 ^{ - 1}}} \right\},\left\floor 
{\alpha n} \right\rfloor } \right) + {\alpha ^{ - 1}} +2 


在 (3.31) 中 被 证 明 ， 另 外 我 们 还 有 显然 的 界 


ez.0 \leqslant D(\alpha ,n) \leqslant n. 


证 明 局 {limnolimits_{n \to \infty }}DCalpha ,n)/n = 0. 提示 : 第 6 章 讨论 了 连 分 数 . 


近 地 等 于 
zs-m{(n)n}{{\rm{e}} {mn) -n-1/2}}Asgqrt {\In n}, 


{中 zm)Nn m(n) = n-\rac{1}{2} ， 并 估计 这 个 近似 式 中 的 相对 误差 . 


47 ” 设 m 是 一 个 zAgeqslant 2 的 整数 . 分 析 两 个 和 式 


ZANsum\limits_{k = 1}An {\left\floor {{{\log }_m}k} tight\rfloor } 和 
ZAsum\limits_{k = 1}An {\left\lceil {{{\log }_m}k} \right\rceil }, 


哪 一 个 和 式 渐 近 地 接近 于 zf\log_m}n! ? 


48 “考虑 一 个 用 十 进 制 记号 表示 的 调和 数 zs2{H_k}~~(~1 \leqslant k leqslant n~) 的 表 . 第 大 个 数 
Bf{\widehat H_k} 正确 地 舍 入 到 is:{d_k} 位 有 效 数 字 ， 其 中 z2{d_k} 的 值 恰好 大 到 能 将 这 个 值 与 
z{H_{k-1}} 以 及 忆 {H_{k+1}} 的 值 区 别 开 来 . 例如 ， 下 面 是 从 这 个 表 中 取出 来 的 部 分 数据 ， 它 给 
组 数据 ， 其 中 PMAH_k} 超过 10: 


46 ”证 明 : 习题 7.15 中 的 贝尔 数 2{\varpi_n} = {{\rm{e}}{ -ThNsummnolimits_{k \geqslant 0} {{k^n}/k!} 渐 


kk {HL_K} 让 Nhat H_k} PD{d_k} 
12364 9.99980041- 9.9998 5 
12365 9.99988128+ 9.9999 5 
12366 9.99996215- 9.99996 6 
12367 10.00004301- 10.0000 6 
12368 10.00012386+ 10.0001 6 


估计 表 中 数字 位 数 的 总 和 PMsumnolimits_{k = 1}An {{d_k}} ， 精 确 到 绝对 误差 CU) 


49 ”在 第 6 章 里 我 们 提 到 经 过 n 秒 后 到 达 伸 展 的 橡皮 筋 终 点 处 的 一 条 里 虫 的 故事 ， 其 中 
z{H_{n -1}} < 100 \leqslant {H_n}. 证 明 ， 如 果 n 是 一 个 正 整 数 ， 它 使 得 
z{H_{n - 1}} \leqslant \alpha \leqslant {H_n} ， 那 么 


zw-  \left\floor {{{\rm{e}}^{\alpha - \gamma }}} \right\rfloor \leqslantn 
\leqslant \left\lceil {{{\rm{e}}^{\alpha - \gamma }}} \right\rceil. 


50 ”硅谷 的 风险 投资 家 得 到 一 个 产生 指数 级 回报 的 投资 交易 机 会 ， 当 nz2 时 ， 对 n 百 万 美元 的 投资 

GKP 财 团 承 诺 一 年 之 后 会 给 予 最 高 N 百 万 美元 的 回报 ， 其 中 蕊 N = {10An}. 当然 中 有 某 些 风险 ， 实际 的 
交易 是 对 每 个 整数 Ek~~(~1 \leqslant k \leqslant N~) ，GKP 均 以 概率 已 1Aleft( {{k^2}H_N^{(2)}} Vighb 给 付 
上 百 万 美元 、 (所 有 付款 都 是 按照 百 万 美元 级 别 进行 的 ， 即 恰好 为 一 百 万 美元 的 倍数 ， 回 报 是 由 一 个 真正 
随机 的 过 程 决定 的 . ) 注意 ， 投 资 者 总 是 会 至 少 得 到 一 百 万 美元 的 回报 . 


a 如 果 投 资 n 美元 ， 那 么 一 年 之 后 的 渐 近 期 望 回报 值 是 多 少 ? ( 换 名 话说， 给 付 的 平均 值 是 什么 ? ) 
你 的 答案 应 当 精确 到 绝对 误差 成 D({10A{ - n}}) 美元 . 


我 曾经 挣 了 [OO(10^{-n}) 美元 . 


b 如 果 你 投资 了 n 百 万 美元 ， 那 么 你 获得 利润 的 渐 近 概率 是 什么 ?” ( 换 句 话说 ， 你 获得 的 回报 多 于 你 付出 
的 机 会 有 多 大 ? ) 你 这 文昌 的 罕 案 应 当 精确 到 绝对 误差 BO(f10A{ - 3}}). 


附加 题 
51 ， 证明 或 推翻 ， 当 一 wo 时 有 苞 int_{~n}jA{fAinfty } {O({x^{ -2}D{frm{d}}x} = O({n^{ -1}}). 


52 ”证 明 存 在 一 个 客 级 数 P22A(z) = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {{a_n}{zAn}} ， 它 对 所 有 的 复数 z 收敛 ， 
且 满 足 


PH {A(n) \succ {n^{{n^{{n 人 ^{{ 
{\mathinner{\mkern2mu\raiselpt\hbox{.}M\mkern2mu\raise4pt\hboxt{.}M\mker 
n2mu\raise7pt\hbox{.M\mkermn1imu}} ^n}}}}}}}} \Biggl\}n. 
53 ”证 明 如 果 fl7) 是 一 个 函数 ， 对 所 有 70， 它 的 导数 满足 


z: f'(x)\leqslant 0,~~- f"(x) \leqslant 0,~~f""(x) \leqslant 0,~~\cdots,~~{( - 
1)m}{f{(m + 1)}}(x) \leqslant 0, 


那么 对 z > 0 就 有 


sw: f(x)=f(0)+\frac{f"(0)}{1!}x+\cdots+\frac{f 和 {(m-1)}}{(m-1)!}x^{m- 
1}+O(x^m),~~x\geqslant0. 


特别 地 ， f(x) = - Nn (1 + x) 的 情形 就 对 所 有 zxk,n > 0 证 明了 (9.64) 


I 


54 设 九 z) 是 一 


个 正 的 可 微 画 数 ， 当 z 一 oo 时 有 zxf'(x) \prec f(x). 证 明 


zsum\limits_{k \geqslant n} {\frac{{f(k)}}{{{k^{1 + \alpha }}}}} = O\eft( 
{\frac{{f(n)}}{{{nMNalpha }}}} \right),~~\alpha > 0. 


zs{ {f\left( {k - \frac{1}{2}} \right)} \mathord{\left/ {\vphantom {{f\left( {k - 
\frac{1}{2}} \right)} {{{{{\left( {k - \frac{1}{2}} \right)}Nalpha } - fleft( 
{k+\frac{1}{2}} \right)} \mathord{\left/ {\vphantom {{{{\left( {k - 
\frac{1}{2}} \right)}Nalpha } - f\left( {k + \frac{1}{2}} \right)} {{{\left( {k 
+ \frac{1}{2}} \right)}MNalpha }}}} \right. \kern-\nulldelimiterspace} 
{{{\left( {k + \frac{1}{2}} \right)}N\alpha }}}}}} \right. \kern- 
\nulldelimiterspace} {{{{{\left( {k - \frac{1}{2}} \right)}\alpha } - f\left( 
{k+\frac{1}{2}} \right)} \mathord{\left/ {\vphantom {{{{\left( {k - 
\frac{1}{2}} \right)} Nalpha } - f\left( {k + \frac{1}{2}} \right)} {{{\left( {k 
+ \frac{1}{2}} Night)}jAalpha }}}} \right. \kern-\nulldelimiterspace} 

提示 : 考虑 量 {{{\left( {k + \frac{1}{2}} righbD}Avalpha }}}}}. 


55 ”改进 〈9.99) ， 精 确 到 相对 误差 22O({n^{ - 3/2 + 5\varepsilon }}). 


z-Q(n) =1+\rac{{n- 1}}{n} + \frac{{n - 1}}{n}\frac{{n - 2}}{n} + \cdots 
56 量 =\sum\nolimits_{k \geqslant 1} {{n^{\underline k }}/{n^k}} 
中 . 求 它 精确 到 绝对 误差 Fo(1) 的 渐 近 值 . 


57 ”在 (9.54) 中 我 们 得 到 了 哥 隆 和 式 

BAsummolimits_{k \geqslant 1} {1/k{{\left\lfloor {1 + {{\log }_n}k} 

rightvfloor }A2}} 的 一 个 渐 近 公式 . 对 没有 底 括号 

的 类 似 的 和 式 FAsum\nolimits_{k \geqslant 1} {1/k{{(1 + {{\Nog }_n}k)} 人 2}} 求 出 其 渐 近 公式 ， 提示 : 考虑 
ENint_{~0}Af~infty } {u{{\rm{e}}{ - a} }{kA{ - tu}}{ rm{d}}u} = 1/A(1+ 

积分 An k)^2}. 


58 ”利用 留 数 计算 ， 在 正方 形 围 道 
pz =Xx+ {\mt{i}}y~~(~\max \left( {\bigl| x \bigll,\bigl| y \bigl|} right) = M 
+ \frac{1}{2}~) 上 计算 积分 


z. \frac{1}{2\pi{\rm i} Moint\frac{2\pi{\rm ie}^{2\pi{\rm i}z\theta} }{{\rm 
e}{2\pi{\rm i}z}-1}\frac{{\rm d}z}{z^m)}, 


然后 令 整 数 zxM \to \infty ， 由 此 证 明 对 m 宇 2 有 


[si eg 


现在 许多 算法 的 分 析 


zs: {B_mb}\left( {\left{ x \right\}} righb = -2\frac{{m!}}{{{{(2{\rm{\pi 
}}) Mm}} MN\sum\limits_{k \geqslant 1} {\frac{{\cos (2{\rm{\pi }}kx - 
{\textstyle{1 \over 2}}{\rm{\pi }}m)}}{{{kAm}}}}. 


59” 设 记 {\Theta_n}(t)=\sum\nolimits_k {{{\rm{e}} 人 人 { - {{(k+t)}2}n}}} 是 上 的 周期 画 数 .证 明 : 
z{\Theta_n}(t) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 是 


zw {\Theta_n}(t) = \sqrt {{\rm{\pi }}n} \left( {1 + 2{{\rm{e}}^{ - {{\rm{\pi 
}}*2}n}}Qcos 2{\rm{\pi }}0) + 2{{\rm{e}}{ - 4{{\rm{\pi }}2}n}}(cos 
4{\rm{\pi }}t)} + 2{{\rm{e}}^{ - 9{{\rm{\pi }}^2}n}}(cos 6{\rm{\pi }}t) + 
\cdots } \right). 


(这 个 公式 对 于 等 式 (9.93) 中 的 和 式 户 {\Theta_n} = {\Theta_n}(0) 给 出 一 个 快速 收敛 的 级 数 ，) 


60 ”解释 : 为 什么 渐 近 展开 式 


ez. \left(\begin{matrix}{2n} \n\end{matrix}\right) = \frac{{{4^n}}}{{\sqrt 
{{\rm{\pi }}n} }}\left( {1 - \frac{1}{{8n}} + \frac{1}{{128{n^2}}} + 
\frac{5}{{1024{n^3}}} - \frac{{21}}{{32~768{n^4}}} + O({n^{ - 5}})} 


\right) 


中 系数 的 分 母 全 都 含有 2 的 寡 . 


61 习题 45 证 明了 : 对 所 有 无 理 数 a ， 偏 差 Dla,7) 都 是 zo(n). 找 出 一 个 无 理 


> 0 都 不 等 于 PO({n^{1 - \varepsilon }}). 


wzAbegin{Bmatrix}n\{m(n)Mend{Bmatrix} = 
62 ”给 定 n, 令 {\max_k}hM\begin{Bmatrix}n\k\end{Bmatrix} 
形 的 第 nn 行 中 最 大 的 元 素 . 证 明 : 对 所 有 充分 大 的 n， 有 


， 使 得 D(a,n) 对 任何 


是 斯 特 林子 集 三 


zm(n) = \left\floor {\overline m (n)} \right\rfloor 或 者 zim(n) = \left\lceil {\overline m (n)} \right\rceil ， 其 中 


2\overline m (n)\left( {\overline m (n) + 2} \right)\In \left( {\overline m (n) + 


2} \right) = mleft( {\overline m (n) + 1} \right). 提示 : 


63 ”证 明 : 习题 2.36 的 哥 隆 的 自 描述 序列 满足 
z-{(n) = {\phi ^{2 - \phi } }{n^{\phi - 1}} + O({n^{\phi - 1}}Alog n). 


64 “寻求 恒等式 


二 


这 是 很 难 的 问题 . 


B. \sum\limits_{n \geqslant 1} {\frac{{\cos 2n{\rm{\pi }}x}}{{{n^2}}}} = 
{{\rm{\pi }}^2}\left( {{x^2} - x + \frac{1}{6}} \right),~~0 Meqslant x 


\legslant 1 
的 一 个 只 用 到 “ 欧 拉 的 ”(18 世 纪 ) 数学 的 证 明 . 
65 ” 渐 近 级 数 


22:1+\frac{1}{{n- 1}} +\frac{1}{{(m -1)(n-2)}} +\cdots + \frac{1}{{(n - 
1)!}} = {a_0} +\frac{{{a_1}}}{n} + \frac{{{a_ 2}}}{{{n^2}}} + \cdots 


的 系数 是 什么 ? 
研究 题 


66 ”寻求 斯 特 林 近似 的 一 个 “组 合 "证 明 . (注意 ， 忆 {nAn} 是 {1,2,… :只 到 自 


则 是 位 ;2 … ,中 到 自 身 映 上 的 映射 8 的 个 数 ，) 


| 所谓“ 喘 上 的 映射 "就 是 通常 所 称 的 “ 满 映射 ”， 


和 内 的 映射 的 个 数 ， 而 叫 


67 “考虑 一 个 En \times n 点 阵列 ， 其 中 En \geqslant 3 ， 在 此 阵列 中 每 个 点 有 


我 们 依照 模 n“ 围 包 ”，) 设 忆 {\chi_n} 是 按照 这 样 的 方式 对 这 些 点 指定 红色 、 
的 点 具有 不 同 的 颜色 .， (从 而 wf\chi_3} = 12. ) 证 明 


q 个 相 邻 的 点 ， (在 边缘 上 
白色 和 蓝 色 的 方法 数 : 相信 


B. {\chi_n}\sim {\left( {\frac{4}{3}} \right){3{n^2}H2}}{{\rm{e}}t{ - 


{\rm{\pi }}/6}}. 


68 ” 设 Qn 是 使 得 A{H_m} >n 成 立 的 最 小 整数 zm. 求 使 得 
z.{Q_n} ed \left\lfloor {{{\rm{e}}{n - \gamma }} + \frac{1}{2}} 


\right\rfloor 成 立 的 最 小 整数 n ， 或 者 证 明 不 


存在 这 样 的 n. 


(这 本 书 中 每 


A 
的 解答 (或 者 部 


万 


这 是 不 是 意 


任何 错误 


是 指 “f 


Ee 


( 咽 ， 试 试 


1.1 除了 


个 命题 就 对 任 间 个 数 马 讽 的 情形 为 真 


如 果 局 {X_n} 是 移动 的 次 数 ， 那 么 有 PX_0=0 ， 
z{X n}={X {n-1}}+1+{X {n-1}}+1+{X {n-1}}. 
(移动 zAMrac{1}{2}{X_n} 次 后 ， 整 个 


1.2 


zp-{X_n} = 
的 路 程 ! ) 


1.3 


有 {3An} 种 五 


天 


自 


巴 .) 


个 人 得 至 


奖赏 ? 


村 


AN 


一 个 错误 ? 


2 的 情形 ， 


n 


{3^n} - 1. 


证 日 


少 是 简要 的 解 
案 ， 那 么 将 会 获得 


， 或 者 是 对 于 非 研 究 题 的 任 


F 何 更 简 和 


答 ) 


口 


， 有 


些 答案 


其 至 超出 了 


| 


一 个 错误 的 第 一 位 发 现 者 都 将 获得 2.56 美 元 的 奖励 .) 
味 着 我 必须 找 出 每 

(我 们 的 意思 
那 是 否 意味 着 只 有 


| 


最 好 的 学 习 效 


党 


是 受 当 的 .如果 由 两 匹 马 引 


安置 方式 ， 


大 


忆 {(0 \cdots 0) 3} 型 


可 能 的 安 
为 最 简捷 的 解答 


方式 ， 因 为 每 


2{3An} - 


1.4 不 . 


=2({2^{n - 1}} 


事实 表明 ， 


员 


如 果 最 大 的 


交点 的 个 数 给 出 了 全 部 的 细节 ， 


有 办 法 


椭 


员 


两 点 ， 所 以 第 


凸 性 是 转移 注意 


一 个 


1 次 移动 
| ef{(2 \cdots 2) 3} 的 所 有 数 ， 每 次 


副 不 需要 移动 ， : 
-1)+1+({2^{n-1}}- 1) 次 移动 就 够 了 (再 次 根 


不 同 的 圆 至 多 相交 了 


(根据 归纳 法 ) 


J 


个 


的 i 


而 对 n 


(这 个 


圆 至 多 将 


第 n 条 直线 与 前 面 


直线 交 于 不、 


> 0 个 不 


同 的 点 ， 我 们 就 得 


平行 ) 


) 和 两 个 新 的 无 限 区 


[x| 


题 所 要 求 的 . 


《更 正确 ) 的 解答 


读者 如 果 


0 由 


此 推出 
营 将 位 于 中 间 的 桩 柱 


圆 盘 可 以 放 在 任何 
结构 等 从 本 9 
立 数 字 


zn-2)+(n-3)+\cdots= {S_{n-2}}= (n-1)(m-2)2= {L_n}-2n. 


这 个 答案 假设 了 pin>0. 


1.7 ”归纳 


法 的 基础 未 乡 


圣 证 实 ， 


实际 


山 


居 归 纳 
域 个 数 ] 


1 有 


(例如 在 


j 边 加 1 


成 的 所 有 集合 中 马 都 具有 相同 的 颜色 ， 那 么 这 


人 台 巴 
有 


) 
上 ， 离 最 


一 根 桩 柱 上 . 


我 们 必定 


码 ”， 


会 遇 到 月 


果 还 有 


它 取 遍 从 


局 {2^{n - 1}} - 1 次 移动 就 够 


纳 法 ) . 


增加 到 14 . 


日 


乡 ， 但 是 Griinbaum[1671 却 发 现 了 一 个 


J 


反之 


然而 ， 


旷 


河 


和 有 的 


在 


方法 ， 作 者 都 


苗 述 五 个 集 


又 域 ， 于 是 有 界 区 域 的 最 大 个 数 是 


上 有 wz2H\eft( 1 \right) neq 2. 


BF.{Q_2}= (1 +\beta )Nalpha;~~{Q_3} = (1 + \alpha + \beta )Aalpha \beta;~~ 


1.8 


1.9 


(a) 我 们 从 不 等 式 


{Q_4} = (1 +\alpha )M\beta;~~{Q_5} =\alpha;~~{Q_6} = \beta. 


到 大 一 工 个 


所 的 有 界 


总 


或 (假设 前 玫 


所 以 此 序列 是 周期 的 ! 


B.{X_1} \cdots {x_{n - 1}}\eft( {\frac{{{x_1} +\cdots + {x_{n -1}}}}{{n- 
1}}} \right) \leqslant {\left( {\frac{{{x_1} +\cdots + {x_{n - 1}}}}{{n- 
1}}} righbAn} 


得 到 局 po - 1). 


忆 {x_1} \cdots {x_n}{x_{n + 1}} \cdots {x_{2n}} \legslant {\left( {\left( 

{({x_1} +\cdots + {x_n})/n} \right)\left( {({x_{n + 1}} +\cdots+ 
(b) 由 了 lm) 有 {x_{2n}D/n} \right)} vight)An}; 根据 Pl2) ， 这 个 内 
部 的 乘积 Eleqslant {\left( {({x_1} + \cdots + {x_{2n}})/2n} \right)^2}. 


(OQ 例如， PP(2)Nrightarrow P(4)\rightarrow P(3)\rightarrow P(6)\rightarrow P(5) 得 出 . 


1.10 先 证明 ， 当 ns0 时 有 {RR_n}={R_{n-1}}+1+{Q_{n-1}}+1+{R_{n-1}}. 附带 指出 ， 第 7 
章 的 方法 会 告诉 我 们 


B. {Q_n} = \left( {{{\left( {1 + \sgrt 3 } \right)}^{n + 1}} - {{\left( {1 - \sqrt 
3}\ight)}{n + 1}}} \right)/\left( {2\sqrt 3 } \right) - 1. 


1.11 


(a) 最 佳 策略 是 移动 一 个 双重 ln 一 1 塔 ， 接 着 移动 (将 次 序 反 过 来 ) 两 个 最 大 的 圆 盘 ， 然 后 再 次 移动 双重 
人 一 贡 塔 ， 从 而 局 (A nm =2{A_fn- 1}} +2wwfA_ n} = 2{T_n} = {2^{n + 1}} - 2. 这 个 解 交 换 了 两 个 最 大 的 
圆 盘 ， 而 将 其 余 的 蕊 2n - 2 个 圆 盘 按 其 原来 的 次 序 放 


(b) 设 Bn 是 最 少 移动 次 数 . 这 样 就 有 2{B_1} =3 ， 可 以 证 明 ， 当 n> 1 时 任何 策略 都 做 不 到 优 于 
PE{B n}= {A {n-1}}+2+{A {n-1}}+2+{B_{n-1}}.] 是 对 所 有 mn > 0 有 户 {B_n} = {2^{n+2}}-5. 
令 人 惊奇 的 是 ， 这 恰好 是 52{A_n} - 1 ， 而 且 我 们 还 有 
PB n} ={A {fn-1}}+1+{A {fn-1}}+1+{A {n-1}}+1+{A fn- 
1}}. 


1.12 “如果 所 有 局 {tm_k} > 0 ， 那 么 局 A({tm_l}, \cdots ,{m_n}) =2A({m_1},\cdots,{m_{n-1})D) + {mn}. 
这 是 一 个 “推广 的 约瑟夫 ”型 的 方程 ， 它 的 解 是 
z-{({m_1}, \cdots ,{m_n}) 2} = {2^{n- 1}}{m 1}+\cdots +2{m_{n -1}} 
+ {m_n}. 


附带 说 一 下 ， 习 题 1.11b 的 相应 推广 似乎 满足 递归 式 


[el 


1.13 ”对 于 定义 了 Ln 个 区 域 的 n 条 直线 ， 我 们 可 以 用 具有 充分 长 线段 的 极 狭 窄 的 Z 形 线 代替 它们 ， 使 4 
每 一 对 Z 形 线 之 间 有 9 个 交点 .这 就 表明 对 所 有 n >0 有 PZ{Z_n} = Z{Z_fn-1}}+9n-8 ， 于 是 
p77{Z _n}=9{S n}-8n+1= \frac{9} {2} {nA2} -\frac{7}{2}n+1. 


1.14 ”每 一 道 新 切 痕 所 定义 的 新 的 三 维 区 域 的 个 数 ， 就 是 在 新 的 平面 上 与 先前 那些 平面 相交 的 二 维 区 域 的 
个 数 . 因此 世 IP ny={P fn-1T}+ 人 fn-1} ， 而 事实 表明 局 {P_5} = 26. (在 一 个 立方 体形 状 的 奶酪 
上 ， 六 道 切 痕 可 以 做 出 27 个 小 立方 体 ， 或 者 最 多 做 出 2{P_6} = 42 个 形状 更 为 奇特 的 切 块 . ) 


附带 指出 如 果 我 们 用 二 项 式 系数 〈 见 第 5 章 ) 将 它 表示 出 来 ， 这 个 递归 式 的 解 符合 一 个 很 好 的 模式 : 


人 


Bz. \begin{aligned}&{X_n} = \left(\begin{matrix}n\Q\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}n\N\end{matrix}\right);\&{L_n} = 
\left(\begin{matrix}n\Q0\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}n\l\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right);\&{P_n} = 
\left(\begin{matrix}n\Q0\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}n\l\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}n\2\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}n\3\end{matrix}\right).\end{aligned} 


这 里 蕊 [X_n} 是 由 一 条 直线 上 的 n 个 点 所 定义 的 一 维 区 域 的 最 大 个 数 . 
我 打赌 ， 我 知道 四 维 空间 里 发 生 了 什么 ! 
1.15” 当 n>1 时 ， 画 数 了 与 7 满足 同样 的 递归 式 , 但 是 z1(1) 没有 定义 .由 于 PI(2)= 2,~~I(3)=1， 所 
以 不 存在 221(1) = \alpha 的 数值 使 得 我 们 可 以 沿用 一 般 性 的 方法 ， 展 开 的 死亡 游戏 "依赖 于 nn 的 二 进 制 表 
示 的 头 两 位 数字 . 
如 果 zn = {2^Am} + {2^{m-1}}+k， 其 中 
E-0 \ledslant k < {2^{m + 1}} + {2Am} - ({2^m} + {2^{m -1}})= {2^m}+ 
{2^{m - 1}} ， 那 么 对 所 有 的 n > 2 ， 解 就 是 
I(n) = 2k +1. 用 表达 式 n = 2” +1 表 示 是 
Fn I(n)=\begin{cases}J(n)+2^{m-1},~~~O0\eqslant 1<2^{m- 
1};\J(n)-2^m,~~~~~ 2^{m-1}\leqslant 1<2^m.\end{cases} 
1.16 ” 设 记 go) = a(nNalpha + b(n){\beta_ 0} +c(n){\beta_ 1} + d(njN\gamma. 由 (1.18) 知 ， 当 
zn = {(1{b_{m -1}} \cdots {b_1}{b_0}) 2} 时 有 
za(nNalpha + b(n){\beta_0} + c(n){\beta_1} = {Qalpha {\beta_{{b_{m - 
1}}}}{\beta_{{b_{m - 2}}}} \cdots {\beta_{{b_1}}}{\beta_{{b_0}}}) 3} ”， 这 就 定义 了 za(n)、 2-b(n) 以 
及 Pc(n). 在 此 递归 式 中 取 9(n) = 7 就 意味 着 Fa(n) + c(n) - dm) =n ， 从 而 我 们 就 知道 了 一 切 ， ( 取 
zg(n) =1 给 出 了 一 个 额外 的 恒等式 Pa(n) - 2b(n) - 2c(n) = 1 ， 用 它 可 以 通过 更 简单 的 函数 a(n) 以 及 
zza(n) + c(n) 来 定义 sb(n). ) 
1.17 一般 来 说 ， 对 于 220 \leqslant k \leqslant m 有 2:{W_m} \leqslant 2{W_ {m-k}} + {T_k}.， (这 个 关系 式 
对 应 于 移动 最 上 面 的 m 一 个 圆 盘 ， 人 然后 仅 用 三 根 桩 柱 移动 最 下 面 的 有 个 圆 盘 ， 最 后 移动 最 上 面 的 m 一 7 
个 圆 盘 . ) 事实 证 明 ， 当 Pm = n(n + 1)/2 时 ， 这 个 关系 是 基于 使 得 这 个 一 般 不 等 式 的 右边 取 最 小 值 的 唯 
一 的 大 值 ， (然而 我 们 得 不 出 该 等 式 成 立 的 结论 ， 可 以 想象 移动 这 个 塔 的 其 他 一 些 方法 ，) 如 果 置 
ef{Y nj = ({(W_fnNeft({tn+ 1 \right)/2}} - 1)/{2^n} ， 那 么 我 们 发 现 忆 {Y_n} \leqslant {Y_{n-1}}+1， 从 
而 P{W_{n\left( {n + 1} \right)/2}} \leqslant {2An}(n - 1)+1. 
1.18 ”只 需 证 明 来 自 锯齿 点 PX{n^{2j}},0) 的 两 条 直线 与 来 自 2({n^{2k}},0) 的 两 条 直线 相交 ， 且 所 有 这 些 
交点 都 不 相同 就 够 了 . 
从 忆 ({x_j},0) 并 经 过 le 计 - {a_j},1) 的 直线 与 从 {x_k},0) 经 过 世 ({x_k} - {a_k},1) 的 直线 相交 于 点 


z({x j} -ta j}, 0) 


或 者 zn^{-n}) ， 


zn^{-n})\bigr) 严格 介 3 
和 zk. 有 相同 的 了 和 上 的 


当 zn > 5 时 不 行 . 


1.19 


1 pt = ({X kj - {x j})/({a k}- {a jh). 设 zw{x_j} = {nAf2j}} ， 


市 i 比值 


pt 


于 局 fnAj} + {n^k} -1 和 已 fnAj}+{fnAklj+1 之 间 ， 


那 四 人 1 


I 个 交点 是 不 同 的 . 


从 角 


的 半 直 线 组 成 的 折线 ， 与 男 外 一 


线 ， 


个 相互 间 相 距 这 术 


的 顶点 开始 ， 


故而 交点 的 也 多 


CnA{2k} - {nAt2j})Abigl({tnAk} - {nj} + (CnA{-n} a 或 者 0 或 者 


{a_j} = {n^{j}}+(0 


标 唯 


地 确定 了 


线 与 


一 条 角度 为 FAtheta 的 半 


条 由 角度 为 
仅 当 局 {30A \circ } < el Whieta = \phi } \bigl| < \circ } 时 才能 相交 


的 : 


直线 与 角度 为 ephi + 


羊 远 的 角度 


(但 有 


可 能 ; 


选取 到 5 个 . 


{30^\circ } 的 


度 为 PANtheta + {30 人 \circ } 
六 直线 组 成 的 折 


四 次 . 我们 不 可 能 


选取 多 于 5 


zh(n) = an)\alpha + b(n){\beta_0} + c(n){\beta_1} + dnfgamma_ 0} + 


1.20” 设 en){\gamma_1}. 


当 zn= {(1{b_{m -1}} \cdots {b_1}{b_0}) 2} 时 有 


za(n)\alpha + b(n){\beta_0} + c(n){\beta_1} = {(\alpha {\beta_{{b_{m - 


1}}}}{\beta_{{b_{m - 2}}}} \cdots {\beta_{{b_1}}}{\beta_{{b_0}}}) 4} 


及 zc(n). 在 此 递归 式 中 ， 
za(n) + c(n) + 4e(n) = {nA2)} ， 


取 h(n)=n 就 意 
从 而 


味 着 zia(n) + c(n) -2d(n) - 2eCn) =n ， 


EdNeft(n \right) = \left( {3a(n) + 3c(n) - {nA2} - 2n} \right)/4,~~e\left( n 


\right) = \left( {{n^2} - a(n) - c(n)} \right)/4. 


1.21 
正方 法 告诉 我 们 ， 


证 


4 的 “随机 ” 值 将 以 概率 


我 们 可 以 设 4 是 2n,~~2n - 1,~~\cdots,~~n + 1 的 最 小 


(或 者 任意 


这 就 定义 了 Ba 、 
取 h(n) = 喧 就 意味 着 


(1.18) 我 们 知 


Ma 


二 ， 


zb(n) 以 


(一 种 不 严格 的 论 


zs {{\frac{n}{{2n}}\frac{{n -1}}{{2n -1}} \cdots \frac{1}{{n + 1}}=1} 
\mathord{\left/{\vphantom {{\frac{n}{{2n}}\frac{{n - 1}}{{2n - 1}} \cdots 
\frac{1}{{n + 1}} = 1} {\eft(\begin{matrix}{2n} \n\end{matrix}\right) \sim 
\frac{{\sgqrt {{\rm{\pi yn }}{{{4An}}}}}} \right.\kern-\nulldelimiterspace} 
{\left(\begin{matrix} {2n} \n\end{matrix}\right) \sim \frac{{\sqrt {{\rm{\pi 


}}n} }}{{{4An}}}}} 


实现 ， 所 以 我 们 可 以 期 待 找到 这 样 一 个 小 于 已 {4An] 的 gq. ) 
1.22 ” 取 一 个 有 2" 条 边 的 正 多 边 形 ， 长 度 为 2 的 “ 德 . 布 鲁 因 圆 ” 的 元 素来 标记 它 的 边 . (这 是 一 个 
0 和 1 组 成 的 循环 序列 ， 其 中 所 有 由 相 邻 元 素 组 成 的 n 元 组 都 是 不 同 的 ， 见 参考 文献 [207， 习 题 2.3.4.2-23] 
以 及 [208， 习 题 3.2.2-17].) 对 标号 为 1 的 每 一 条 边 附加 一 个 非常 细 的 凸 扩张 1 ， 这 n 个 集合 是 所 得 多 边 形 
绕 长 度 为 zk~~(~k = 0,1, \cdots ,n - 1~) 的 边 旋 转 得 到 的 副本 . 

1 即 在 所 指出 的 边 上 粘 上 一 个 狭窄 的 三 角形 ， 使 得 多 边 形 的 那个 部 分 看 起 来 稍微 大 一 些 . 

我 曾经 骑 过 德 . 布 鲁 因 的 自行 车 (在 拜访 他 位 于 荷兰 纽 南 的 家 时 ) . 
2 在 英文 版 中 此 处 的 “ 圆 "与 自行 车 ”用 的 是 同一 个 单词 cycle, 
1.23 ”能 . (我 们 需要 用 第 4 章 里 的 初等 数论 的 原理 . ) 设 =LO) = LE 2, \cdots ,n{\rm{)}}. 我 们 
假设 ”> 2 ， 于 是 根据 贝 特 朗 假设 ,在 "2 和 之 出 存 在 一 个 素数 zp. 我 们 还 能 假设 局 j > n/2 ， 因 为 
Pq'=Lm)+1-q 留 下 P=n+1-j， 当 且 仅 当 4 留 下 思 ij. 选取 ?使 得 
z2q \equiv 1\left( {\bmod L(n)/p} \right) 且 忆 q \equivj + 1-n~(bmod p). 现在 ， 就 按照 次 序 
221,2, \cdots ,n - p,j + 1,j + 2, \cdots ,n,n - p + 1, \cdots ,jj - 1 处 决 人 . 
1.24 ” 仅 知 道 的 例子 是 ， 忆 {X_n} = 2{mf{i}}sin {rm{\pi }}rY + 1/{X_{n -1}} ， 其 中 7 是 有 理 数目 
z20 \leqslantr < \frac{1}{2} ( 当 7 变化 时 ， 所 有 长 度 zA\geqslant 2 的 周期 都 会 出 现 ) ; 习题 1.8 中 高 斯 递归 
式 的 周期 为 5;，H.Todd 的 更 加 不 同 寻 常 的 递归 式 2{X_n} = (1+ {X_{n-1}} + {X_{n-2})/AX_{n-3}} 的 周 
期 是 8 ( 见 参 考 文献 261 以 及 用 一 个 常数 乘 以 局 {X_{mn}} 来 代替 {X_n} 时 从 这 些 递归 式 得 到 的 递归 
式 . 我 们 可 以 上 设 分 母 中 第 一 个 非 零 的 系数 是 1 而 在 分 子 中 第 一 个 非 零 的 系数 (如 果 有 的 话 ) 有 非 负 的 
实数 部 分 ,计算 机 代数 方法 容易 证 明 ， 当 k=2 时 没有 其 他 周 | 期 leqslant 5 的 解 . Lyness[261，262] 以 及 
Kurshan 和 Gopinath[231 建立 了 部 分 理论 . 
另 一 种 类 型 的 一 个 有 趣 的 例子 (当初 始 值 为 实数 时 它 的 周期 是 9) 是 递归 式 
忆 {X_n} = \bigl| {{X_{n -1}}} \bigl| - {X_{n - 2}} ， 它 是 由 Morton Brown[43] 发 现 的 . 任何 希望 取 到 周期 
zAgeqslant 5 的 非 线性 递归 式 可 以 用 连 项 式 [65] 作为 基础 . 
1.25 “如果 己 {TA{(O}}Cn 表示 移动 带 有 上 大 根 辅 助 桩 柱 的 m 个 圆 盘 所 需要 的 最 少 移 动 次 数 (从 而 
{TA{(1D)}}(n) = {T_n},~~{T^{(2)}}(n) = {W_n} ) ， 那 么 我 们 就 有 


zf{TA{(O} Neft( {\left(begin{matrix}{n + 1}\k\end{matrix}\right)} \right) 

\leqslant 2{T^{(k)} }\eft( {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} 

\right) + {T^{\left( {k - 1} \ight)} }\eft( {\left(\begin{matrix}n\{k - 

1}\end{matrix}\right)} \right). 还 不 知道 zx(n,k) 使 不 等 式 中 的 等 
号 不 成 立 的 例子 . 当 上 与 n 相 比 很 小 时 ， 公 式 

z{2A{n + 1 - k}}\left(\begin{matrix}{n -1Nk- 1MNend{matrix}\right) 给 出 
{TA{(k)} }\left( {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} \right) 的 一 个 合适 的 上 界 . 


1.26 ”对 所 有 的 9 和 nn ， 行刑 次 序 可 以 经 过 Olnlogm) 步 计 算出 来 209， 习 题 511-2 以 及 习题 511-5] ，Bjorn 
Poonen 证 明了 : 只 要 Pn \equiv 0~(\bmod 3) 且 Pn \geqslant 9 ， 就 存在 恰 有 四 个 “ 坏 家 伙 ” 的 非 约 瑟 天 集合 ， 
事实 上 ， 这 样 的 集合 的 个 数 至 少 是 PAvarepsilon \eft(\begin{matrix}n\4\end{matrix}\right) (对 某 个 <>0 

) . 他 还 通过 大 量 的 计算 发 现 ， 具 有 非 约 登 夫 集合 的 仅 有 的 另外 一 个 en<24 是 en=20,， 对 ek=14 有 


236 个 这 样 的 集合 ， 而 对 上 二 13 则 有 两 个 这 样 的 集合 . (后 面 这 两 个 集合 中 ， 一 个 是 
ENeft{ {1,2,3,4,5,6,7,8,11,14,15,16,17} \right\} ， 另 呈 个 则 是 它 关 于 21 的 反射 . ) 对 win=15 和 w=9， 有 


>; 


唯一 的 非 约瑟夫 集合 ， 妈 BNleft{ {3,4,5,6,8,10,11,12,13} \right\}. 


2.1 ”对 此 没有 一 致 的 答案 ， 有 三 种 答案 站 得 住 脚 ，(1) 我 们 可 以 说 zAsum\nolimits_{k = m}n {{q_k}} 总 是 
等 价 于 zAsum\nolimits_{m \leqslant k \leqslant n} {{q_k}} ， 这 样 给 定 的 和 式 就 为 零 . (2) 有 人 或 计 F 会 说 ， 给 
定 的 和 式 是 2{q_4} + {q_3} + {q_2} + {q_1} + {q_0} ， 即 对 大 的 递减 值 求 和 . 但 是 这 与 一 般 所 接受 的 当 
n= 二 0 时 PAsumnolimits_{k = 1}An {{q_k}} = 0 的 约定 矛盾 . (3) 可 以 说 
zAsum\nolimits_{k = m}/n {{q_k}} = \sum\nolimits_{k \legslant n} 
{{q_k}} - \sum\nolimits {k <m} {{q_k}} 这 样 给 定 的 和 式 就 等 于 
己 - {q_1} - {q_2} - {q_3}. 这 种 约定 看 起 来 可 能 奇怪 ， 但 是 它 对 所 有 a 、 5 和 上 都 服从 有 用 的 法 则 
pAsum\nolimits_{k =a}^b {+\sum\nolimits {k=b+ 1}Ac = =} 

\sum\nolimits_{k = a} 人 人 c {}. 


me 


最 好 是 仅 当 zin - m \geqslant - 1 时 使 用 记号 zsum\nolimits_{k = m}^n {} ， 这 样 就 符合 了 (1) 和 (3) 这 两 个 约 
定 . 


2.2 ”得 到 Nbigl| x ne 附带 指出 ， 量 {[x > 0] - [x < 0]} \right) 常 被 称 为 i 或 者 
z{\rm{signum}}(Xx) ， 当 rz>0 时 它 等 于 +1， 当 z=0 时 它 为 0， 而 当世 x <0 时 它 等 于 2- 1. 


2.3 ”当然 ， 第 一 个 和 式 是 记 {fa_ 0} + {a_1} + {a_2} + {a_3} + {a_4} + {a_5}; 第 二 个 和 式 是 
{a_4} + {a_1} + {a_0} + {a_1} + {a_4} ， 因 为 这 个 和 式 取 遍 数值 Pk \in \left{ { - 2,- 1,0, + 1, + 2} \right\}. 
交换 律 在 这 里 并 不 适用 ， 因 为 画 数 加 (9 = {k^2} 不 是 排列 ，n 的 某 些 值 (例如 n=3) 没有 使 得 pl) =n 
的 坟 值 ， 其 他 的 (例如 n=4) 则 有 两 个 这 样 的 成 k. 


2.4 


cy 


Asum\nolimits_{i= 1}^4 {\sum\nolimits_{j =i+ 1}4 {\sum\nolimits_{k = 

j+1}4 {{a_{ijk}}} } } = \sum\nolimits_{i= 1}/2 {\sum\nolimits_{j =i+ 

1}3 {\sum\nolimits _{k =j+1}4 {{a_{ijk}}} } } = \left( {({a_{123}} + 
(a) {a_{124}}) + {a_{134}}} \right) + {a_{234}}. 


zAsum\nolimits_{k = 1}A4 {\sum\nolimits_{j= 1M{k -1} {\sum\nolimits {i 

=1M{j -1} {{a_{ijk}}} } } = \sum\nolimits_{k = 3}4 {\sum\nolimits_{j = 

2}^A{k -1 {\sum\nolimits {i= 1}{j- 1} {{a_{ijk}}} } } = {a_{123}}+ 
(b) \left( {{a_{124}} + ({a_{134}} + {a_{234}})} \right). 


2.5 ”两 个 不 同 的 指标 变量 用 到 了 同一 个 指标 “大 ”， 尽 管内 层 和 式 中 的 大 是 有 界 的 .这 是 数学 (和 计算 机 
程序 ) 中 一 各 的 错误 ， 事实 上 ， 如 果 对 所 有 7 和 zk~~(~1 \leqslant j,k eqslant n~) 都 有 lw2{a_j} = {a_k} 
; 刚才 吉 论 下 而 a 


BH 


2.6 ” 值 为 司 ](n -j +1). 第 一 个 因子 是 必须 的 ， 因 为 当 书 <1 或 者 >n 时 应 该 得 到 零 . 


一 种 基于 enabla 而 并 非 人 的 有 限 微 积分 的 形式 将 特别 突 


2.7 ”zm{x^{\overline {m - 1} }}. 这 样 一 来 
上 升 阶乘 寡 . 


7R 


压 


2.8 0 〈 如 果 冯 >1) ， 忆 1Abigll m \bigll! (如 果 m 0) 


2.9 2{x^{\overline {m +n} }} = {x^{\overline m }}{(x + m)Af\overlinen }} (对 整数 mm 和 n) . 令 
z-:{x^{\overline { - n} }} = 1/{(x - n)^{\overline n }} = 1/{(x - 1)^{\underline 
m 二 一 n 就 得 到 mn }}. 


2.10 “右边 的 另 一 种 可 能 是 PB{\rm{E}}u\Deltav + wDeltau. 
2.11 ”将 左边 分 成 两 个 和 式 ， 并 在 第 二 个 和 式 中 将 大 改 为 记 k + 1 
2.12 如果 Pl 和 )=n， 那么 n+c=k+\left( {{{(- 1)}k} +1} righ)c, BwNeft( {{{(-1)}k} + 1} vight) 


是 偶数 ， 政 而 PA(- DA{n+c}}={(- Dk} 且 zk=n-{(-1M{n+c}}c. 反 过 来 ， 从 上 的 这 个 值得 到 
zp(k) =n. 


ez.{R_0} =\alpha,~~{R_n} = {R_{n-1}}+{(-1)n}(beta + mgamma + 
2.13 ” 设 {n^2}\delta )~~(~n > 0~) 那么 
FR(n) = A(nj\alpha + B(n)\beta + C(n)\gamma + D(n)\delta. 取 Rn = 1 得 到 A(n) =1. 取 局 {R_n} = {(- DAn} 得 
到 PA(n) + 2B(n)={(-1)n}. 取 A{R_n}={(- DAnjn 得 到 2 B(n)+2C(n)={(-1)n}n. 取 
局 {R_n} = {(- DAn}j{fnA2} 得 到 PB(n) - 2C(n) + 2D(n) = {(- DAn}{fnA2}. 于 是 蕊 2DOn) = {(- An}({n^2} +D) 
， 所 说 的 和 式 是 PD(n). 


2.14 ”所 建议 的 改写 是 合法 的 ， 因 为 当 1< kn 时 有 Pk=\sum\nolimits_{1 \leqslantj \leqslant k} 1. 首 多 
对 大 求 和 ， 这 个 多 重 和 式 就 转化 为 


ez \sum\limits_{1 \leqslant j eqslant n} {({2A{fn+1}}+-{2Ah)}=nf2Afn+ 
1}} - ({2^{n + 1}} -2). 


2.15 ”第 一 步 用 2\sum\nolimits_{1 eqslant j \leqslant k} j 代替 Pk(k + 1). 第 二 步 给 出 . 


EW 


z-{x^{\underline m }}{(x - m)^{\underline n }} = {x^{\underline {m + n} }} 
2.16 ”根据 (2.52) ，= {x^{\underline n }}{(x - n)^{\underline m }}. 


2.17 “对 前 两 个 = 用 归纳 法 ， 而 对 第 三 个 应 用 (2.52) . 第 二 行 由 第 一 行 推出 . 
2.18 ”利用 如 下 事实 : 


ps: {(\Rez)^+}\eqslant\bigl|z \bigll,~~{(\Rez)^ - } leqslant \bigl| z 
\bigll,~~{(\Im Zz)^ + } \leqslant \bigl| z \bigl|,~~{(\Im 2z)^ - } \legslant \bigl| z 
\bigll,~~\bigl| z \big]| leqslant {(\Re z+}+{(Rez)^-}+ {Nm2z) A+}+ 

{QIm Zz) - }. 


2.19 ”用 局 {2^Afn -1}}/n! 乘 两 边 ， 并 令 

zp2{S_n} = {2Anj{T_ nMWn!= {S_{n-1}}+3\imes {2^{n -1}} = 3({2^n}- 

1) + {S_0}. 其 解 为 

se = 3 \times n! + nl/{2^{n - 1}}. (我 们 将 在 第 4 章 里 看 到 ， 仪 当 n 是 0 或 者 是 2 的 需 时 ， 五 才 是 一 个 整 
站 


2.20 ”扰动 法 给 出 


zs {Sn}+(n+1){H {n+1}}= {S_n}+\left( {\sum\limits_ {0 \leqslant k 
\leqslant n} {{H_k}} } right)+n+1. 


“我 们 应 该 养 成 对 所 做 事情 进行 思考 的 习惯 ， 这 是 个 极其 错误 的 老 套 说 法 ， 习 字 簿 上 以 及 所 有 的 名 人 在 讲话 时 都 会 重复 这 个 错误 .然而 
事实 恰恰 相 反 ， 人 类 文明 的 进步 ， 是 因为 不 断 增加 的 不 去 想 就 能 做 的 社会 活动 。 思 想 的 运作 就 像 骑兵 在 战斗 中 冲锋 一 他 们 在 数量 上 
严格 受 限 ， 他 们 需要 精力 充沛 的 马匹 ， 并 且 必 须 在 决定 性 时 刻 采取 行动 
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2.21 ”提取 Sn+1 的 最 后 一 项 得 到 pA{S_{n +1}} =1-{S_n}; 提取 第 一 项 得 到 


zw- {S_{n+1}}={(-1){n+1}}+\sum\limits_{1 \leqslant k \leqslant n+ 
1} {{{(- DH{n+1-k}}}= {(- 1) {n+1}}+\sum\limits_{0 \legslant k 
\leqslant n} {{{(- 1)}{n- k}}} = {(- 1) {n+1}}+ {S_n}. 


从 而 2{S_n} =1+{(-1)n} 且 有 2S_n=[n]http://private.codecogs.com/gif.latex?S_n=[n) 是 偶数 ![] ， 类 似 
地 ， 我 们 求 得 


zw {T_{n+1}}=n+1-{T n}=\sum\limits_{k = 0}Mn {{{(- 1)}M{n - k}} 
(k+1)}= {T_n} + {S_n}, 


故而 PR2{T_n} =n+1-{S_n} 且 有 
wT_n=\frac{1}{2}Mbigl(n+[n](http: //private. codecogs.com/gif.latex? 
T_n=\frac{1}{2}Mbigl(n+[n) 是 奇数 ![]\bigr) . 最 


TT 


3 同样 的 方法 得 到 


从 而 忆 {U_n} 就 是 三 角形 数 Bfrac{1}{2} + 1)n. 
2.22 “将 通常 的 和 式 作 双 倍 ， 得 出 一 个 对 p21 \leqslant j,k \leqslant n 求 和 的 “简易 型 ”和 式 ， 它 分 开 就 得 到 


zw \left( {\sum\nolimits k {{a_ k}{A_k}} } \right)\left( {\sum\nolimits k 
{{b_k}{B_k}} } \right) - \left( {\sum\nolimits k {{a_k}{B_k}} } \right)\eft( 
{\sum\nolimits k {{b_k}{A_k}} } \right) 


的 两 倍 . 


2.23 (a) 这 种 方法 给 出 四 个 和 式 ， 其 值 为 zi2n + {Hj 有 2n + \left( {{H_n} + \frac{1}{{n + 1}} - 1} \ight). 
1k + 1/(k +1) 代替 这 个 求 和 项 会 更 容易 一 些 . ) (0) 设 

zu(X) =2X + 1,~~\Delta v(x) = 1/x(x + 1)= {(x - 1)^{\underline { - 2} ， 那么 

FADelta u(x) = 2,~~v(x) = - {(x - DA{underline { - 1} }} = - 1x. 答案 是 蕊 2{H_n} - \frac{n}{{n + 1}}. 


一 、 


pAsum {{x^{\underline m }}{H_x}\delta x = } {x^{\underline {m + 1} }} 
2.24 “分 部 求 和 ，{H_xjm + TD - {x^{\underline {m+1}}}/{(m+1)2}+C ， 从 而 
FAsum\nolimits_{0 \leqslant k <n} {{k^{\underline m }}{H_k}} = 
{n^{\underline {m + 1} }}\left( {{H_n} - 1/(m + 1)} right)/(m + 1)+ 
{0^{\underline {m + 1} }H/{(m + DA2}， 在 我 们 的 情形 m = -2 ， 故 而 和 式 
为 1 -({H_n} + 1)/+1). 


2.25 ”这 里 有 一 些 基本 的 相似 结果 : 


z-{ PA2} = \left( {\prod\nolimits_{1 \leqslant j,k \leqslant n} {{a_j}{a_k}}} 

\right)\left( {\prod\nolimits_{1 \leqslant j = k \leqslant n} {{a_j}{a_k}}} 
2.26  \right). 第 一 个 因子 等 于 
zfNeft( {\prod\nolimits_{k = 1}An {a_k^n} } \right)^2} ， 第 二 个 因子 等 于 pAprod\nolimits_{k = 1}An {a_k 人 ^2} 
， 因 此 zs2P = {\left( {\prod\nolimits_{k = 1}An {{a_k}} } ight)^{n + 1}}. 


zwADelta ({c^{\underline x }}) = {c^{\underline x }}(c-x-1)= 
2.27 {cA{\underline {x + 2} }}H/(c -x). 置 zc=-2 有 是 zz 以 2 递减 ， 
BADelta \left( { - {{(- 2)}^{\underline {x - 2} }}} \right) = {( - 
这 就 得 到 2)A{\underline x }}/x 此 所 述 和 式 等 于 
B.{(- 2)^{\underline { - 1} }} - {(- 2)^{\underline {n- 1} }} = {(- 1)n}nt; 
-1. 


2.28 ”在 第 二 行 与 第 三 行 之 间 交 换 求 和 ， 未 证 明 合法 性 ， 这 个 和 式 的 项 并 不 绝对 收敛 . 除了 
9 3 1} {[k =j- 1]K/j} 这 一 结果 似乎 应 该 写成 (Oj - 1 ， 且 可 以 明显 加 以 简化 外 ， 
~ 了 完 EE 


By 


一 


与 不 完全 正确 相对 照 . 


wai\frac{k}{{4{k^2} - 1}} = \frac{1}{4}\left( {\frac{1}{{2k + 1}} + \frac{1} 


从 而 答案 是 


2.29 ”利用 部 分 分 式 得 到 
{{2k - 1}}} \right). 
现在 ， 因 子 (-1)" 就 使 得 每 一 项 的 两 个 部 分 与 其 相 邻 项 抵消 ， 
zsummolimits_aAb {x\delta x} = \frac{1}{2}({b^{\underline 2 }} - 
2.30 {a^{\underline 2 }})= \frac{1}{2}(b - a)(b +a- 1). 


BB 4+ {(- DAnM(8n + 4). 


所 以 有 


ez(b - a)(b +a-1)=2100= {22} \times 3 \times {5^2} \times 7. 


表达 方式 都 有 


对 于 写成 P22100 = x \cdoty 的 每 一 和 
za = \frac{1}{2}\bigl| {x - y} 
+ \frac{1}{2} 

3 \times {5^2} \times 7 的 因 


子 个 数 ， 即 等 于 12. 
式 表示 PMNprod\nolimits_p {{p^{{n_p}}}}， 


个 解 ， 


一 般 来 说 ， 


时 数 


1r 是 人 


~ 


\bigl| + \frac{1}{2},~~b = \frac{1}{2}(x + y) 


而 7 是 奇数 ， 我 们 令 


， 所 以 解数 就 是 


~ 


' 的 乘积 取 遍 


素数 . 


有 zwAprod\nolimits_{p > 2} {({n_p} + 1)} 


FAsum\nolimits { j,k \geqslant 2} {{j^{ - k}}} = \sum\nolimits_{j \geqslant 


2.31 
-3/4. 


2.32 


\cdots + (x - 2n + 1). 
z-2n - 1 \legslant x < 2n ， 


如 果 p22n \leqslantx<2n+1， 
zp:0+\cdots +n+(x-n-1)+\cdots+ (x 


则 和 式 是 


En(X - 


n). 


2} {1/{j^2}(1 - LU)} = \sum\nolimits_{j \gegslant 2} {1/j} G - 1). 


-2n)=n(x-n)=(x-1)+(x-3)+ 


那么 它们 两 者 都 等 于 


类 似 地 ， 如 果 


(看 第 3 章 ， 公 式 


zleft\lfloor {\frac{1}{2}(x + 1)} \right\rfloor \left( {x - \left\lfloor {\frac{1} 


{2}(x + 1)} \right\rfloor } \right) 


2.33 


如 果 天 是 空 


叶 


类 似 地 ， 第 二 个 和 式 等 于 


含 这 


种 情 


NS 
~ 


忆 {(\Lambda_{k \in K}}{a_k} =\infty. 则 基本 的 类 似 结果 是 : 


Bf{KA+} = Meft{ k\bigll{a k} \geqslant 0} \right\},~~{K^ - } = \left\{ k 


2.34” 设 \bigll{a_k} <0} vight\}. 


们 选取 已 {F_n} 是 PB{F_{n-1}}\cup {E_n}, 其 


1 思 {E_n} \subseteq {KA - } 充分 a 


zwAsum\nolimits_{k \in \left( {{F_{n- 1}} \cap {K^ 人 + }} \ight)} {{a_k}} - 
\sum\nolimits_{k \in {E_n}} {(- {a_k})} < {A^-}. 


使 用 


种 符号 的 项 比 使 用 


可 以 证 明 哥 德 巴赫 和 式 等 于 


2.35 


另 一 种 符号 的 项 更 快 的 排列 方式 ， 


能 将 和 式 引 导 到 它 希望 取 的 任 


Ei 


， 那 么 我 


何 值 . 


za\sum\limits_{m,n \gedqslant 2} {{m^{ - n}}} = \sum\limits_{m \geqslant 2} 
{\frac{1}{{m(m - D}} = 1}, 


方法 是 : 将 一 个 几何 级 数 分 散 开 


本 


如 果 我 们 能 找到 有 序 对 (m,n)(~m,n\geqslant 2~) 与 有 序 对 22(k,1)(~K\in P 
中 启 {m 人 n} = {kAl} 
令 (m,n) \eftrightarrow ({m^n},1); 但 是 如 果 


| 那么 就 能 完成 证 明 ， 
站 多 
z-(m,n) \leftrightarrow ({a^n},b). 


(a) 根 据 定义 ， 


~ 


2.36 


忆 gn - g(n - 1) = f(n). (b) 根 据 (a)， 


( 当 这 


有 


来 ， 它 等 于 zsMNsum\nolimits_{k \in Pl \geqslant 1} {{k^{ - 1}}}， 


这 样 一 来 ， 


2 \geqslant 1~) ) ) 之 间 的 一 一 


z-g\left( {g(n)} \right) - g\left( {g(n - 1)} \right) = \sum\nolimits_kf (k)[g(n - 
1) < k \leqslant g(n)] = n\left( {g(n) - g(n - 1)} \right) = nf(n). 


些 有 序 对 相对 
果 忆 Pm = {a^b} \inP ， 我 人 


应 时 ) .如 晒 m wotin P ， 我 


] 就 令 


(c) 再 次 根据 (a)， 


zw-g\left( {g\left( {g(n)} \right)} \right) - g\left( {g\left( {g(n - 1)} \right)} 
\right) 等 于 


B. \begin{alignedM\sum\nolimits_k& {f(k)\eft[ {g\left( {g(n - 1)} \right) <k 
\leqslant g\left( {g(n)} \right)} \right]} \&= \sum\limits_{j,k} {j\left[ {j= 
f(k)} \right]\left[ {g\left( {g(n - 1)} \right) < k \legslant g\left( {g(n)} \right)} 
\right]}\&= \sum\limits_{j,k} {j\left[ {j = f(k)} \right]\left[ {g(n - 1) <j 
\legslant g(n)} \right]} \&= \sum\limits_j {j\left( {gO) - gC - 1)} \right)\Neft[ 
{g(n - 1) <j \leqslant g(n)} \right]} \&= \sum\limits_j {jfG)\leftl {g(n - 1) <j 
\leqslant g(n)} \right]} = nm\sum\limits_j {j\left[ {g(n - 1) <j \leqslant g(n)} 
\right]}.\end{aligned} 


于 这 种 自 描述 ， 哥 隆 序列 在 “约会 游戏 ” (the Dating Game3 ) 节目 中 不 会 有 出 色 的 表现 . 


| he Dating Game 是 美国 广播 公司 (ABC) 于 1965 年 12 月 20 日 开播 的 一 个 节 有 点 类 似 于 我 们 今天 某 些 地 方 电视 台 举 办 的 相亲 类 节目 .通常 
Y 单 身 女 子 向 隐藏 于 幕后 的 三 位 单身 男子 提问 (有 了 时 也 会 是 一 位 单身 男子 向 三 位 单身 女子 提问 ) ， 节 目的 最 后 由 那 位 女 嘉宾 选中 一 人 
在 某 个 确定 的 日 期 一 道 出 游 ， 费 用 由 节 办 方 承担 . 


Colin Mallows 注 意 到 ， 此 序列 也 可 以 用 递归 式 


zz. f(1)= 1;~~f(n + 1)=1+f\left( {n+1 -fleft( {f(n)} \right)} \right),~~n 


\gegslant 0 
来 定义 . 
2.37 ”( 黄 立 恒 认为 ， 它 们 可 能 填 不 满 该 正方 形 ， 高 德 纳 认为 ， 它 们 有 可 能 填 满 ， 帕 塔 许 尼 殉 尚 未 发 表意 


z-m = \left\lfloor {\lg n} \right\rfloor;~~l = n- {2^m} = n - {2^{\left\lfloor 
3.1  {\lgn}\ight\rfloor }}. 


3.2 (a) .wleft\floor {x + 0.5} \right\rfloor. (b) eleftNceil {x - 0.5} \right\rceil. 


3.3 ”得 zeft\lfloor {mn - \eft{ {m\alpha } \right\}nAalpha } rightvrfloor = mn - 1 ， 因 为 
z-0 < \left{ {m\alpha } right\} <1. 


3.4 “不 要 求证 明 ， 仅 赁 运气 猜测 的 问题 (我 狂想 ) 


3.5 ”根据 (3.8) 和 (3.6) ， 我 们 有 
zAleft\floor \right\rfloor = = \left\lfloor {n\left\lfloor x \right\rfloor + 

n\left{ x \right\}} \right\rfloor = n\left\lfloor x \right\rfloor + \left\lfloor 

{n\left\{ x \right\}} \right\rfloor. 假设 是 一 个 正 整数 ， 因 而 ， 
zleft\floor {nx} \right\rfloor = n\left\lfloor x \right\rfloor \Leftrightarrow 
\left\lfloor {n\left{ x \right\}} \right\rfloor = 0 \Leftrightarrow 0 \leqslant 

n\left\{ x \right\} < 1 \Leftrightarrow \left\{ x \right\} < 1/n. (时 
I 都 有 zin\left\floor x \right\rfloor \leqslant lefNfloor {nx} \right\rfloor. ) 


bot 
让 


一 二 


， 在 这 种 情况 下 ， 对 所 有 


zleft\lfloor {f(x)} \right\rfloor = \left\lfloor {f\left( {\eft\lceil x \right\rceil } 
3.6  \right)} \right\rfloor. 


3.7 waAleft\floor {n/m} \right\rfloor + n\bmod m. 


3.8 ”如 果 所 有 的 盒子 都 包含 已 < efNlceil {n/m} \right\rceil 个 物体 ， 那 么 
zn \ledslant \left( {\left\lceil {n/m} \ight\rceil - 1} Yightbm ， 所 
zn/m + 1 \leqslant leftceil {n/m} \right\rceil] ， 这 与 (3.5) 矛盾 . 其 他 证 明 类 似 . 


江 


3.9 “我们 有 mm -1/gq= (n{\rm{ mumble en 这 个 过 程 必定 会 终止 ， 因 为 
z20 \leqslant n{f\rm{ mumble }}m{\rm{ < }}m. 该 表达 式 的 分 母 是 严格 递增 的 ， 因 此 各 不 相同 ， 


By 


z-qn/(n{\rm{ mumble }}m) > qd. 


3.10 ” 原 表 达 式 不 是 整数 友 ] . 如 果 2Aleft{ x wright\} ed \frac{1}{2} ， 则 它 是 离 x 最 近 的 整数 ， 否 则 它 
是 最 近 的 偶数 . (见习 题 3.2.，) 于 是 ， 公 式 给 出 了 一 种 “无 偏 * 的 舍 入 取 整 方式 . 


exAalpha < n < \beta \Leftrightarrow \left\lfloor \alpha \right\rfloor < n < 

3.11 ”如 果 n 是 整数 ， 那 么 \left\ceil \beta \right\rceil. 当 a 
和 5 是 整数 时 ， 满 足 pia <n <b 的 整数 个 数 是 z2(b -a- 1)[b > al. 于 是 ， 如 果 ealpha = \beta = 整数 ， 我 们 
就 会 得 到 错误 的 答案 . 


3.12 ”根据 (3.6) ， 从 两 边 减 去 |"/ 中 就 得 到 

zleft\lceil a m)/m} \right\rceil = \lefNfloor {(Mbmod m +m - 

1)/m} \right\rfloor. 现在 两 边 都 等 于 ， 这 是 由 了 
z20 \leqslant mbmod m < m. 只 要 注意 到 (3.24) 中 的 第 一 项 必定 等 于 (3.25) 中 的 最 后 一 项 ， 就 能 得 到 一 个 
更 简短 但 不 太 直 接 的 证 明 . 


它们 构成 一 个 划分 ， 则 正文 中 关于 六 (a,n) 的 公式 就 意味 着 1/4 + 1/5 = 1 ， 因 为 该 方程 如 果 对 
] 成 立 ， 那 么 方程 ziNQ(\alpha ,n) + N(\beta ,n) =n 中 必 的 系数 必定 一 致 从 而 i a 和 5 都 是 有 理 数 
或 者 两 者 都 是 无 理 数 . 如 果 都 是 无 理 数 ， 我 们 就 的 确 得 到 了 一 个 正文 所 指出 的 划分 . 如 果 两 者 都 可 以 用 分 
子 m 写 出 来 ,那么 值 em - 1 就 不 会 出 现在 任何 一 个 谱 中 ， 而 m 则 在 这 两 个 谱 中 都 出 现 - (然而 ， 哥 隆 
[151] 注意 到 ， 当 1/ae +1/5= 1 时 ， 集 合 2Abigl{ {\eft\floor {malpha } \rightwfloor } \biglln \geqslant 1} \bigr\} 
和 Nbigl{ {\eft\ceil {n\beta } \right\rcei] - 1} \biglln \geqslant 1} \bign\} 总 会 构成 一 个 划分 . ) 


3.14 ”如 果 ny =0 ， 根 据 (3.22) 这 是 显然 的 ， 反 之 由 (3.21) 和 (3.6) 知 其 为 真 . 


3.15 ”在 (3.24) 中 用 lefNlceil {mx} \right\rceil 代 赫 nn: 
zleft\lceil {mx} \right\rceil = \leftNlceil x \right\rceil + \left\lceil {x - 
\frac{1}{m}} \right\rceil + \cdots + \left\lceil {x - \frac{{m - 1}}{m}} 
\right\rceil. 


0 


3.13 ”如 果 
1 


3.16 ” 当 p20 leqslantn <3 时 ， 公 式 
znNbmod 3= 1+\frac{1}{3}Mleft( {(\omega - 1){\omega An} - (omega + 2) 


{\omega ^{2n}}} \right) 可 以 通过 检查 加 以 验证 . 
当 m 是 任意 正 整 数 时 ， 关 于 n mod m 的 一 般 性 公式 出 现在 习题 7.25 
3.17 


z. \begin{aligned}&\sum\nolimits_{j,k} {[0 \legslant k < m]} [1 \leqslantj 
\leqslant x + km] = \sum\nolimits_{j,k} {[0 \leqslant k < mil1 \leqslant]j 
\legslant \left\lceil x \right\rceil ]} ~[k \geqslant m(j - x)\&~~~~~~~= 
\sum\nolimits_{1 \leqslant j \leqslant \left\lceil x \right\rceil } 
{\sum\nolimits_k {[0 \leqslant k < m]} } - \sum\nolimits_{j = \left\lceil x 
\right\rceil } {\sum\nolimits_k {[0 \legslant k < m(j - x)]} MN\&~~~~~~~= 
m\left\lceil x \right\rceil - \left\lceil {m\left( {\left\lceil x \right\rceil - x} 
\right)} \right\rceil = - \left\lceil { - mx} \right\rceil = \left\floor {mx} 
\right\rfloor.\end{aligned} 


3.18 ”我 们 有 


Pn S =\sum\limits_{0 \leqslant j < \left\lceil {malpha } \right\rceil \;} 
{\sum\limits_{k \geqslant n} {\left[ {j{\alpha ^{ - 1}} \leqslant k <(j + \nu) 
{\alpha ^{ - 1}}} \right]} }. 


如 果 本 eqslant n\alpha - 1 eqslant nm\alpha - mu ， 则 没有 贡献 ， 因 为 220 + mu )falpha ^{ - 1}} leqslant n. 
从 而 本 = MefNfloor {nalpha } rightvfloor 是 仅 需 要 考虑 的 情形 ， 在 此 种 情形 下 其 值 等 于 


zleftlceil {\left( {\left\lfloor {nm\alpha } \right\rfloor + \nu } \right){\alpha 
A{ - 1}}} \right\rceil - n \leqslant \left\lceil {\nu {\alpha ^{ - 1}}} \right\rceil. 


3.19 ” 当 且 仅 当 5 是 整数 . (如 果 b 是 整数 ， gs b}x 就 是 一 个 连续 的 递增 函数 ， 它 仅 在 整数 点 取 整 数 
值 . 如 果 呈 不 是 整数 ， 那 么 条 件 在 二 x =b 时 失效 . 


BAsummolimits_k {kx} [alpha \leqslant kx \leqslant \beta ] = 
x\sum\nolimits_k {k\left[ {\left\lceil {\alpha /x} \right\rceil \leqslant k 
3.20 “我们 有 \leqslant \leftlfloor {\beta /x} \right\rfloor } \right]} ， 其 和 等 于 
pAfrac{1} 
{2}x\left(\left\lfloor\beta/x\right\rfloor\left\lfloor\beta/x+1\right\rfloor{ - 
\left\lceil {\alpha /x} \right\rceil \left\lceil {\alpha /x - 1} \right\rceil } \right). 


3.21 ”如 果 {10An} eqslant {2^M} < {10^{n + 1}} ， 那 么 恰好 有 +1I 个 这 样 的 2 的 需 ， 因 为 对 每 个 大 恰 
好 有 一 个 这 样 的 2 的 大 位 数字 的 寡 . 因此 答案 是 221 + \left\lfloor {M\log 2} \right\rfloor. 


注意 : 当 四 >1 时 ， 首 位 为 ! 的 2 的 需 的 个 数 更 加 困难 ， 它 等 于 
zsSummolimits_{OMeqslant nleqslant M}\left(\left\lfloor n\log2-\log 
l\right\rfloor-{\left\lfloor {n\log 2 - \log (| + 1)} \right\rfloor } \right). 


3.22 “除了 第 上 项 之 外 ， 对 于 和 n 一 1 所 有 的 项 都 是 相同 的 ， 其 中 en = {2^{k-1}}q ， 而 4 是 奇数 ， 我 
们 有 wiAS_n}={S_{n-1}}+1,~~{T_n}={T_{n-1}}+ {2^k}q. 从 而 2{S_n}=n 且 wT_n}=n(n+1). 


! 


zs{ X_n} = m\Leftrightarrow\frac{1}{2}m(Qm - 1) < n \leqslant \frac{1} 
{2}m(m + 1) \Leftrightarrow {m^2} -m+\frac{1}{4} <2n < {m^2} +m+ 
3.23 \frac{1}{4} \Leftrightarrow m - \frac{1}{2} <\sqrt {2n} <m + \frac{1}{2}. 


3.24 ” 设 IzAbeta =\alpha /Calpha +1). 那么 ， 非 负 整 数 m 在 Spec(5) 中 出 现 的 次 数 ， 恰 好 比 它 在 Specla) 
出 现 的 次 数 多 1 为 什么 ? 因为 i2N(\beta ,n) =NCalpha ,n)+n+1. 


3.25 ”继续 正文 的 推导 . 如 果 我 们 能 找到 一 个 使 得 局 {K_mj Neqslantm 的 m 值 ， 那么 当 Pn = 2m+1 时 就 
能 破坏 1n 二 1 情形 下 的 恒等式 . ( 当 zn = my 1 以 及 en=3mr+2 时 亦 然 . ) 但 是 ， 存 在 这 样 的 
em=n+1l， 要 求 己 2{K_{NefNlfloor {n/2} \right\rfloor }} Meqslant n' 或 者 
z-:3{K_{\left\floor {n/3} \right\rfloor }} \leqslant n' ， 即 要 求 


BP {K_{\left\lfloor {n/2} \right\rfloor }} \legslant \left\lfloor {n'/2} 
\right\rfloor 或 者 
BP {K_{\left\lfloor {n/3} \right\rfloor }} \leqslant \left\lfloor {n/3} 
\right\rfloor. 


“在 尝试 用 数学 归纳 法 进行 证 明 时 ， 你 有 可 能 会 由 于 两 个 相反 的 原因 而 失败 .失败 可 能 是 因为 你 想 证 明太 多 的 东西 了 ， 卫 (7) 是 个 太 沉重 
的 负担 .然而 也 可 能 因为 你 尝试 证 明 的 东西 太 少 ， 卫 (7) 是 个 太 微 弱 的 支撑 .一 般 来 说 ， 你 需要 对 定理 的 表述 加 以 平衡 ， 使 得 你 的 负担 恰 
好 有 足够 的 支撑 
一 波 利 亚 P97 


阿 哈 ! 这 就 可 以 一 直 往 下 降 ， 它 表明 已 {K_0} \leqslant 0 ， 但 是 已 {K_0} =1. 


门 真正 想 要 证 明 的 是 : 对 所 有 zn n} 严格 大 于 n. 事实 上 ， 容 易 用 归纳 法 证 明 此 结论 ， 
管 它 比 我 们 无 法 证 明 的 那个 结果 还 要 强 


Ee 题 给 我 们 上 了 重要 的 一 课 . 与 其 说 它 是 关于 底 函 数 性 质 的 练习 题 ， 还 不 如 说 它 是 关于 归纳 法 特性 
bp 练习 题 . ) 


3.26 ”归纳 法 ， 利 用 更 强 的 假设 


EBD_nA{(q)} \legslant (q - 1)\eft( {{{\left( {\frac{q}{{q- 1}}} \right)}^{n + 
1}} - 1} \right),~~n \geqslant 0. 


al 


lh 


3.27 ”如果 PD_nA{(3)} = {2Amjb -a ， 其 中 a 是 0 或 者 1， 那 么 WD_{n + mjA{(3)} = {3Amjb - a. 


3.28 ”关键 的 事实 是 己 {fa_n} = {m^2} 弄 洱 局 {a_{n+2k+1}} = {(m+k) 人 2}+m-kk 以 及 
{a_ {n+2k+2}}= {(m+ k)^2} + 2m~~(~0 \leqslant k \leqslant m~) ， 基 此 {a_{n+2m+1}}= {(2m)’2}. 
答案 可 以 写成 由 Carl Witty 发 现 的 漂亮 形式 : 


zi{a_{n-1}}= {2\} + \left\floor {{{\left( {\frac{{n - 1}}{2}} \right)}^2}} 
Nightvfloor ， 当 
z2{2N} + 1 \leqslant n < {2^{1 + 1}}+1+1 了 时 . 


3.29 PD\left( {\alpha ',\eft\floor {\alpha n} \right\rfloor } \right) 至 多 是 
zs\Jeft(\alpha',\left\lfloor mM\alpha\right\rfloor,\nu"\rifht)=-s(\alpha,n,\nu)- 

S+\varepsilon+\bigl{0 或 者 局 1\bign\}+\nu'-\bigl{0 或 者 
1\bign\} 的 最 大 绝对 值 . 


3.30 ”根据 归纳 法 有 z2{X_n} = {\alpha 人 ^{{2^n}}} + {\alpha 人 ^{ - {2^n}}} ， 而 户 {X_n} 是 一 个 整数 . 
3.31 “这 是 一 个 “优雅 的 ? 且 “ 令 人 印象 深刻 的 证明， 没有 任何 线索 说 明 它 是 如 何 被 发 现 的: 


js: \begin{aligned}\eft\lfloor x \right\rfloor + \left\lfloor y \right\rfloor + 
\left\lfloor {x + y} \right\rfloor &= \left\lfloor {x + \left\lfloor y \right\rfloor } 
\right\rfloor + NefNfloor {x + y} \right\rfloor \&\leqslant \left\lfloor {x + 
\frac{1}{2}\left\lfloor {2y} \right\rfloor } \right\rfloor + \left\lfloor {x + 
\frac{1}{2}left\lfloor {2y} \right\rfloor + \frac{1}{2}} \right\rfloor \&= 
\Jeft\lfloor {2x + \left\lfloor {2y} \right\rfloor } \right\rfloor = \left\lfloor 
{2x} \right\rfloor + \left\lfloor {2y} \right\rfloor .\end{aligned} 


这 个 推理 有 严重 的 缺陷 . 


: 我 们 只 需要 考虑 BO \leqslant xy < 1 的 情形 .这样 一 


部 


还 有 一 个 用 图 形 表示 的 简单 证 明 ， 它 基于 的 事实 
来 ， 这 些 函 数 在 平面 上 看 起 来 就 像 这 样 : 


有 可 能 得 到 更 强 一 点 的 结果 ， 即 


zs \eft\lceil x \right\rceil + \lefNfloor y \right\rfloor + \lefNfloor {x + y} 
\right\rfloor \leqslant \left\lceil {2x} \right\rceil + \left\lfloor {2y} 
\right\rfloor, 


日 是 这 个 结果 也 仅 当 zpAleft{ a = \frac{1}{2} 时 才 更 强 一 些 . 如 果 在 这 个 恒等式 中 用 2( - x,x+y) 代 


蔡 z(x,y) 并 应 用 反射 法 则 (3.4) ， 我 们 就 得 到 
zs \eft\lfloor y \right\rfloor + \left\lfloor {x + y} \right\rfloor + \left\lfloor 
{2x} \right\rfloor \leqslant \left\lfloor x \right\rfloor + \left\floor {2x + 2y} 
\right\rfloor. 
3.32 ” 设 fl 是 问题 中 的 和 式 .， 由 于 zf(x)=f(-x)， 因 而 可 以 假设 zx \geqslant 0. 当 大 一 -ce 有 时， 这 些 项 


以 2 为 界 ， 而 当 丰 一 +ee 时 ， 它 们 以 成 (xA2j/{2Ak] 为 界 ， 所 以 这 个 和 式 对 所 有 的 实数 z 都 存在 . 


Bf(2x) = 2{\sum\nolimits k {{2A{k - 1}}\eft\ {x/{2^{k - 1}}} vight\} ^2} 
我 们 有 = 2f(x). 设 Bf(x) =1(x) +r(x) ， 其 
中 (x) 是 对 于 大 入 0 的 和 式 ， 而 Er(Cg 则 是 对 于 大 > 0 的 和 式 . 这 样 (x + 1)=1(x) ， 且 对 所 有 xz 都 有 
(x) \leqslant 1/2. 当 0 乏 二 工时， 我们 有 Pr(x) = {x^2}/2 + {x^2}H4+\cdots = {x^2} ， 而 
Brx+TD={x-1DA2HM2+{x+1DA2HM4+{GX+1TDA2J8+Ncdots = {x^2} + 
1. 因此 当 0<z<1 时 有 
Bf(x + 1) = f(x)+1. 


现在 可 以 用 归纳 法 证 明 ， 当 0< 7 <1 时 ， 对 所 有 整数 n>0 都 有 f(x+n)=fC9 +n. 特别 地 ， 刀 0 一代 于 
是 一 般 来 说 ， flz) = 2-™mf(2™m7) = 2-m [2™z| 二 2™f({2"z}). { 是 f({2 om7 0) 二 一 ![( ({2 omrx }) ) + r ({2™: r EA< ei 
< 


， 所 以 对 所 有 整数 m 都 有 
这 样 我 们 只 能 得 到 如 下 结论 ， 对 所 有 实数 有/(?) = |z 


bl 


flz) = < |2—™ [2™z] r+2™ x 


1 
3.33 ” 设 ”“” 2 是 圆 的 半径 ，(a) 在 棋盘 的 格子 之 间 有 2n -1 条 水 平 的 直线 和 2n 一 1 条 下 的 直线 ， 这 
个 圆 穿 越 每 条 直线 两 次 .由 于 于 不 是 整数 ， 勾 股 定理 告诉 我 们 ， 这 个 圆 并 不 经 过 任何 一 个 格子 的 角 点 . 

此 这 个 圆 经 过 ee 样 多 ， 即 sn 一 4= 8r. 同样 的 公式 疆 负 了 柜 盘 过 系 的 信守 个 


大 
数 ， = 4IVr 态 | .由 (@) 和 (b) 推 出 


得 到 这 个 和 式 的 更 精确 估计 ， 是 数论 中 的 一 个 著名 问题 ， 高 斯 等 许多 人 都 研究 过 这 个 问题 ， 见 参考 文献 
Dickson[78， 第 2 卷 第 6 章 ]. 


3.34 
(a) 设 允 = [sn|. 我 们 可 以 增加 2™ 一 n 项 ， 以 简化 在 边界 上 的 计算 : 


fln) + (2™—n)m 一 > [lgk] = jiD = [1gk|][l < k < 2™] 
k=1 jk 


= >》 jt!<k<H gigm] 
jk 


= 全 天 1=2"(m—1)+1. 
由 此 即 得 f(n)=nm—2™+1. 


(b) 我 们 有 [2| = L(+ i 此 推 得 ， 一 般 递 归 式 9(") = a(m) +g(|m/2|) +g(Ln/2 
Ag(n) = Aaln) + Ag(|n/2]). 特 别 地 ， 当 a(n) =n 一 1 时 ，n 的 二 进 制 表 示 的 位 数 ， 即 | 
Afln)=1+Af(|n/2)). pe 


Ei 


3.35 (n+1)nle= A,+ (n+1)? 十 (十 1) 二 ， 其 中 


> 


]) 的 解 必定 满足 
lgl n+l)|, 满足 


(n+ 1)2n! (n+ 1)2n! (n+ 1)2n! 
A = + 十 二 
0! 1! TI 


是 nn 的 倍数 ， 而 


人 十 二 7 nl! (n+ 1)n! 


)! Wn 外 


) 
(十 2 
1 十 1 1 有 
~ n+2 t+ (n+ 3)(n+4) 


n+l 1 1 | 1 
“n+2\ n+3 (7 十 3)(2 十 3) 


加 (n+1)(n+t3) 


(n +2) 


B, = 
n (n+ 


小 于 1， 从 而 答案 是 2 modn. 
3.36 ”这 个 和 式 是 


>》 24 "m= 19] = [19kJ]l < 大 < 22] 


k,l,m 


= 》 2-4m[D2ms<1<2nt [2 gk<2] Ogm<n] 
k,lm 


三 》 4 [2 入 1< 2n+l][0 乏 mm < 了 ] 


lm 


= 2"™[0g<m<n]=2(1—2") 


m 


1 
3.37 ”首先 考虑 m < 的 情形 ， 它 可 以 按照 是 否 有 ””2” 再 加 以 细 分 ， 然 后 证 明 ， 当 m 增加 时 两 边 以 
同样 的 方式 变化 


3.38 ”至 多 有 一 个 zi 不 是 整数 . 抛弃 所 有 的 整数 zk ， 并 假设 有 个 保留 下 来 . 当 {7?} 关 0 时 ，{mz} 当 


m 一 cc 时 的 平均 值 介 于 区 frac{1}{4} 和 32 之 间 ， 从 而 当 n > 1 时 {m7} 二 二 mzn} 一 {mz 二 二 mn 
的 平均 值 不 可 能 为 零 . 


不 管 它 的 叙述 方式 如 何 ， 这 真 的 是 仅 有 的 一 个 水 平 4 的 问题 . 


ES 


日 是 刚刚 给 出 的 论证 方法 依赖 于 一 个 关于 nd 能 需要 给 它 的 初等 证 明 ， 这 
n = 2 的 情况 来 概述 这 个 初等 证 明 : 设 Pn 是 点 io aa 将 单位 正方 形 
忆 0 \leqslant x,y < 1 分 成 三 角形 区 域 4 和 B. 我 们 想 要 指出 : 如 果 {7?} 和 {让 不 为 零 ， 秆 公 对 菜 个 个 m 有 
Pn & B. 如 果 Pe B， 我 们 就 完成 了 证 明 ， 如 若 不 然 ， 就 存在 一 个 中 心 在 Pl ， 半 径 为 = > 0 的 圆 盘 D， 使 


得 DC 4 根据 狄 利克 雷 抽 层 原理， 如 果 N 足够 大 ， 那 么 序列 Pl,… , Py 必定 包含 满足 | 全 一 已 [< 和 >j 
的 两 个 点 . 


Pi |W) 
Ch (1, 1)-—P, 


由 此 推出 俯 -j-1 在 点 (4, 了 DD) 一 员 的 = 邻 域 之 内 ， 从 而 人 =j-1& B. 


3.39 b 一 j 代 蔡 7 ， 并 将 j= 0 这 一 项 添加 到 和 式 中 ， 使 得 习题 3.15 可 以 用 于 关于 j 的 和 式 . 对 上 大 求 
和 ， 结 果 就 精简 成 


[zx] 一 [z/b*+1] 十 b 一 1. 


3.40 设 [2v 可 = 处 + ， 其 中 -2 和 <r<2， 又 令 严 = [Vv 纠 . 则 下 面 的 关系 可 以 用 归纳 法 证 明 . 
线段 | m x y 当 且 仅 当 
We 121 2 一 1 mm+)—n—k 大 (2£k—1)(2k—1)< ns (2k Co 1)(2k) 
Sk |-1|2k—1 |—k mm+i+)—ni+k (2k—1)(2k) <n < (2k)(2k) 
Er: |0o |2k 刀 一 ?0 十 站 十 大 一 天 (2k)(2k) < n < (2k)(2k+ 0) 
NE k n—m(m+0D)—k |(2k)(2k+I) <n< (2k+1)(2k+0) 


这 样 一 来 ， 当 > 1 时 WW 是 一 条 长 度 为 2: 一 1 的 线段， 半径 向 丁 且 vm) 全 5% 是 一 条 长 为 的 线段 
内 部 ， 路 径 向 南 且 z(n) = -等 等 


(a) 于 是 所 求 的 公式 是 


yOD=(Dz [0 —m(m+))- [[2vn | 是 奇数 | 三 2"| | 


(b) 在 所 有 线段 上 ， 《= max (|z(o) ym")|) .在 线段 Wi 和 5 上 ， 我 们 有 
T<Yy, n+r+y=mm+1)= (2k)2 一 2k: 在 线段 Bi 和 Nk 上 我 们 有 
TZYy, nT—y=mm+t+1)= (2k)? 十 2k. 从 而 符号 是 (—1)EW<y(). 

3.41 ”由 于 1/9+1/ 这 =1， 所 述 序列 的 确 给 出 了 正 整 数 的 划分 ， 由 于 条 件 gz) = f(f(m)) +1 唯 一 地 确定 
了 了 和 9g， 我 们 只 需要 证 明 ， 对 所 有 n >0 有 L799+1= [ne | 这 由 习题 3.3 推 出 ( 取 aQ=9 和 n=1 
J 


3.42 ”不 存在 . 如 同 在 正文 及 习题 3.13 中 那样 ， 对 两 谱 情 形 分 析 的 论证 方法 表明 ， 存 在 三 集 划 分 的 充分 必 
要 条 件 是 1/a +1/15+1/%Y=1 以 及 对 所 有 n>0 有 


1 十 1 7 十 | 7 十 1 

(全 >: 
但 是 ， 根 据 有 关 一 致 分 布 的 定理 可 知 ， 如 果 a 是 无 理 数 ， 那 么 {tn + JJ/aj} 的 平均 值 为 已 1/2. 参数 不 可 能 全 
都 是 有 理 数 ， 又 如 果 7 = mm/ ， 则 平均 值 是 3/2 一 1(2m. 从 而 7 必定 是 整数 ， 但 是 这 也 不 起 什么 作用 


人 性 的 证 明 ， 它 仅仅 用 到 一 些 简单 的 原理 ， 而 没有 用 有 关 一 致 分 布 的 定理 ， 见 参考 文 
献 Q55] . 
3.43 ”展开 司 的 递归 式 的 一 步 给 出 了 四 个 数 1+a+a Kon-li-aileo (a 和 bb 中 每 个 数 取 值 2 或 3 的 最 
小 值 . (这 一 简化 涉及 (3.11) 对 于 在 底 画 数 之 间 去 掉 底 括号 的 应 用 ， 司 时 还 上 到 恒 等 开 

zz 十 minl 引 =Imintz 十 消 Z+ 直 我 们 必须 略 去 带 有 负 下 标的 项 ， 即 上 -1-a<0 的 项 ) 


继续 下 去 就 得 到 下 面 的 解释 : Kn 是 所 有 形 如 


1 十 al 十 Ql102 十 Q10203 十 … 十 Q10203 0m 


HH 


的 数组 成 的 多 重 集 s 中 > n 的 最 小 的 数 ， 其 中 mm 0 是 每 个 ax 取 值 为 2 或 者 3， 从 而 


9 一 {1,3,4,7 7.9.10. 13. 15. 19. 21. 22. 27 ,28, 31, 31,.…}. 
数 31 在 5 中 出 现 “ 两 次 ”， 因为 它 有 两 种 表示 法 1+2+4+8+16 = 1+3+9+18. (附带 指出 ，Michael 
Fredman[134] 证 明了 limnyx Rn/n 二 1， 即 ss 没有 大 的 间 际 .) 
3.44 设 da) = DY mumble(g 一 1) ， 这 样 就 有 PDM = (gD + dx)/(q— 1), a = ID n— T1/(g 一 了 )| 现在 
Di < (4 一 1 会 a < n， 结 果 就 此 得 出 ， (这 就 是 由 欧 拉 [116] 发 现 的 解 ， 他 随后 还 确定 了 诸 个 和 ， 
但 没有 意识 到 单独 一 个 序列 Di2 就 够 用 了 .，) 
3.45” 设 w> 1 满足 w+ 1l/a = 2m. 这样， 我 们 就 求 得 29 = az +a”， 由 此 推出 站 = | /2|. 
太 简单 了 
1 
Ne 27 人 7 十 工 一 je 
3.46 提示 来 自 (3.9) ， 因 为 加 设 
n+0= (VI+Vi )m mt+e=(vV5 +V2)m tf 中 0<9,9<1. 这 样 就 有 9 =29mod1=29-d 
OE (| ep 
其 中 4a 是 0 或 者 1. 我 们 想 要 证 明 “2/j .这 个 等 式 当 且 仅 当 
0<l (2—V3) + V2al—d) <2 
A 、\ 、 、 i 上 2 十 1/ 2 汪 本 Ss 汪 
时 成 立 ， 为 了 求解 递归 式 ， 注 意 到 Spec (1+ 1/V3) 和 Spe (1+ V3) 是 正 整 数 的 划分 ， 干 是 任何 正 整数 。 


I 


+v5  )m| 


可 以 唯一 地 写成 形式 {中 1 和 m 是 整数 ， 
五 三 |(v2”+ V2 ) m|. 
SL 
3.47 (a)” “32 (b)c 是 整数 .(c)c =0.(d)c 是 任意 的 数 . 更 一 般 的 2 
40 的 解答 . 
348 设 ” = ce i lt BR 
I 人 | 于 对 上 >0 有 只 十 礁 =z4 = = Tk1 ， 
(1 — zz )(1 + biz + boz2 十 =1 一 alz 一 0 和 2 一 … 3 从 而 
1 1 二 biz 十 b2z2 十 
1 一 zz 1 一 aliz 一 az2 一 .…. 


两 边 取 对 数 ， 将 诸 "与 诸 分开 ， 


的 系数 在 左边 是 z ， 
对 于 更 一 般 


3.49 ”( 解 


而 在 右 
的 乘积 rozl， 


Heinrich Rolletschek 


“Tn-l ， 


条 件 “ = {5} 是 必要 的 . 它 也 是 充分 的 : 


右边 是 一 


然后 关于 = 求 导 ， 就 得 到 


al 十 2a2z 十 3a3z2 十 


忆 {zAfn-1T} 


AL 


当 n=3 了 时 与 给 出 


个 公式 ， 


可 以 得 到 类 似 的 恒等式 [170] 
) 我 们 可 以 用 ({ 引 }， a+15|) 代替 (a,D) 


人 
给 出 


月 


以 


的 恒等式 相 吻 合 . 


且 m 是 奇数 而 ! 0. 由 此 推 H 


吉 果 参见 参考 文献 [207] 


文 样 所 述 恒等式 就 变 成 


bi 2b2z 二 3b3z22 十 


1+ biz+ boz? 


而 不 改变 tra] + Ln85]. 


设 m= [Bj 是 给 定 的 多 重 集中 最 小 的 元 素 ， 又 设 5 是 在 给 定 的 集 


上 
| 


1 习题 1.2.4- 


大 


浪 


1 


3.50 ”根据 William A.Veech 的 一 份 未 发 表 的 笔 i 
3.51 ”HH. S. Wilf 注 意 到 ， 如 果 我 们 在 任何 区 间 (%..2 十 引 


f(z 一 1) = f(z)? 就 能 确定 f(z). 


合 中 ， 对 每 个 n 从 此 集合 中 的 第 n 个 最 小 的 元 素 
， 则 s 的 相 邻 元 素 相差 或 者 为 0， 或 者 为 2， 故 而 多 重 集 2 


一 个 更 加 有 趣 的 ( 仍 未 解决 的 ) 问题 :限制 m 和 两 者 都 < 1， 


| 


问 给 定 的 多 台 


! 城 去 mn 得 到 的 所 有 元 素 组 成 的 


一 3 = Specla) 、 


澧 


LL， ~ 


需要 使 得 a95 、5 和 1 在 有 


上 都 知道 / 


De 


多 重 集 . 如果 = {5} 
就 确定 了 Nalpha. 


E 集 什么 时 候 确定 无 序 的 数 偶 {0， 5}? 


里 数 上 线性 独立 就 足够 了 . 


z) ， 那 么 对 所 有 z > 4 


函数 方程 


3.52 ”有 无 穷 多 种 方法 将 正 整 数 划 分 成 关于 无 理 数 ok 的 三 个 或 者 更 多 个 推广 的 谱 . 例如 ， 


Specl2a:; 0) U Specl4a: 一 a) U Specl4a: 一 3a 


就 是 它 的 一 个 划分 ， 有 一 个 精确 的 含义 ， 所 有 这 样 的 划分 在 这 个 含义 下 都 是 通过 对 
Spec(a) U Spec(5) “扩展 ?而 出 现 的 ， 见 参考 文献 [158] 


Spec(7: 一 3) U Spec ( 1) U 


是 以 与 所 叙述 的 狂想 中 的 那些 参数 相似 的 参数 为 基础 的 ， 那 个 猜想 归功 于 A.S.Fraenkell128] . 


3.53 ”在 参考 文献 [95， 第 30-31 页 ] 中 讨论 了 部 分 纪 


4.1 1, 2, 4, 6, 16, 12. 


4.2 注意 膏 Mp 十 Tp 二 minlmy, nip) 十 Inaxl mp, nip). 


mn. 


日 


二 


递归 式 lcm{(m.n) = (n /7 mod m))lcmln mod m,. m) 成 立 ， 但 
是 实际 上 它 对 计算 最 小 公 倍 数 不 可 取 . 已 知 计算 lemlm,n) 的 最 好 方法 是 首先 计算 gcd( 


USpecl5;0) 


例如 ， 已 知 仅 有 的 有 理 数 例子 


Spec 人 0) 
1 


果 ， 贪 柳 算 法 有 可 能 不 会 终止 ， 


4.3 ”如 果 z 是 整数 ， 此 结论 成 立 ， 但 是 "(7) 是 对 所 有 实数 x 定义 的 ， 容 易 验 证 下 
T(z) 一 7(z 一 1) = [Lz| 是 素数 ] 


1 0 


4.4 ”在 0 与 -1 之 间 应 该 有 一 个 左右 反射 的 Stern- Brocot 树 ， 其 所 有 分 母 都 取 相 友 的 值 ， 


果 是 所 有 满足 mLn 的 分 数 mn. 在 整个 构造 中 


) 条 件 


mn We 一 1 仍然 成 立 . 


个 基本 的 划分 


1. n), 然后 ] 它 去 除 


的 公式 


(Stern-Brocot wreath) ， 因 为 我 们 可 以 恰 如 
顶端 连接 成 一 个 圆 . Stem-Brocot 环 在 计算 机 图 


向 . ) 


{分 地 认为 最 后 


由 与 第 


个 1 是 同一 个 ， 这 样 就 将 这 棵 树 在 


等 等 所 以 其 结 


( 这 称 为 ion D2ouoet 


' 有 有 趣 的 应 用 ， 


形 学 3 


六 | 


为 它 表 示 平 于 


上 所 有 的 有 理 方 


rk_ /lk £_ /10 
4.5 i € J 4 由 即使 上 < 0 也 成 立 .， (我 们 将 在 第 6 章 对 LL 和 RR 的 乘积 寻求 一 般 的 公 


4.6 ”a = 二 b.， (第 3 章 定义 了 zmod0=z ， 原 来 就 是 为 了 使 得 此 结论 


毕竟 ,mod Y 是 “将 纪 假 扮 成 零 "的 一 种 方法 ， 所 以 ， 如 果 它 已 经 是 零 了 ， 那 就 没什么 


4.7 ”我 们 需要 mr mod 10=0，m mod9 = 大 以 及 mmod8g=1. 但 


， 从 而 5y 三 0 (mod15)， 


我 们 希望 有 107+6y 三 10z +y (mod15) 
或 者 3 以 及 z = 0 或 者 1. 


为 真 . ) 


要 假扮 的 了 . 


是 m 不 可 能 既是 侦 


数 又 是 奇数 . 


从 而 yy 三 0 (mod3). 我 们 必定 有 Y=0 


4.9 32+lmod4=3， 所 以 (3 一 D/2 是 奇数 ， 所 说 的 数 可 以 被 (3 一 了 2 和 (3” 一 了 D)/2 (以 及 其 他 的 
数 ) 整除 . 


1 I 
4.10 oo (1-3) (1- 闸 )- i 


4.11 9(0)=1，o(1)= 一 1 对 n>1 有 om)=0.， (在 任意 偏 序 结构 上 定义 的 广义 默 比 乌 斯 函数 有 有 趣 而 重 
要 的 性 质 ， 这 些 性 质 首先 由 Weisner[366] 研究 ， 并 由 其 他 许多 人 加 以 发 展 ， 特 别 值得 一 提 的 是 Gian-Carlo 
Rotal313] . ) 


4.12 ”根据 (4.7) 和 (4.9) ， 我 们 有 
并 pdbe= Da DR) = D9) x lm/k = = 


glm). 


Wl 


4.13 ”(a) 对 所 有 了 有 "1:(b) A(n) 埃 
4.14 ” 当 上 > 0 时 为 真 . 利用 (4.12) 、 (4.14) 以 及 (4.15) 
4.15 ”不 能 . 例如， 引 ，10] . 


4.16 lf/ei+l/es+:……+l/en =1—1/(en(en —1))=1- 1/(er— 1). 


4.17 我 门 有 fn mod fm=2 从 而 gcd{ fn, fu = gcd(2, fm) =1. (附带 指出 ， 关系 式 fn = fofi.fn-1+2 
定义 欧 几 里 得 数 ex 的 递归 式 类 似 ，) 


4.18 如 果 n= gm gq 是 奇数 ， 则 | 2 4 1 i (2™ 十 Tj 27.—2m cl Dm 4 1}: 


4.19 ”第 一 个 和 式 是 rtn) ， 由 于 求 和 项 是 大 +1 是 素数 殉 ， 第 二 个 和 式 内 部 的 和 式 是 >-ick<m 中 ， 所 
以 它 大 于 1 当 且 仅 当 m 是 合 数 ， 我 们 再 次 得 到 r(m). 最 后 [tn/ 可 |=[exm] ， 所 以 第 三 个 和 式 是 威 尔 通 定理 的 
但 仙 来 计 算 7 部 避 完 全 因 玫 的 行为 


4.20 设 甩 一 2， 且 pr 是 大 于 2 的 最 小 素数 那么 2 < Pr < 2 ， 由 此 得 出 我 们 可 以 取 
5 一 limn-slgtwpn ， 其 中 Ig" 是 画 数 二 送 代 nn 次 ， 所 说 的 数值 来 自己 一 5， 户 一 37. 事 3 
， 而 这 给 出 了 更 精确 的 值 


bs 1.251 647 597 790 5 
(但 对 Ps 没有 任何 线索 ) 
4.21 ”根据 贝 特 朗 假设 有 Pr < 10… 设 


= 10 P=0.200300 005... 
玉宇 1 


那么 10™K 三 已 十 分 数 (mod10”™!). 


4.22 (一 D/(5 一 了 = (0 一 了 D/6 一 了 于 … 二 1 (对 P< 和 9 081， 仅 有 的 形 如 (1 一 了 /9 的 素 
数 在 了 = 2,19,23;,317,1031 时 出 现 ，) 这 样 数 称 为 循环 整数 (repunit) 


4.23 Pl2k 二 1) 一 0 对 大 > 1 有 P28) = p(k ) 十 1. 用 归纳 法 可 以 证 明 : 如 果 > 2™ 且 mm> pln)， 则 有 
PW 三 pln 一 2 小 如 果 将 圆 盘 标记 为 0,1,… ,一 1， 那 么 第 上 次 河内 塔 移动 的 是 圆 副 Pl 入 .如果 卡 是 2 的 蜂 ， 
这 是 显然 的 .而 如 果 2™ < 大 < 2"m+1， 则 有 PR) < mm .在 用 Tm+1+ Tm 步 移动 m+1 个 圆 副 的 序列 中 ， 第 k 
次 移动 和 第 一 2" 次 移动 是 一 致 的 . 


4.24 ”向 nn 贡献 dz 的 数字 向 吕 (2 贡献 dp™ 1l+:..+d=d(p™— l/lp 一 1)， 从 而 


spln!) 一 (7 一 vp(n)) /Pp— 1). 


4.25 Tn 今 mp=0 或 者 Tp=mp (对 所 有 了 了) ， 由 此 得 出 ，(a) 为 真 . 但 是 在 我 们 感 兴趣 的 例子 
m==12，n==18 中 ， (0) 不 成 立 . (这 是 一 个 常见 的 课 误 . ) 


4.26 ”是 的 ， 由 于 gw 定义 了 Sterm-Brocot 树 的 一 棵 子 树 . 
4.27 ”用 MM 来 扩展 较 短 的 字符 串 (由 于 在 字母 表 中 M 介 于 工 和 R 之 间 ) ， 直 到 两 个 字符 
止 ， 然 后 利用 字典 顺序 . 例如 ， 树 的 最 上 层 是 LL <LM<LR<MM<RL<RM<RR. ( 
对 两 个 输入 附 加 无 限 的 字符 囊 RE ， 然 后 一 直 比 较 ， 直 到 找到 工 < RR 为 止 . ) 


4.28 ”我 们 只 需要 用 这 个 表示 法 的 第 一 部 分 : 


长 度 相 同 为 


蝇 
另 一 个 解法 是 


RRERL LL LL 五 LL 中 天 下 雹 R R 
1 2 3 4 7 10 13 16 19 22 25 47 69 91 113 135 
1 1 1 3 4 6 7 8 1 22 2 308" 43" 
4 1 3 25 3 
昌 1 更 好 的 下 界 
有 


时 现 分 数 1 ， 是 因为 它 是 比 0 更 好 的 上 界 ， 而 不 是 因为 它 更 接近 于 1 类 似 地 ， 8 是 比 
简单 的 上 界 和 最 简单 的 下 界 全 都 出 现 了 ， 而 下 一 个 真正 好 的 近似 值 要 直到 那 一 串 


4.29 ”la. 为 了 在 二 进 制 记 法 下 从 zx 得 到 1 一 > ， 为 了 在 Stern-Brocot 记 法 下 从 a 得 到 1/a 
， 我 们 交换 L 和 R，( 有 限 的 情形 也 必须 考虑 ， 不 过 它们 必定 有 效 ， 因 为 这 种 对 应 是 保 序 的 . ) 


4.30 ”mm 个 整数 (al mod mi,… ,ar mod mr). 


vat 


4.31 ”只 要 5b 三 1 (modd) ， 在 5 进 制 记 涪 下 ， 个 数 可 以 被 d 整除 当 且 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 d 整 
除 . 这 可 以 (am … ao) amb™ SS aob" 三 三 Qm 十 … 十 a0 推出 . 
4.32 oem) 个 数 {kn modmlk1l1mH0Ogk<< m} 就 是 数 {| lm <k< ml} 按照 某 种 次 序 的 排列 . 


将 它们 相 乘 并 用 -wen “来 除 


4.33 ”显然 h(1) = 1. 如 果 mln， 那 么 
h(mn) = 2 f(Dg mn/d) = 2 a fled) gllm/e) (n/d)) = > a flc)g(m/e )fld)g Cd ， 这 就 是 hl m)hln) 因为 对 这 个 
和 式 中 的 每 一 项 都 有 cld. 


4.34 “如果 不 是 整数 时 fl7) 等 于 零 ， 那 和 9 = 2 fd = Df 有 本 /多 Da flm/d). 
4.35 ”基本 的 情形 是 


IT(0.n) =0: I(m,0)=1. 


当 m,n >0 时 ， 有 两 条 规则 , 第 一 条 当 m sn 时 是 平 几 的， 而 第 二 条 当 m <n 时 是 平凡 的 : 


Tm,n) = Tm,n mod m)— n/m] Tn mod m,m): 


Tlm,n) = I(m mod n,n). 


4.36 ”将 任何 给 定量 分 解 成 非 单 位 数 的 乘积 的 分 解 式 必定 有 m? 一 10n? = 土 2 或 者 圭 3 ， 但 是 这 对 mod10 来 
说 是 不 可 能 的 . 


1 1 
an 一 2 "ln (e 一 3) ; n=2 "In (e 一 3) : 
4.37 | - 2/ 那么 


芭 | 
en 一 四 一 3| an<lInE<b. 


而 ri < an < < b-1， 所 以 我 们 能 取 训 = lm ywe™. 事 实 上 ， 已 经 证 实 


1/2" 
3 1 | 
3 (1 + 一 一 
2 1I (2en =- Ly} 


nz>l1 


这 是 一 个 快速 收敛 到 (1.264 084 735 305 301 11 小 的 乘积 .但 是 这 些 事实 并 没有 告诉 我 们 en 等 于 什么 ， 除 


非 我 们 找到 EE 的 其 他 表达 式 ， 而 这 个 表 达 式 不 依赖 于 欧 和 儿 里 得 数 . 


4.38 ” 设 r=nmodm， 那 么 


a™—b*= (a™ 一 加 Ya mH a mp A Wm ry Bmlmy ml 【ar 一 加 ). 


4.39 ”如果 m 2 和 :都 是 完全 平方 ， 则 


a1*** arbl: /ec “© 


to 


vy 


亦 然 ， 其 中 {a on 人 , 抽 } 二 {co4… ,Go} ， (事实 上 可 以 证 明 ， 序 列 (5(1),5(2),S(3),…) 包含 


ME 


个 非 素数 的 正 整数 恰好 一 次 ，) 


= jy pel] 
4.40 设 = Ltt =np 下 La/ gf(m) 一 PIPE ， 那 么 


g(n) = fln)fl( [n/p|)f (n/p|) “…= f(n)g( [n/p|). 


时 


二 


纳 没 


又 有 f(n) 三 aol(p 1)!W?) 三 aol 下 (modp) 以 及 ep(n!) = [n/p| 二 zp ([n/p|).: 这 些 递归 式 使 得 用 
明 结 论 更 容易 . 〈 还 可 能 有 若干 其 他 的 解法 ，) 


i 


4.41 (a) 如 果 n?2=—l (modp) ， 那 么 ( 2)@-D/2 = i 
二 (p—1)/2 四 
2 lL, ke mp k) = (p— Dl!/n i 2 sp 


4.42 ”我 们 首先 注意 到 ， 对 任何 整数 有 LI 全 LI+ KE ， 因 为 根据 欧 几 里 得 
gcd(k,7) 一 gcdlp 十 ap) 现在 


有 


4 
wu 


minRnin © min 


OO mn+t+nm Ln. 


类 似 地 ， 


min 以 及 nln 人 mn + nm ln. 


丸 此 


mln 以 及 mln’ 以 及 nln’ SS mn +nm lnn. 


4.43 ”我 们 想 用 L-1R 来 乘 ， 然 后 用 R-!1L-1RL 来 乘 ， 再 用 三 1! 玉 来 匀 ， 再 用 R 27-1R72 来 乘 ， 如 此 等 


—mr—l m 0 一 | 
沼 (n) 个 Ne 1 2 十 1 
去 plm) 个 已 .而 


一 <v 


等 ， 第 nn 个 乘 数 是 RetL-IRFm ， 因 为 我 们 必须 
631 633 


4.44 
找到 位 于 


日 是 费 马 说 它 是 +1.(b) 设 7= (WP 一 1/2)!， 我 们 就 


通过 观察 2000 和 2000 的 Stern-Brocot 表 示 法 ， 并 且 正 好 在 前 者 有 工 后 考 有 RR 的 地 方 停 下 ， 我 们 就 能 


631 633 
2000 2000 


[0.3155..0.3165) = | 


) 


一 一 1993 年 


世界 杯 系 列 赛 期 间 ， 当 


中 的 最 简单 


! 山 


有 


6 
LLLRRRRR = 16 30.3158. 


理 数 : 


JohnKruk 出 场 击 球 时 ， 旗 子 上 显示 的 内 容 . 


(631, 2000, 633, 2000); 


while m1 > ni or m2 < n2 do 


{7721. 721, m2, n2) := 


让 m2 < na then ( output( 工 ) : (711,7)2) := (n1,72) — (m1,m2) ) 


else ( output(R) : (mi,m2) := (m1,m2) — (n1,n2) ) . 


输出 是 附带 指出 ， 平 均值 0.334 意味 着 至 少 上 场 击 球 287 次 . 

4.45 r=7z (modl0n) SS zr —1)=0 (mod2") =[0 或 者 1]，z mod 5" =[0 或 者 1]. (最 步 是 合法 的 ， 因 
为 zl 一 1) mod 5 三 0 意味 着 z 或 者 z+ 一 1 是 5 的 倍数 ， 在 此 情形 中 其 他 的 因子 与 5" 3 这 因而 可 以 从 同 余 
式 中 除 掉 ，) 

所 以 最 多 只 有 四 个 解 ， 其 中 有 两 个 (z=0 和 z=1) 不 够 资格 成 为 “ 位 数 "， 除 非 n = 1. 另外 两 个 解 有 形 
式 z 和 1 +1-z， 且 这 些 数 中 至 少 有 一 个 是 > 10": 的 当 n=4 时 ， 另 一 个 解 10 001 一 9 376 = 625 不 是 
0 我 们 期 每 所 有 的 n 中 有 大 约 80% 能 得 到 两 个 n 位 数 的 解 ， 但 这 个 猜想 到 目前 为 止 尚未 得 到 证 
明 . 

[这 样 自生 的 数 称 为 自 守 的 (automorphic) . ] 

4.46 。 (a) 如果 辣 一 Kk 二 gcd(j,)， 我 们 就 有 nns90 有 二 n 交 三 1 以 及 ns 三 1.(b) 设 n=pPq， 其 中 了 是 n 
的 最 小 素 因 子 . 如 果 关 三 1 imoadny 那么 2" 三 1 (modp). 又 有 2 1! 三 1 (modp)， 所 以 2gcd(p— ln) 三 1(modp). 
但 是 根据 的 定义 有 gcd(p 一 4,n) =1. 

4.47 ”如 果 n™! =1 (modm) ， 我 们 必定 有 par 如 I 1<j<k<m 有 nt*=ni,， 那么 niY= 三 1， 基 
为 我 们 可 以 用 ni 来 除 ， 这样 一 来 ， 如 果 诸 数 2 mod m,… ,nmod m 不 是 各 不 相同 的 那么 就 存在 一 个 
满足 下 三 1 的 大 < 并 一 上. 根据 习题 4.46(a)， 最 小 的 这 样 的 大 整除 m—1. 那样 式 对 个 素数 了 和 某 个 正 整 数 
gq 有 kg 一 (77 一 1)/p, 而 这 是 不 可 能 的 ， 因为 nkq 关 1. 于 是 诸 数 n! mod m, .ml mod m 是 各 不 相同 的 ， 


且 与 772 互 素 . 从 而 诸 数 工 1 


;一 1 与 m 互 素 ， 故 m 必 为 素数 . 


4.48 ”将 这 些 数 与 它们 的 逆 元 配对 ， 束 能 将 此 乘积 


od m1 的 解 的 知识 根据 和 人 算术 我 们 求 得 ， 如果 一 4 矿 到 者 25 (p>2)， 
则 为 +1. 
4.49 (a) 或 者 m <n (FIN) 一 1 种 情形 ) ,或 者 Pm =n (一 种 情形 ) ,或 者 m>n 
情形 ) ， 从 而 RUN) = 2B(N) 一 1.(b) 由 (4.62) 得 到 
28(N)—1=—1+ > kp(d) |l1+ N/d], 
dz]1 
从 而 所 述 结果 成 立 当 且 仅 当 
Nz1. 


如 果 取 f(z7) = 


4.50 


ez, 


> Ad) [N/d| = 
dz]1 


这 就 是 (4.61) 的 一 个 特殊 情况 . 


(a) 如 果 了 是 任意 一 个 函数 ， 那 么 


( modm ) 化 简 为 | mod m=1 


现在 利用 
则 结 


5 果 为 到 一 1 否 


( 义 是 PIN) 一 1 种 


> fk) = > flk) [d = gcd(k,m)] 


0<k<m om Os<k<m 


=>》 2 fk)[Ik/dLm/d 


Mm 0<k<m 


= > > flkd) [kLm/d] 


dm 0<k<m/d 


加 > > flhkm/d) [ELd]; 


d\m Os<k<d 
我 们 在 (4.63) 的 推导 过 程 中 见 过 它 的 一 种 特殊 情形 . 用 二 代替 二， 类 似 的 推导 过 程 成 立 . 这 样 我 们 就 有 
二 本 二 II (fz = |]I I wrm/d) = II Va(z), 


0<k<m dm d\m 
3 


天 | 为 wd 站 e2™ild 


利用 乘积 代替 和 式 得 到 的 (4.56) 的 类 似 公式 ， 可 以 从 (a) 推 出 )， 附带 指出 ， 这 个 公式 表明 亚 "(z) 有 整数 
系数 ， 因 为 Yml2) 是 用 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 相 乘 以 及 相 除 得 到 的 . 


zl 十 …. 十 Zn)z 一 1/ (kl Dzta . 时 、 
451 ‘™ Tn) 2 人 仅 当 某 个 与 = 了 P， 其 系数 可 以 被 了 整除 ， 从 
而 (T+ 二 Zn)? 三 村 十 … 十 Th(modp a 7 1 这 就 得 到 n? = n. 


4.52 ”如 果 p>n， 就 没什么 可 证 的 了 .反之 zp ， 所 以 me- = 1 (modp) ， 这 就 意味 着 在 给 定 的 数 中 至 
少 有 Ln 一 了 )/(p 一 了 ) 个 是 p 的 倍数 . 而 由 于 n>p， 所 以 (n 一 D)/(p 一 1D) >n/p. 


4.53 首先 指 H 如 果 m 宕 6 是 m 不 是 素数 ， 那 么 (m 一 2)!=0 (modm) (如 果 冯 = 严 ， 则 关于 (到 一 2)! 
的 乘积 包含 了 与 和 反之 ， 它 则 包含 4 和 mm/d ， 其 中 4 <m/d.) 接 下 来 考虑 几 种 情 
“上 帝 创 造 了 整数 ， 其 他 一 切 丝 属 人 为 . ” 
一 一 L. 克 内 罗 克 [365] 


NAN 


情形 90，n < 5. 条 件 仅 对 = 1 成 立 . 
情形 1，n >5 且 是 素数 .此 时 (7 一 DWln+1) 是 整数 ， 且 它 不 可 能 是 的 倍数 . 


情形 2，7 5，n 是 合 数 ， 且 n 十 1 是 合 数 . 此 时 n 和 和 nn 十 1 整除 (nn 一 了 )!， 日 nln++1， 因 此 
n(n 十 1) 狼人 2 一 1 情形 3， 兰 5， 是 合 数 ， n 十 1 是 素数 . 此 时 由 威尔逊 定理 有 (nm—1)!==1 (modn+1) 
， 又 有 


[nr -Dyn+1)|= (no D+n)/(nt+1): 


它 可 以 被 n 整除 . 
这 样 一 来 ， 答 案 就 是 : 或 者 n= 1， 或 者 "去 4 是 合 数 . 


4.54 。 2(10001) > 500 和 二 (10001) = 249 ， 因 此 对 某 个 偶数 a 有 1000! 二 a. 1028 由 于 1000 = (13 000)s ， 习 题 
4.40 告 诉 我 们 ，4 109 = 10001/529 = -1 (mod5). 又 有 芍 [2A{249}} \equiv 2 ， 因 此 七 avequiv2 ， 从 而 
Bavbmod 10 = 2 或 7， 因 此 答案 是 B22 \times {10^{249}}. 


4.55 ”一 种 方法 是 用 归纳 法 证 明 局 {P_{2n}})P_n^4(n + 1) 是 整数 ， 这 个 更 强 的 结果 帮助 归纳 法 走 到 底 . 男 
一 个 方法 基于 证 明 : 每 个 素数 了 整除 分 子 至 少 与 尼 各 队 分 母 的 次 数 一 样 多 . 这 就 转化 为 证 明 不 等 式 


屁 \sum\limits_{k = 1}^{2n} {\left\lfloor {k/m} \right\rfloor } \geqslant 
A\sum\limits_{k = 1}An {\left\floor {k/m} \right\rfloor } ， 整 数 Pm \geqslant 2， 


它 可 以 由 下 式 推 出 


E- \leftNfloor {\frac{{2n - 1}}{m}} \right\rfloor + \left\lfloor {\frac{{2n}} 
{m}} \right\rfloor \geqslant 4\left\lfloor {\frac{n}{m}} \right\rfloor + 
[Mbmodm =m-1]-[nbmod m= 0]. 


当 0<n<m 时 后 者 为 真 ， 而 当 n 增加 m 时 两 边 增加 4. 


Pf(m) =\sum\nolimits_{k = 1}^{2n - 1} {\min (k,2n - k)\left[ {m\backslash 

k} \right]l},~~g(m) = \sum\nolimits_{k = 1}^{n - 1} {(2n - 2k - 1)\eft[ 
4.56 ” 设 {m\backslash (2k + 1)} Yight]}.~~p 整除 所 述 分 数 的 分 子 的 
次 数 是 Pf(p) + 0 +f({p^3}) + \cdots ， 而 了 整除 分 母 的 次 数 是 zg(p) + g({p^2}) + g({p^3}) + \cdots. 
但 是 只 要 m 是 奇 习题 2.32 就 有 zf(m) = g(m). 于 是 ， 根 据 习题 3.22， 所 壕 分 数 就 转化 为 
z-{2^{n(n - 1)}}. 


4.57 ”由 于 


za\sum\limits_{1 \leqslant m \leqslant n} {[d\backslash m]} = \sum\limits_{0 
< k \legslant n/d} {[m = dk]} = \left\lfloor {n/d} \right\rfloor, 


提示 建议 我 们 使 用 标准 的 交换 求 和 . 记 所 提示 的 和 式 为 FMsum {(n)} ， 我 们 有 


zs \sum {(m + n)}-\sum {(m)} - \sum {(n)} = \sum\limits_{d \in S(m,n)} 


{\varphi (d)}. 
另 一 方面 ， (4.54) 知道 PAsum {(n)} = \frac{1}{2}n(n+1)， 因 此 
ENsum {(m + n)} - \sum {(m)} - \sum {(n)} = mn. 
4.58 ” 画 数 flm) 是 积 性 的 ， 且 当 兽 = 及 时 它 等 于 1+p 十 … 十 .这 个 数 是 2 的 徊 当 且 仅 当 了 是 一 个 梅森 素 
数 且 国 k = 1. 由 于 大 必须 是 奇数 ， 在 此 情形 下 这 个 和 式 等 于 
(1+p)(l 十 玩 十 五 十 + )， 


且 ex(k - 1)/2 必须 是 奇数 ， 等 等 ， 充分 必要 条 件 就 是 : m 是 不 同 的 梅森 素数 的 乘积 


4.59 ”提示 的 证 明 : 如 果 n=1， 则 有 31 ==Q=2， 所 以 这 里 没有 问题 ,如果 n> ;A 

{x_1} \leqslant \cdots leqslant {x_n}. 情形 1: 71 十 二 了 zi 十 (Tn 一 1) >1 日 zw > zn1. 此 时 就 能 求 得 

zAbeta \geqslant {x_n} - 1 \geqslant {x_{n - 1}} ， 使 得 

zx_1\{ -1} +\cdots +x_{n-1}^{ -1}+{\beta ^{ -1}}=1,，, 从 而 {x_n} Neqslant \beta + 1 \leqslant {fe_n} 
忆 {x_1} \cdots {x_n} \legslant {x_1} \cdots {x_{n - 1}}(\beta + 1) \leqslant 


有 {e_1}\cdots {fe_n} (根据 归纳 法 ) . 存在 一 个 正 
整数 m ， 使 得 ealpha = {x_1} \cdots {x_n}Hm ， 从 而 61'…en 二 enri1 一 1 ， 且 有 

?2{ x 1} \cdots {x | n}(alpha + 1) \leqslant {e_1} \cdots {fe_n}{e_{n + 1}}. 情形 2: 

Tl 1 十 … 十 zz + (zn —1)! 池上 月 zi 三 mi. 设 

za = {x_n},~~{a\{ -1}} + {(a- DA{ -1}}= {(a- 2){ -1}}+ {\zeta 人 ^{ - 

1}}. 此 时 可 以 指出 ， 有 a 宇 4 以 及 

(ae -20+D > 吧 . 所 以 存在 一 个 苞 beta \geqslant zeta ， 使 得 77 二 … 二 zxl2+(4a 一 2) 1 +87 =1， 由 此 并 


Pa{x_1} \cdots {x_n} \leqslant {x_1} \cdots {x_{n - 2}}(a - 2)(\zeta + 1) 
\leqslant {x_1} \cdots {x_{n - 2}}(a - 2)(\beta + 1) \leqslant {e_1} \cdots 


根据 归纳 法 就 得 出 {e_n} ， 这 样 就 能 同 
前 一 样 完成 证 明 . 情形 3，z7 ++… 二 Zan1+ (zn 一 1) ”<14 设 a==zn， 并 令 


蕊 {aA{ - 1}} + {f\alpha 人 ^{ - 1}} = {(a- 1{ -1}} + {\beta 人 ^{ -1}}. 可 以 证 明 (4 一 了 (8 十 1) > ala+1l ， 因 为 这 
个 恒等式 等 价 于 


2 2 2 _ 
ac 一 aa 十 aa 一 时 十 QQ 十 QQ > 0， 


是 Pa\alpha (alpha - a) + (1+ + a)\alpha \geqslant (1 + a)\alpha > {a^2} - a 的 一 个 推论 . 故而 我 们 可 以 用 


I ?来 代替 zn 和 a ， 重 复 这 一 变换 直到 情形 1 或 者 情形 2 适用 . 
这 个 提示 的 另 一 个 推论 是 :， 世 1/{x_1} +\cdots + 1/{x_n} <1 蕴涵 1/71+… 二 1/zn 1/6@1 二 +… 十 1/en ， 见 习 
题 4.16. 
g 2 

4.60 ”要 点 是 “3 这 样 我 们 就 可 以 取 Pi 充分 大 (以 满足 下 面 的 条 件 ) 并 取 Pn 是 大 于 Pp_{n - 1}3 的 最 
小 素数 . 在 这 样 的 定义 下 ， 令 a ==3" 了 pn 以 及 br 二 3"Inlpn 二 .如果 我 们 能 证 明 
局 {a_{n - 1}} eqslant {a_n} < {b_n} \eqslant {b_{n - 1}} ， 就 能 如 习题 4.37 中 那样 取 卫 = limn_,we™. 但 是 这 
个 猜想 等 价 于 Pp_{n - 1}^3 Nleqslant {p_n} < {({p_{n- 1}} + D^3}. 如 果 在 这 个 范围 内 不 存在 素数 p+ ， 就 必 

定 有 一 个 素数 了 < pn-1 ， 使 得 国 p + {pAtheta } > {({p_{n -1}} + DA3}. 但 这 意味 着 有 > 3P2 2 ， 而 当 了 充 


分 大 时 ， 这 是 不 可 能 的 . 


“人 创造 了 整数 : 所 有 其 他 的 都 是 迪 厄 多 内 完成 的 . ” 
一 一 R.K.Guy 
我 们 几乎 可 以 肯定 取 Pl = 2 ， 因 为 所 有 可 用 的 证 据 都 表明 : 素数 间隙 的 已 知 界限 比 真 实情 况 弱 得 多 (见习 
p2 = = 11, p3 = 1361, py = 2 521 008 887, 1.306 377 883 863 <P 二 
题 4.69) . 这样 就 有 1.306 377 883 869. 
4.61 ” 记 和 站 是 右边 ,注意 训 n/ 一 m 提 =1， 从 而 PAhat m \bot \hatn. 又 有 
部 / 放 >m/n, N=((n+N)/n nn2nNn> (nt+N)/n 1)n n= 
Nn >0 ， 所 以 我 们 有 旋 抽 > m/w 如 果 等 式 
不 成 立 我 们 就 有 1 一 (77 mA)n’ = n(n mA) + hm nm mn " 之 n+N>N 这 是 个 矛 后 
附带 指出 ， 这 一 题 意味 着 (m+ m"/n + nn = myn' ， 尺 管 前 一 个 分 数 并 不 总 是 最 简 分 数 . 
9-1 了 2 一 2 i =3 2-6 2-7 过 2-12 十 2-13 Bu 2-20 2-21 十 2-30 2—31 
4.62 2-2 92- 名 十 可 以 写成 
1 dk2—6k—3 dk2—10k—7 
2 3》 (2- 一 D- ). 
K20 
攻击 A 、 es Bf(z 》) 一 >- 一 TAR2 十 2 大 Se re 
附带 指出 ， 这 个 和 式 可 以 利用 “pAtheta 画 数 ” k 表示 成 封闭 形式 ， 我 们 有 
1 3 /4 3 4 
eE 好 二 a0 (2 2, 3iln 2) 一 1280 (sa 5iln 2) 
4.63 ”任何 n>2 或 者 有 一 个 素 因 子 Ed > 2， 或 者 可 以 被 Pd = 4 整除 . 无 论 是 哪 一 种 情形 ， 一 个 带 有 指 
数 n 的 解 就 意味 着 一 个 带 指数 a 的 解 (a")” + (5)" = (c"")Y. 由 于 忆 d = 4 没有 解 ， 所 以 4 必定 是 素数 . 解 
题 线索 可 以 从 二 项 式 定 理 推出 ， 因 为 当 了 为 奇数 时 有 (只 十 性 一 oz 三 pa? "(modz). 如 果 (4.46) 不 成 
立 ， 则 最 小 ,0 alz. 如 果 z 不 被 P 整 除 ,那么 x 与 0/7 互 素 ， 这 就 意味 着 ， 只 要 4 是 素数 ， 且 
gz 以 及 gfNve ， 我 们 就 有 e= fp: 因此 对 某 个 m 有 z= m?. 男 一 方面 如果 z 能 被 P 整除， 那么 中 /7 能 
被 了 整除 ， 但 不 能 被 产 整 除 ， 且 ?与 zx 没有 其 他 的 公 因 子 . 
我 发 现 了 费 马 大 定理 的 一 个 奇妙 的 证 明 ， 但 是 这 里 写 不 下 它 . 
4.64 Ps 中 相等 的 分 数 按照“ 管风琴 次 序 "出 现 : 
2n” dn rn 3n nl 
假设 Py 是 正确 的 ， 我 们 想 要 证 明 Pw+i 是 正确 的 . 这 就 意味 着 ， 如 果 kN 是 奇数 ， 我 们 想 要 证 明 
kl 
= Py ky 


如 果 kN 是 偶数 ， 我 们 想 要 证 明 


2{\mathcal{P}_{N,KN - 1}}~~{\mathcal{P}_{N,kN}}~frac{{k - 1}}H{{N + 
1}}~{\mathcal{P}_{N,kN}}{\mathcal{P}_{N,kN + 1}}. 


在 这 两 种 情形 下 ， 知 道 Pw 中 严格 小 于 人 一 LV TD 的 分 数 个 数 是 有 用 的 ， 根 据 (3.32) ， 这 就 是 
m 大 一 1 (大 一 1)m Mu (大 一 1 十 六 
Te | = > |->| N+1 | 


n=1 


_ (kC— 2)N dd-—l | 
= 十 +d 


lgN— d+1). 


{中 zd \gcd (k- 1,N+1). 由 于 Nmod d=d 一 1， 这 就 化 简 为 2 


比 外 ， 根 据 管风琴 次 序 的 特点 ， Prw 中 与 (k 一 了 D/(N + 1) 相等 且 在 Pw+l 中 位 于 它 前 面 的 分 数 个 数 是 ] 


> 


(ENC—1) 


[> 


如 果 kN 是 奇数 ， 则 a 是 偶数 ， 且 一 D/AN + 在 Py 中 位 于 个 元 素 的 后 面 ， 这 正好 就 是 使 问 
1 
(EN) 


题 得 以 解决 的 正确 个 数 . 如 果 kN 是 数 ， 0 d 是 奇数 ， 且 (一)/ 人 + 也 位 于 Pr 中 2 个 元 素 的 后 
面 . 如 果 d = 1， 则 没有 哪 一 个 等 于 (一 D/(N 二 1) ， 且 Pwry 就 是 < <”， 反之 (一 1D/(N 二 +1) 落 在 两 个 相 
等 的 元 素 之 间 ， Pvkv 就 是 “二”. Cs 由 Peircel288] 和 不 多 在 化 委 现 7 Py 的 同时 ， 独 立地 发 现 了 Stern- 
Brocot 树 .) 


. (类 似 ) 费 马 数 fn 的 类 似 问题 ， 是 一 个 著名 的 未 解 问题 ， 我 们 这 个 问题 可 能 更 容易 一 些 ， 也 可 能 
更 困 难 一 些 . 


“不 存在 小 于 25 x 10 上 的 平方 数 整 除 菜 个 欧 几 里 得 数 .” 
一 一 Ilan Vardi 


4.66 ”已 知 不 存在 小 于 36 x 10 的 平方 数 整 除 某 个 梅森 数 或 者 费 马 数 .至今 还 无 法 证 明 Schinzel 猜 想 : 存 
ee 因子 的 梅森 数 ， 甚 至 还 不 知道 是 否 存 在 无 穷 多 个 了， 使 得 P\\(4 士 四， 其 中 a 和 6 的 所 
有 双 因 p31 


4.67 ” M. Szegedy 已 经 针对 所 有 大 的 n 证 明了 这 个 猜想 ， 见 参考 文献 [348]、[95，pp. 78-79] 和 [55]. 
4.68 ”这 是 比 下 一 题 中 的 结果 要 弱 得 多 的 猜想 . 


4.69 ”Cramérl66] 证 明了 : 根据 概率 论 ， 这 个 猜想 似乎 是 合理 的 ， 而 且 通 过 计算 验证 了 这 个 猜想 :Brentt371 
证 明了 ,对 Pn+1 < 2.686 x 10 有 Pin 一 Pr < 602. 而 习题 4.60 中 弱 得 多 的 界 在 1994 年 时 还 是 已 知 最 好 的 结 
果 [255] ， 如 果 对 所 有 充分 大 的 nn 有 Prt1 一 P<2Pi”， 则 习题 4.68 有 一 个 “肯定 的 ”答案 .根据 Guy[169， 习题 


A8] ，Paul Erd6s 提 供 了 10 000 美 元 的 奖金 悬赏 下 述 结论 的 证 明 : 对 所 有 c > 0 ， 存 在 无 穷 多 个 n ， 使 得 


clnnlnlnnlnlnlnlnn 


Pri— Pn> 了 
(lInlnlnn) 


4.70 ”根据 习题 4.24， 这 个 结论 当 wln) = 区 (由 且 仅 当时 成 立 ， 参考 文献 [96] 中 的 方法 或 许 有 助 于 破解 这 


个 猜想 . 


4.71 当 大 = 3 时 最 小 的 解 是 n=4700 063 497 = 19 x47x5263229， 在 这 种 情形 下 ， 还 不 知道 有 其 他 的 
解 . 


4.72 ”对 无 穷 多 个 a 的 值 ， 此 结论 为 真 ， 包 括 -1 (当然 》 以 及 0 (不 那么 明显 ) ， Lehmer[2 4 有 一 个 著名 
的 猜想 ，?(m)\(n 一 1) 当 且 仅 当 n 是 素数 . 


4.73 


这 个 结论 与 黎 


曼 猜 想 等 价 〈 当 = 的 实 部 大 于 了 /2 时 ， 


复 s 函数 slz) 


4.74 ”实验 证 
元 素 


5.1 


四 提示 我 们 : 就 像 


根据 二 项 式 定理 ， 在 任何 基数 7 


在 11 进 位 制 下 ，114 等 于 什么 ? 


当天 


5.5 如 


Cy ( 


p 
Se 


k+l1—1 
天 


-C7 
5.6 “(在 排除 了 第 二 


)= 


阶乘 关 了 


， 对 0< 了 我 们 必定 有 
个 障碍 之 后 ) 关键 的 步骤 


i 


F 模 了 是 随机 分 


不 为 零 ) . 


的 一 样 ， 该 集合 


,存在 大 约 P(1 - 1/e) 个 不 同 的 


>7 的 进 制 下 都 有 (107 = (14641)， 


大 


其 


> Ln/2] 时 ， 吓人 (直人 (8) -Ot Del ke 


直 在 大 = | 以 及 大 = [n/2| 时 出 现 . 
展开 成 阶乘 .两 个 乘积 都 等 于 f(n)/f(n 一 人 fk) ， 


一 了 入 


)= (—1)°[k 2 0]. 


卫 一 
起 


应 该 是 


nn 十 大 


大 


7 十 1 


) 人 
-a ) (et 


')= = (—1)*(modp). 


) EY 


1 
1 


) 


的 数 相 消 . ! 


In/2| 时 ， 这 个 比值 >1， 所 以 


1 fln) = (n+1)n!(n— 1)!. 


1 7 十 天 n+l 大 
5 
1 n—1 n 二 1 ee 
-ii n )( 0 ) . 
原来 的 推导 忘 了 包括 这 个 附加 的 项 ， 这 一 项 等 于 [= |. 
5.7 ”是 的 ， 因 为 ?二 =(-1)*/(-r 一 1 屿 我 们 还 有 
天 
rk ( 十 ;) , (27)¥ /2. 
5.8 fl 有 = (kn 一 1)" 是 一 个 n 次 多 项 式 ， 其 首 项 系数 为 n-". 根 据 (5.40) 个 和 式 等 于 ?nm". 当 nn 很 
大 时 ， 斯 特 林 近似 表明 ， ， 此 起 近似 村 于 VS/er 后 者 是 利用 当 nx 时 对 固 


(这 与 (1 - 1e) 完全 不 同 ， 
定 的 大 成 立 的 近似 公式 局 {(1 - kK/n)^n} \sim {e^{ - k}} 得 到 的 结果 ，) 


口 


>{\mathcal{E}_t} {(z)At} = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {t{{(tk + t)}^{k- 
1}}{z^k}H/k!} = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {{{(k + 1)} 人 ^{k - 1}} 


5.9 ”根据 (5.60) 


有 {{(tz)} 人 Ek}k! = {\mathcal{E}_1}(tz)}. 


5.10 FNsum\nolimits {k \geqslant 0} {2{z^k}H(k + 2)} = F(2,1;3;z) ， 基 为 
PA{t_{k + 1}H{t kk} = (k + 2)z/(k + 3). 
5.11 第 一 个 是 贝 塞 尔 函 数 ， 第 二 个 则 是 高 斯 函数 : 


但 不 是 非 贝 塞 尔 函 数 . 


5.12 


B. \begin{falignedj&{zAt - 1}}\sinz= \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {{{(- 


1)}^k}{z 人 {2k}}/2k + 1)! 


= F\left( {1;1,\frac{3}{2}; - {ZA2HM4} \right)};\& 


{z^{ - 1}}\arcsin z = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {{z^{2k}}{{\eft( 


{\frac{1}{2}} \right)}A{\overline k }}/(2k + Dk! 


{2},\frac{1}{2};\frac{3}{2};{z^2}} \right)}.\end{aligned} 


项 ， 项 的 比值 
pm = n+ 1,~~ 
0,~~z=1 


(a) 如 果 zin neq 0,~~{n^k} 是 超 几 何 项 ， 
是 局 {k+ DAnj/{kAn}. 注意 ， 


寻 为 项 的 比值 


我 们 是 从 (5.115) 


1,~~{b_1} 


{a_1} = \cdots 


{a_m} 


\cdots = {b 


的 . (Qo 是 的 ， 


zt(k) = \infty ， 


项 的 比值 是 已 (k+ 1)(k + 3)Mk+ 2). (d) 不 是 ， 
二 {H_kj sim \In k 不 是 有 理 画 数 ，(e) 是 的 ， 任 何 


没有 


实 } 


这 


将 tk) 从 超 几 何 项 范围 


并 


2{0 


超 几何 


项 的 


何 项 当 


zt(k) = {2^k} 且 志 TU 


1 


zit(n - 1-k)/t\bigl( {n-1-( 


) . 人 ) 是 的 ， 


项 的 比值 可 


时 不 是 . 


k + 1)} bign 是 一 个 有 理 
以 写成 


(h) 是 的 . 对 于 任意 的 n， 


去 . (f) 当然 是 . (g) 
项 的 比值 
的 倒数 ， 


函数 〈 关 于 t+ 的 项 的 比 人 


是 n.(b) 当 n 是 整数 时 ， 
取 

_n} 

比值 是 蕊 1+ 1/(k+ a _k} 


项 的 倒数 还 是 超 几 
排除 出 


= F\left( {\frac{1} 


局 (kwn] 是 超 几何 


An} 和 
< 0 或 者 大 > 
例如 当 


jn—l 


n 时 有 


天 代替 天 


蕊 fracf{fat(k+ TD/mdo + bt(k + 2)/t(k) + ct(k + 3)/tdoO} fta+bt(k+ DA) + 


ct(k + 2)/t(K)}}, 


Bt(k + m)/t(k) = \eft( {t(k + m)/t(k + m - 1)} \right)...\eft( {t(k + 1)/(k)} 


而 \right) 


的 都 相等 ， 


大 


有 到 
项 的 比值 会 


图 数 ， 那么 项 的 


大 


是 2(k + 1)/k ， 


的 倍数 时 才 能 为 等， 


而 zt(1) 贝 


超 几 
zp(K)/q(k) ， 


何 项 tl 太 ) 的 每 
且 P 和 g 


一 个 值 都 可 以 写成 


z:{p_1}(ofq_2}(0o = {q_1}(O{p_2}() 是 
值 eleftlceil {(k + 1)/2} \right\rceil Aleft\ceil {1W2} \right\rceil 就 会 等 于 1，(k) 不 是 . 
为 对 所 有 上 大 > 0 ， 它 都 是 zx(k + 1)/k .但 是 
| 仅 当 zt(0) = {0^1} 时 才能 为 1. 


蕊 0Afe(9}mudo ， 其 中 


只 要 两 个 有 理 函 数 忆 {p_1}(k)/A{q_1}(k) 和 {pp_2}(O)/{q_2}(k) 对 无 穷 多 个 天 


是 的 


是 相 


个 有 理 画 数 ，() 不 
等 的 ， 它 们 就 对 所 有 


已 经 在 复数 范围 


内 被 完全 分 解 了 . 那 


了 么 ， 对 每 一 个 大 


4( 太 ) 的 堆 


5.13 


5.14 


大 


ra 
个 因子 当 


子 的 个 数 ， 而 区 muderD 就 是 区 mudo 乘 以 PL) 的 非 零 


世 e(k 是 一 个 整数 ， 且 


个 多 项 式 恒等式 .这 档 


一 来 ， 如 果 它 是 一 个 


是 这 样 Bt( - 1) 


ip \nu(k)\neq0 . 


， 臣 elk+D) 就 是 区 s(dg 加 上 PK 


子 的 乘积 ， 


除 以 @A) 的 非 夫 


z-{R_n}=n{I^{n+ 1}HMP_n^2= {Q_nH{P_n} = Q_nA2mn{fIA{fn + 1}}. 
(5.25) 中 的 第 


zi{(- 1) 人 {|-k-m}}\left(\begin{matrix}{ -m- 1M\{] -k- 


假设 项 的 比 


xk. 如 果 Bn = 2m ， 根 据 (5.29) 


又 当 zt(0) 是 22{0 人 2} 


秆 Xt(k+1)/t(k) 是 
`) 的 零 因 子 的 个 数 减 去 


办 


子 的 乘积 . 


zk \leqslant ] 时 为 PNeft(\begin{matrix}{] - k}\{1 - k - m}\end{matrix}\right) 


的 和 式 就 是 对 所 及 
必须 取 负 的 值 ，) 


( 取 


， 所 以 它 是 mMNend{matrix}\right).~~k \leqslant 1 

求 和 的 和 式 ， 这 是 由 于 zim \geqslant 0.， (条 件 n>0 并 不 真正 需要 ， 尺 管 在 n < 0 时 

为 了 从 (5.25) 得 到 (5.26) 先 用 居 1-n -qd 代 幸 区 8. 

5.15 “如果 守 是 奇数 ， 这 个 和 式 为 零 ， 因 为 我 们 可 以 用 半 一 太 代 大 

za=b=c=m) 这 个 和 式 等 于 己 {(- 1 人 m}(3m)Wm{!^3}. 

5.16 ”如 果 我 们 用 阶乘 写 出 求 和 项 ， 这 正好 是 己 (2a)!(2b)!(2OWa+b)lb + ol(c+a! 乘 以 (5.29) . 
zleft(\begin{matrix} {2n - 1/2} \n\end{matrix}\right) = \left(\begin{matrix} 

5.17 ”由 公式 {4n}\{2nNMend{matrix}\right)/{2^{2n}} 


zAleft(\begin{matrix} {2n - 1/2}M\{2n}M\end{matrix}\right) = 
\left(\begin{matrix}{4n} \{2n Mend{matrix}\right)/{2^{4n}} 
zAleft(\begin{matrix} {2n - 1/2}\n\end{matrix}\right) = 
{2^{2n}}\left(\begin{matrix}{2n - 1/2}\{2n}MNend{matrix}\right). 


—_~~ 
Mnl 


导 到 | 


和 


zwAleft(\begin{matrix} {3r}\{3k}MNend{matrix}\right)\left(\begin{matrix} {3k}\ 
5.18 {k,k,k}M\end{matrix}\right)/{3^{3k}}. 


z-{\mathcal{B}_{1 -t}}{(-Zz)^{-1}}=\sum\nolimits_{k \geqslant 0} 
{\left(\begin{matrix}{k - tk - 1}\k\end{matrix}\right)\eft( { - 1/(k - tk - 1)} 


5.19 ”根据 (5.60) 有 Yighb{{(- Z}Ak}} 
是 
PP \sum\nolimits_{k \gegslant 0} {\left(\begin{matrix} 
{tk}\k\end{matrix}\right)\Neft( {1/(tk - k + 1)} \right){z^k}} = B{}_t(z). 
z-F\bigl( { - {a_ 1},...,- {a m};- {b 1},...,- {b_n};{{(- DM{m + n}}z} 
5.20 ” 它 等 于 \bign ， 见 习题 2.17. 


5.21 2:{\lim\nolimits_{n \to\infty }}{(n + m)^{\underline m } MtnAml = 工 . 
5.22 ”根据 (5.34) 和 (5.36) ,将 (5.83) 相 乘 和 相 除 就 给 
PF \begin{aligned}\frac{(-1/2)!}{x!(x-1/2)!}&=\lim_{n\to\infty} 


{{n+x}\choose n}{{n+x-1/2}Mchoose n}n^{-2x}M\biggl/{ {n-1/2}Mchoose 
n}\&=\lim_{n\to\infty}{{2n+2x}\choose 2n}n^{-2x}.\end{aligned} 


Bz. 1/(2x)! = \mathop {\lim }Mimits_{n \to \infty } \left(\begin{matrix} {2n + 
2x}M{2n Mend{matrix}\right){(2n) 人 ^{ - 2x}}. 


等 等 附带 指出 ， 世 Gamma 函数 的 等 价 结论 是 


ry 
Ee 


区 {{\Gamma (XNGamma \left( {x + \frac{1}{2}} righb = \Gamma 
(2x)\Gamma \left( {\frac{1}{2}} \right)} \mathord{\left/{\vphantom 
{{\Gamma (xN\Gamma \left( {x + \frac{1}{2}} \right) = \Gamma 
(2x)\Gamma \left( {\frac{1}{2}} \right)} {{2^{2x - 1}}}}} \right.\kern- 
\nulldelimiterspace} {{2^{2x - 1}}}}. 


5.23  ， 见 (5.50) . 


5.24 ”根据 (5.35) 和 (5.93) ， 这 个 和 式 是 
zleft(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)F\left( \begin{tmatrix}{m - n, - 
mM\{1/2MNend{matrix}M\biggl|1} \right) = \left(\begin{matrix}{2n}\\ 
{2m}Mend{matrix}\right). 


5.25 ”这 等 价 于 容易 证 明 的 恒等式 


Fn (a-b)\frac{{{a^{\overline k }}}}{{{{(b + 1)}^{\overline k }}}} = 
a\frac{{{{(a+ 1)}^{\overline k }}}}{{{{(b + 1)}^{\overline k }}}}- 
bifrac{{{a^{\overline k }}}}{{{b^{\overline k }}}}, 


也 等 价 于 算 子 公式 Ba - b = (\Wvartheta + a) - (\vartheta + b). 
类 似 地 ， 我 们 有 


BE. \begin{aligned}&({a_1}- {a_ 2})F\left( \begin{matrix}{{a_1},{a_2}, 
{a_3}, \cdots ,{a_m}}\{{b_1}, \cdots ,{b_{\rm{n}}}} MN\end{matrix}\biggl|z 
\right)\&= {a_1}F\left( \begin{matrix}{{a_1} + 1,{a_2},{a_3}, \cdots, 
{a_m}}\{{b_1}, \cdots ,{b_n}}M\end{matrix}\biggllz \right) - {a_2}F\eft( 
\begin{matrix}{{a_1},{a_2}+1,{a_3},\cdots ,{a m}}\\M{{b_1}, \cdots, 
{b_n}}M\end{matrix}\biggllz \right),\\end{aligned} 


尺 为 忆 {fa_1} - {a_2} = ({a_1} + k) - ({a_2}+ kk). 如 果 忆 {a_1} - {b_1} 是 非 负 整数 a ， 借 助 第 二 个 恒等式 ， 
我 们 可 以 将 PF({a_1}), \cdots ,{a_m};{b_1}, \cdots ,{b_n};z) 表示 为 
z-F({a_2} +j,{a_3}, \cdots ,{a_m};{b_2}, \cdots ,{b_n};z)~(~0 \leqslant j 
\leqslant d~) 的 线性 组 合 ， 这 样 就 消去 了 一 个 
上 参数 和 一 个 下 参数 . 这样， 我 们 就 得 到 z2F(a,b;a - 1;z) 、wF(a,b;a - 2;z) 等 的 封闭 形式 . 


Es 37] 推导 出 了 2F(a,b;c;z) 和 任何 两 个 “连接 的 ”人 (contiguous) 超 几 何 函 数 (其 中 的 一 个 参数 改变 了 
土 1 ) 之 间 的 相似 关系 .Rainvillet301] 将 它 推 广 到 了 更 多 参数 的 情 


5.26 ”如 果 原 来 的 超 几 何 级 数 中 项 的 比值 是 z2{t_{k + 1}}{t_k} =r(k) ， 则 在 新 的 级 数 中 项 的 比值 是 
Po{t_{k + 2}}/{t {fk+1}}=r(k+1). 从 而 


NS 


F\left( \begin{matrix}{{a_1}, \cdots ,{a_m}}\{{b_1}, cdots ， 
{b_n}}M\end{matrix}\biggllz \right) = 1 + \frac{{{a_1} \cdots {a_m}z}} 
{{{b_1} \cdots {b_n}}}F\left( \begin{matrix}{{a_1} + 1,\cdots,{a_m}+ 
1,1}\{{b_1} +1,\cdots ,{b_n} + 1,2Mend{matrix}\biggllz \right). 


5.27 ”这 是 2F(2{a_1}, \cdots ,2{a_m});2{b_1}, \cdots ,2{b_m};z) 的 偶数 项 的 和 式 . 我 们 有 
B.{(2a)A{\overline {2k + 2} }}H/{(2a)^{\overline {2k} }} = 4(k + a)\left( {k + 
a+\frac{1}{2}} \right) ， 等 等 . 


令 z” 的 系数 相等 可 以 得 出 Pfaff-Saalschiitz 公 式 (5.97) . 


z-F\left(\begin{matrix}a,b\cC\end{matrix}\biggllz\right)=(1-z)^{- 
al\left(\begin{matrix}a,c-b\c\end{matrix}\biggll\frac{-z}{1-z}\right)=(1- 
z)^{-a}F\left(\begin{matrix}c-b,a\c\end{matrix}\biggll\frac{-z}{1- 
z}\right)=(1-z)^{c-a-b}F\left(\begin{matrix}c-a,c- 
5.28 b\c\end{matrix}\biggllz\vight) ( 欧 拉 通过 证 明 两 边 满 足 
Ei 的 微分 方程 ， 证 明了 这 个 恒等式 . 反射 律 常常 归功 于 欧 拉 ， 但 似乎 并 没有 出 现在 他 已 经 发 表 的 论文 


5.29 ”根据 范 德 蒙 德 卷 积 ，z" 的 系数 是 相等 的 . 〈 库 默 尔 原来 的 证 明 是 不 同 的 : 他 在 反射 律 (5.101) 
考虑 了 已 {Nimvnolimits_{m \to \infty }}F(m,b - a;b;z/m). ) 


5.30 ”再 次 求 导 得 到 世 z(1 - Zz)F"(z) + (2 - 3z)F'(z) - F(z) = 0. 于 是 ， (5.108) 有 F(z) = F(1,1:;2;z). 


下 


5.31 ”条 件 Pf(k) = T(k + 1)-T(k) 意味 着 
Pk + 1)/f(k) = \eft( {TQ + 2)/T(k + 1)- 1} vight)Neft( {1 - TO)/T(k + 1)} 
\right) 是 上 的 一 个 有 理 函 数 . 


5.32 ” 当 对 下 的 多 项 式 求 和 时 ， Gospet Te Ny 我 们 有 Eq(k) =r(k) = 1 ， 并 尝试 求解 
zp(k) = s(k + 1) - s(k). 此 法 提示 我 们 设 sl ) 是 一 个 次 数 为 苞 d = vdeg (p) + 1 的 多 项 式 . 


5.33 Pk=(k-1)s(k+1)-(k+1)s(k) 的 解 是 忆 s(k)=-k+\frac{1}{2} ， 故 而 答案 是 
(1 - 2k)/2k(k - 1) + C. 


5.34 ”因为 对 zjk > c 的 所 有 项 都 为 去， 且 在 其 他 项 的 极限 中 zAvarepsilon - c 与 己 -cc 相抵 消 ， 所 以 极限 关 
系 成 立 . 这 样 一 来 ， 第 二 个 部 分 和 式 就 是 
z-{\lim\nolimits_{\varepsilon \to O}}F( - m, - n;\varepsilon - m;1) = 
{\lim\nolimits_{\varepsilon \to 0}}{(\varepsilon + n - m){\overline m 
}}/{(\varepsilon - m)^{\overline m }} = {(- 1)m}\left(\begin{matrix}{n - 
1}\m\end{matrix}\right). 


5.35 (a) #2{2^{ -n}}{3^n}[n \gegslant 0]. (b) 
zw-{\left( {1 - \frac{1}{2}} \right)^{ - k - 1}}[k \geqgslant 0] = {2^{k + 1}}[k 
\geqgslant 0]. 


5.36 ”em +n 的 数字 之 和 就 是 m 的 数字 之 和 加 上 n 的 数字 位 之 和 ， 再 减 去 了 一 1 乘 以 进位 的 次 数 ， 
每 一 次 进位 都 使 得 数字 之 和 减少 ep - 1. 《将 这 个 结果 推广 到 广义 二 项 式 系数 的 研究 可 见 参考 文献 
[226]. 


Aleft(\begin{matrix} {x + y}, \nm\end{matrix}\right) = \sum\nolimits_k 
{\left(\begin{matrix}x\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}y\{n - 
5.37 | nl! 除 第 个 恒等式 得 到 kjNend{matrix}\right)} 
， 这 是 范 德 蒙 德 德 卷 积 例如 ， 如 果 我 们 取 z 和 Y 的 相反 数 ， 就 能 从 公式 
忆 {xA{\overlinek }} ={(- I 人 Ak}{(- x)^{\underline k }} 推出 第 二 个 恒等式 . 


5.38 ”选取 尽 可 能 大 的 c ， 使 得 zeft(\begin{matrix}c\3\end{matrix}\right) \leqslant n . 这 样 就 有 
ez-0 \ledslant n - \left(\begin{matrix}c\3\end{matrix}\right) < 
\left(\begin{matrix}{c + 1}\3\end{matrix}\right) - 
\left(\begin{matrix}c\3\end{matrix}\right) = 
\left(\begin{matrix}c\2\end{matrix}\right) 


en - \left(\begin{matrix}c\3\end{matrix}\right) 代替 ; 
法 都 可 以 用 这 样 的 方法 得 到 . (对 任何 固定 的 m ， 我 们 可 以 对 


BP n=\eft(\begin{matrix}{{a_1}}\l\end{matrix}\right) + 
\left(\begin{matrix}{{a_2}}\2\end{matrix}\right) + \cdots + 
\left(\begin{matrix}{{a_m}}\m\end{matrix}\right),~~0 \leqgslant {a_1} < 
{a_2} <\cdots < {a_m} 


得 到 同样 的 结果 ) 


5.39 对 mr+n 用 


这 


了 纳 法 证 明 : 对 所 有 m0 和 n>0 有 


zs: x\my‘n=\sum\nolimits^m {k=1}{{m+n-1-k}\choose{n-1}}a nb^{m- 
k}x^kt\sum\nolimits^n_{k=1}{{m+n-1-k}\choose{m-1}}a^{n-k}bAmy 人 ^k. 


5.40 


BP \begin{aligned}&{(- 1){m+1}MNsum\nolimits_{k = 1}n 
{\sum\nolimits_{j = 1}Am 
{\left(\begin{matrix}r\j\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{m - rk -s - 
1}M\{m - jM\end{matrix}\right)} MN\&~~~~~~~= ={(- 1 mMNsum\nolimits_{k = 
1}An {\left( {\left(\begin{matrix}{m -rk -s-1}\mend{matrix}\right) - 
\left(\begin{matrix}{m - r(k - 1)-s- 1}\m\end{matrix}\right)} 
\right) |\&~~~~~~~= = {(-1)m}\left( {\left(\begin{matrix}{m -rm-s- 
1}\m\end{matrix}\right) - \left(\begin{matrix}{m - s- 
1}\m\end{matrix}\right)} \right) = \left(\begin{matrix} {rn + 
sl\m\end{matrix}\right) - 
\left(\begin{matrix}s\m\end{matrix}\right).\end{aligned} 


zAsum\nolimits_{k \geqslant 0} {nVn - k)!(n + k + 1)!} = \eft( {n!/(2n + 

1)!} ightN\sum\nolimits_{k > n} {\left(\begin{matrix} {2n + 
5.41 1}\k\end{matrix}\right)} ， 这 就 是 
BF.{2^A{2n}}nV(2n + 1)!. 


5.42 “我们 将 ”作为 一 个 不 定 的 实 变量 来 处 理 . 对 Bq(9 =k+1 和 Er(oO=k-1-nGosper 方 法 有 解 


并 按照 同样 的 方式 继续 下 去 反之， 任何 这 样 的 表 


人 外 、\ 


Ps(o = In+2) ， 从 而 所 要 求 的 不 定 和 式 就 是 (-1)^{x-1}Nfrac{n+1}{n+2} 上 Nbiggl/{{n+1}\choose x} .又 如 量 


z20 \leqslant m \leqslant n ， 则 


a 


BP \sum\limits_{k = 0}m {\frac{{{{(- 1)} 人 ^k}}} 
{{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}}} = {{{{{(- 1)}^{x- 
1}}\frac{{n + 1}}{{n + 2}}} \mathord{\left/{\vphantom {{{{(- 1)}^{x- 
1}}M\frac{{n + 1}}{{n + 2}}} {\left(\begin{matrix}{n + 
1}\x\end{matrix}\right)}}} \right.\kern-\nulldelimiterspace} 
{\left(\begin{matrix}{n + 1}\x\end{matrix}\right)}}} \biggl|_O^{m + 1} = 
\frac{{n + 1}}{{n + 2}} +\left( {\frac{{m+ 1}}{{n+ 2}}} \right)\frac{{{{( 
- 1)M'm}}}{{\left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)}}. 


附带 指出 ， 这 一 习题 意味 着 公式 
zw \frac{1}{{n\left(\begin{matrix}{n - 1}\k\end{matrix}\right)}} = \frac{1} 


{{(n+ 1)\left(\begin{matrix}n\{k + 1 Mend{matrix}\right)}} + \frac{1}{{(n 
+ 1)\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}} 


基本 递归 式 (5.8) 的 “对 偶 ”. 


5.43 ”在 提示 的 第 一 步 之 后 ， 我 们 可 以 应 用 (5.21) 并 对 大 求 和 .这样 ， 再 次 应 用 (5.21) 以 及 范 德 蒙 德 
卷 积 ， 就 完成 了 这 项 任务 《Andrews00l 给 出 了 这 个 恒等式 的 一 个 组 合 证 明 . 参考 文献 [207， 习 题 1.2.6- 
62] 中 讲述 了 一 个 快速 方法 ， 可 以 从 这 个 恒等式 得 到 (5.29) 的 证 明 . ) 


5.44 ”阶乘 抵消 表明 


zi \left(\begin{matrix}m\j\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}n\k\end{m 
atrix}\right)\eft(\begin{matrix} {m + n} \m\end{matrix}\right) = 
\left(\begin{matrix}{m + n -j-k}M\{m- 
jhM\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{j + 
kM\j\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{m + n}M\{j + 
kM\end{matrix}\right), 


六 
漆 


< 


所 以 第 二 个 和 式 等 于 P21 人 left(\begin{matrix}{m + n}\m\end{matrix}\right) 乘 以 第 一 个 ， 而 当 
z= 0,~~n=b,~~r=a,~~s=m+n-b 了 时 ， 第 一 个 和 式 正好 是 (5.32) 的 特殊 情形 ， 所 以 它 等 于 
zleft(\begin{matrix}{a + b} \a\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{m + 
n-a-blM\{n-aNMNend{matrix}\right). 


FAsum\nolimits_{k \leqslant n} {\left(\begin{matrix}{k - 
1/2}\kK\end{matrix}\right)} = \left(\begin{matrix} {n + 
5.45 ”根据 (5.9) 有 1/2}\n\end{matrix}\right). 如 果 说 答案 
的 这 个 形式 还 不 足够 < 封闭”， 我 们 可 以 应 用 (5.35) 得 到 
exAleft( {2n + 1} rightNeftCbegin{matrix}{t2n}jNnvend{tmatrixjNright){4A{ - 
n}}. 


5.46 ”根据 (5.69) ， 这 个 卷 积 是 已 {\mathcal{B}_{ -1}}(z){\mathcal{B}_{-1}}(-z) 中 居 {z^{2n}} 的 系数 
zAleft( {2{\mathcal{B}_{ - 1}}(z) - 1} \right)\left( {2{\mathcal{B}_{- 1}}( 

的 相反 数 . 现在 有 -z)-1} righb = \sqrt {1 - 16{z^2}} ， 从 而 

zw-{\mathcal{B}_{ -1}}(z){\mathcal{B}_{-1}}(-z)=\frac{1}{4}M\sgrt {1 - 

16{z^2}} + \frac{1}{2}{\mathcal{B}_{ - 1}}(z) + \frac{1}{2} 

{\mathcal{B}_{ -1}}(-z)-\frac{1}{4}. 根据 二 项 式 定 理 


{(1- 16{z^2}) 人 {1/2}} = \sum\limits_n {\left(\begin{matrix} 
{1/2} \n\end{matrix}M\right){{( - 16)}Mn}{z^{2n}}} = - \sum\limits_n 
{\left(\begin{matrix} {2n} \n\end{matrix}\right)\frac{{{4^n}{z^{2n}}}} 
{{2n - 1}}}, 


zleft(\begin{matrix}{2n} \n\end{matrix}\right)}{4^{n -1HMC2n -1T)+ 
所 以 答案 是 \eft(\begin{matrix}{4n - 1}\f2nj\end{fmatrixjNrighb/(4n - 1). 


zAbigl(\mathcal{B}_r(z)^s\bigl\mathcal{ Q}_r(z)\bigr)\bigl(\mathcal{B}_r(z 
5.47 ”根据 (5.61) ， 它 是 )A{-s}\biglAmathcal{Q}_r(z)}bigmD=\mathcal{Q}_r(z)A{-2} 2" 
的 系数 ， 其 中 Bf{\mathcal{Q}_r}(z)= 1-r+r{f\mathcal{B}_r}{(z)^{ - 1}}. 


z-F\left( {2n + 2,1;n + 2;\frac{1}{2}} \right) = {2^{2n + 
5.48 1}}Aleft(\begin{matrix}{2n + 1}\{n + 1}\end{matrix}\right) ， 这 是 (5.111) 的 一 个 特 


5.49 ”Saalschiitz 恒 等 式 (5.97) 给 出 


B. {{xt+n}\choose n}\frac{y}{y+n}{\rm F}\eft(\begin{matrix}-x,-n,-n-y\-x- 
n,1l-n-y\end{matrix}\biggl|l\right)=\frac{(y-x)^{\overline{n}}} 
{(y+1)^{\overline{n}}}. 


乱 
[ou 


5.50 


Asum\limits_{k \geqslant 0} {\frac{{{a^{\overline k }}{b^{\overline k }}}} 
{{{c^{\overline k }}}}\frac{{{{(-z)}k}}}{{k!} Nsum\limits_{m \geqslant 
0} {\left(\begin{matrix}{k +a+m-1}\mend{matrix}\right){z^m}} } = 
\sum\limits_{n \geqslant 0} {{z^nM\sum\limits_{k \geqslant 0} 
{\frac{{{a^{\overline k }}{b^{\overline k }}}}{{{c^{\overline k }}k!}}{{(- 
1)}^k}\left(\begin{matrix}{n +a-1}M\{n - kMN\end{matrix}\right)} }, 


根据 范 德 蒙 德 卷 积 (5.92) ， z" 的 系数 是 
Ba {{n+a-1}\choose n}F\left(\begin{matrix}a,b,- 
n\\c,a\end{matrix}\biggl|l1\right)=\frac{a^{\overline{n}}}{n!}\frac{(c- 
b)^{\overline{n}}}{c^{\overline{n}}}. 


5.51 


(a) 反射 律 给 出 BF(a, - n;2a;2) = {(- DAn}F(a, - n;2a;2)， (附带 指出 ， 当 
zf(n) = {2^n}{x^{\underline n }}H{(2x)^{\undenline n }} 时 ， 这 个 公式 意 
Po{\Delta ^{2m + 1}}f(0) = 0. ) 


味 着 非 同 寻常 的 恒等式 


任期 期 限 ? 1 


1 正文 中 “ 逐 项 取 极 限 ” 的 英文 是 “term-by-term limit*， 而 “term limit* 有 另 一 个 政治 学 的 含义 ， 即 “任期 期 限 ”. 


zwAsum\nolimits_{0 \leqslantk \leqslant m} 
{\left(\begin{matrix}m\k\end{matrix}\right)\frac{{2m + 1}}{{2m + 1 - k}} 
(b) 逐 项 取 极 限 得 到 {{( - 2)}Ak}} 加 上 一 个 附加 
项 (zk=2m-1) .这 个 附加 项 是 


z-\begin{aligned}&\frac{{(- m) \cdots (- 1)(1) \cdots (m)(- 2m + 1) \cdots ( 

- 1){2^{2m + 1}}}}{{(- 2m) \cdots (- 1)(2m - DI}} NN\&~~~~~~~~~~~~= {( 
-1 人 {m+ 1}}\frac{{m!m!{2^{2m + 1}}}}{{(2m)!}} = \frac{{ - 2}} 
{{\left(\begin{matrix}{ - 1/2} \m\end{matrix}\right)}};\end{aligned} 


从 而 根据 (5.104) ， 这 个 极限 就 是 
zf{{f - 1} \mathord{\left/{\vphantom {{ - 1} {\left(\begin{matrix}{ - 

1/2}\m\end{matrix}\right)}}} \right.\kern-\nulldelimiterspace} 

{\left(\begin{matrix}{ - 1/2}\m\end{matrix}\right)}} ， 这 是 我 们 所 得 结果 的 相反 数 . 


5.52 ”对 zik >N ， 两 个 级 数 的 项 都 是 零 . 这 个 恒等式 对 应 于 用 =N - Kk 代替 sk. 注意 


e. \begin{aligned}{a^{\overline N }} &= {a^{\overline {N - k} }}{(a+N- 
k)^{\overline k }} \&= {a^{\overline {N - k} }}{(a + N - 1)^{\underline k }} 
= {a^{\overline {N - k} }}{(1 -a - N)^{\overline k }}{(- 
1)^k}\end{aligned} 


5.53 ” 当 zb=-\rac{1}{2} 时 ， (5.110) 的 左边 是 21 - 2z ， 而 右边 是 {1 - 4z + 4{z^2}M{1/2}} , 与 a 
无 关 . 右边 是 形式 需 级 数 


FP 1 +\left(\begin{matrix}{1/2},\1\end{matrix}\right)4z(z - 1) + 
\left(\begin{matrix}{1/2}\2\end{matrix}\right)16{z^2}{(z - 1)^2} + \cdots, 


它 可 以 展开 并 重新 排序 得 到 21 - 2z + 0{zA2} + 0{z^3} + \cdots ， 但 是 当 zz = 1 时 ， 重 新 排序 在 中 间 环 节 
涉及 发 散 级 数 ， 所 以 它 是 不 合法 的 . 


5.54 ”如果 局 mn +n 是 奇数 ， 比 如 世 2N - 1 ， 我 们 想 要 证 明 


PF \lim_{\varepsilon\to0}F\left(\begin{matrix} N-m-\frac{1}{2},- 
N+\varepsilon\-m+\varepsilon\end{matrix}\biggl|l\right)=0. 


居 为 P22- m + \varepsilon > - m - \frac{1}{2} + \varepsilon ， 方 程 (5.92) 适用 ， EN \leqslant m ， 分 母 
的 因子 PAGamma (c -b) = \Gamma (N - m) 是 无 限 的 ， 其 他 的 因子 则 是 有 限 的 . 和 不 伏 pm+n 就 是 偶 
数 ， 置 en=m-2N ， 根 据 (5.93) 我 们 就 有 


\lim_{\varepsilon\to0}F\left(\begin{matrix}-N,N-m-\frac{1} 
{2}+\varepsilon\-m+\varepsilon\end{matrix}\biggl|1\right)=\frac{(N- 
1/2)^{\underline{N}}}{m 人 ^{\underline{N}}}. 


剩 下 的 事情 就 是 要 证 明 


ez.\eft(begin{fmatrix}m{m - 2N}M\end{matrix}\right)\frac{{(N - 1/2)!}}{{(- 
1/2)!}}frac{{(m - N)!}}{{m!}} = \left(\begin{matrix}{m -Nm - 
2N MNend{matrix}\right){2^{ - 2N}}, 


™ 


而 这 正 是 习题 5.22 当 记 x = N 时 的 情 


FNmathcal{Q}K) = (kK + {A_1}) \cdots (k+{A_M])Z~=RIO = (k + {B_1)) 

5.55 ” 设 \cdots (k + {B_N}). 那么 

Bt(k + 1)/t(k) = P(k)\mathcal{Q}(k - 1)/P(k - DRGO ， 其 中 蕊 P( = \mathcal{Q}() - R() 是 一 个 非 零 多 项 
式 . 


5.56 。 忆 - (kK + 1)(k+2)=s(k+1)+s(k) 的 解 是 Ps(k) =-\frac{1}{2}{k^2} -k-\frac{1}{4} ， 从 而 
zAsum {\left(\begin{matrix}{ - 3}\k\end{matrix}\right)\delta k} = \frac{1} 
{8}{(- DA{k- 1}}(2{k^2} + 4k + 1)+ C. 另外 


\begin{aligned}{( - 1)^{k - 1}}&\left\floor {\frac{{k + 1}}{2}} 
\right\rfloor \left\lfloor {\frac{{k + 2}}{2}} \right\irfloor\&= \frac{{{{(- 
1)M{k -1}}}}{4}\eft( {k + 1 - \frac{{1 + {{(- 1)}^k}}}{2}} \right)\Neft( {k 
+2-\frac{{1- {{(- 1)}Ak}}}{2}} \righ)\&= \frac{{{{(- D}^{k - 1}}}} 
{8}(2{k^2} + 4k + 1) + \frac{1}{8}.\end{aligned} 


5.57 ”我们 有 Pt(k + 1)t(k) = (k- n)(k + 1 + \theta vw Zz)/(k + 1)(k + \theta ). 这 样 我 们 就 设 
zp(k) = k + \theta,~~q(k) = (k - n)(- z),~~r(k) = k. 这 个 神秘 的 函数 sp) 必定 是 一 个 常数 co ， 并 且 我 们 有 


zk + \theta = \left({ - z(k - n) - k} \right){\alpha_0}, 


从 而 zf\alpha_0} =- 1/(1+z) 且 zAtheta =-nz/(1+z). 该 和 式 就 是 


BP \sum {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){z^k}\left( {k - 
\frac{{nz}}{{1 +z}}} ight)\delta k} = - \frac{n}{{1+ 
z}}\left(\begin{matrix}{n - 1}M\{k - 1 Mend{matrix}\right){z^k} + C. 


(在 (5.18) 中 提 到 了 Pz = 1 这 一 特殊 情况 ，) 


5.58 ”如 果 m > 0， 我 们 可 以 用 “Mrac{k} {mleftNbegin{matrix}{k - 1}M\{m - 1MNend{matrix}\right) 代替 
Pleft(begin{matrix}\m\end {matrix}\right) ， 推导 出 公式 

zs{T_ {m,n}} = \frac{n}{m}{T {m-1,n-1}}-\frac{1} 

{m}\left(\begin{matrix}{n - 1}\m\end{matrix}\right). 于 是 求 和 因子 
2.{\left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)^{ - 1}} 是 合适 的 : 


zw: \frac{{{T_{m,n}}}}{{\left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)}} = 
\frac{{{T_{m-1,n-1}}}}{{\left(\begin{matrix}{n - 1}M\{m - 
lMNend{matrix}\right)}} - \frac{1}{m} + \frac{1}{n}. 


我 们 可 以 将 它 展 开 来 得 到 


BE. \frac{{{T_{m,n}}}}{{\left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)}} = 
{T_{0,n-m}}- {H_m}+{H n}-{H_{n-m}}. 


最 后 PB{T_{0,n-m}} = {H_{n-m}} ， 所 以 
zs:{T_ {m,n}} = \left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)({H_n} - 


{H_m}). 
果 ， 见 7.5 节 例 2， ) 


(利用 生成 画 数 也 


mp 
CC 
烛 
寻 
Bi 


| 


zAsum\nolimits_{j \geqslant 0,k \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\j\end{matrix}\right)\bigl[ {j = \bigl\lfloor {{{\log 
}_m}k} \bigr\rfloor } \bigr]} = \sum\nolimits_{j \geqslant 0,k \geqslant 1} 
{\left(\begin{matrix}n\j\end{matrix}\right)\eft[ {{tmA} \leqslant k < {mA 人 ^{j 
5.59 +1}}} vight]} ， 这 就 是 
Asum\nolimits_{j \geqslant 0} {\left(\begin{matrix}n\j\end{matrix}\right) 
({m 人 +1}}- {mj})} = (m - 1)\sum\nolimits_{j \geqslant 0} 
{\left(\begin{matrix}n\j\end{matrix}\right)}{m 人 和 j}} = (m - 1){(m + 1)^n}. 


5.60 zleft(\begin{matrix}{2n}\n\end{matrix}\right) \approx {4An}Asqrt {\pin} 是 


ez. \left(\begin{matrix}{m + n} \mend{matrix}\right) \approx \sqrt {\frac{1} 
{{2\pi Neft( {\frac{1}{m} + \frac{1}{n}} \right)} {\left( {1 + \frac{m} 
{n}} \right)^n}{\left( {1 + \frac{n}{m}} \right)^m} 


当 pom = n 时 的 情形 . 


5.61 ” 设 zNeftlfloor {n/p} \right\rfloor = g 以 及 Pin\bmod p= 多项式 恒 等 式 
局 {(x + 1)Ap} \equiv {x^p} + 1~(\bmod p) 列 洒 


蕊 (x+ DA{pq + r}} \equiv {(x + DAr}{({xAp} + DAqj=Cbmod p). 


左边 P2{x^m} 的 系数 是 zeft(\begin{matrix}n Nm\end{matrix}\right). 在 右边 ， 它 的 系数 是 
Asum\nolimits_k {\left(\begin{matrix}r\{m - 
pk}\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}q\K\end {matrix}\right)} ， 也 就 是 
zleft(\begin{matrix}\{m\bmod 
ph\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}q\{\left\floor {m/p} \right\rfloor 
Mend{matrix}\right) 


By 


为 220 \leqslantr < p. 


zleft(begin{fmatrix}{tnpmphendtmatrixjrighb = \sum\nolimits_{{k_1} 

+ \cdots + {k_n} = mp} {\left(\begin{matrix}p\ 

{{k_1}}M\end{matrix}\right)...\left(\begin{matrix}p\\ 

{{k_n}}M\end{matrix}\right)} \equiv 
5.62  \left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)~(\bmod {p^2}) ， 因 为 除了 
BleftCbegin{matrixjnNmvendfmatrixjvighb 项 ， 这 个 和 式 的 所 有 其 他 项 都 是 的 倍数 ， 而 排除 在 外 的 
zAleft(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right) 项 就 是 诸 个 上 中 恰好 有 mm 个 都 等 于 P 的 那些 项 . (Stanley[335; 
习题 16(90] 指出 ， 当 p> 3 时 这 个 同 余 式 实际 上 对 模 已 fpA3} 成 立 .) 


Bf{S_n} =\sum\nolimits_{k = 0}n {{{(- 4)}^k}\Neft(\begin{matrix} {n+ 
kM\{n - kMNend{matrix}\right)} = \sum\nolimits_{k = 0}n {{{(-4)}M{n - 
5.63 ”这 就 是 k}}\left(\begin{matrix}{2n - k}\k\end{matrix}\right)}. 当世 z = - 1/4 时 ， 
(5.74) 的 分 母 为 零 ， 所 以 不 能 直接 代入 那个 公式 . 递归 式 p22{S_n} =-2{S_{n -1}}-{S_{n -2}} 引出 解 
zs{S_n}={(- 1 n}(2n + 1). 


FAsum\nolimits_{k \geqslant 0} {\left( {\left(\begin{matrix}n\ 

{2k}M\end{matrix}\right) + \left(\begin{matrix}n\{2k + 

lMNend{matrix}\right)} \right)} /(k + 1) = \sum\nolimits_{k \gegslant 0} 
5.64  {\left(\begin{matrix}{n + 1}\{2k + 1}\end{matrix}\right)/(k + 1)} ， 它 就 是 


pAfrac{2}{{n + 2}}M\sum\limits_{k \geqslant 0} {\left(\begin{matrix}{n + 2 从 
{2k + 2}MNend{matrix}\right)} = \frac{{{2^{n + 2}} - 2}}{{n + 2}}. 


5.65 “用 己 {nAfn - 1}} 来 乘 两 边 ， 并 用 nn 一 1 一 上 代替 上 得 到 


FP \begin{alignedMsum\limits_k {\left(\begin{matrix} {n - 
1}M\k\end{matrix}\right){n^k}(n - FR)!} &= (n- 1)N\sum\limits_{k = 0}M{n- 
1} {\left( {{n^{k + 1}}H/k! - {nAk}H/(k - 1)!} ight) }\&= (n - 1)!{nAn}/(n - 
1)!\end{aligned} 


(事实 上 ， 这 个 部 分 和 式 可 以 用 Gosper 算 法 求 出 ，) 换 一 种 方式 ， 
zleft(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)k{n^{n - 1 - k}}k! 也 可 以 解释 成 2Nbigl{ {1, \cdots ,nj \bign\} 到 
身 的 映射 个 数 ， 同 时 PXf(1), \cdots ,f(k) 均 不 相同 ， 但 是 Pf(k + 1) \in \bigl{ {f(1), \cdots ,f(k)} \bign\} ， 对 天 
求 和 必定 给 出 把 fnAn}. 


5.66 ”这 是 一 个 “花园 散步 路 径 > 问 题 ， 其 中 每 一 步 仅 有 一 种 "显然 的 "方法 进行 . 首先 用 ! 代 赫 大 -7 ， 然 后 
了 大 代替 NefNfloor {\sqrtl } rightvfloor ， 这 就 得 到 
FP \sum\limits_{j,k \geqslant 0} {\left(\begin{matrix}{ - 1}M{j - 
kNMNend{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}j\m\end{matrix}\right)\frac{ {2k + 
1}}{{{2}}}}. 
这 个 无 穷 级 数 收敛 ， 因 为 固定 7 的 项 由 j 的 一 个 多 项 式 除 以 zA{2 和 j} 确定 .现在 对 大 求 和 就 得 到 


BP- \sum\limits_{j \geqslant 0} 
{\left(\begin{matrix}j\m\end{matrix}\right)\frac{{j + 1}}{{{21)}}}}. 


入 由 +1 并 应 用 (5.57) ， 就 得 到 答案 24(m + 1). 


5.67 ”由 (5.26) 得 到 P23\eft(\begin{matrix}{2n + 2}\{n + 5Mend{matrix}\right) ， 因 为 


PP \left(\begin{matrix} 
{\left(\begin{matrix}k\2\end{matrix}\right)} \2\end{matrix}\right) = 
3\left(\begin{matrix}{k + 1}\M\end{matrix}\right). 


5.68 ”利用 


是 偶数 区 bigr]， 


z-n\left( {{2^{n - 1}} - \left(\begin{matrix} {n - 1}\{\left\lfloor {n/2} 
我 们 得 到 \right\rfloor }\end{matrix}\right)} \right). 


zAleft(\begin{matrix}{k + 1}\2\end{matrix}\right) + \left(\begin{matrix}{] - 
1}\2\end{matrix}\right) \leqslant \left(\begin{matrix}k\\2\end{matrix}\right) 
5.69 ”由 于 +\left(\begin{matrix}l\2\end{matrix}\right) \Leftrightarrow k <1 ， 所 以 当 诸 个 大 尽 可 
能 相等 时 出 现 最 小 值 ， 因 此 ， 根 据 第 3 章 的 等 额 分 划 公 式 ， 最 小 值 是 


PF \begin{aligned}&(n\bmod m)\left(\begin{matrix}{\left\lceil {n/m} 
\right\rceil }\2\end{matrix}\right) + \left( {m - (n\bmod m)} 
\right)\left(\begin{matrix}{\left\floor {n/m} \right\rfloor 
}M\2\end{matrix}\right)\&~~~~~= = m\left(\begin{matrix}{\left\lfloor {n/m} 
\right\rfloor }\2\end{matrix}\right) + (nN\bmod m)\left\lfloor {\frac{n}{m}} 
\right\rfloor.\end{aligned} 


任何 下 指标 代替 2， 仍 有 类 似 的 结论 成 立 . 


5.70 ”这 就 是 已 FNeft({ - n,ifrac{1}{2});1;2} \right) ， 如 果 我 们 用 一 大 代替 大 ， 它 也 就 是 
BF.{(-2)A 人 -niNeftCbegin{fmatrix}{2njNnvendtmatrix}NrighbEFNeft({-D, - 


n;\frac{1}{2} - n;\frac{1}{2}} \right). 现在 ， 根 据 高 斯 恒等式 (5.111) 
z-F\left( { - n, - n;\frac{1}{2} - n;\frac{1}{2}} \right) = F\left( { - \frac{n} 
有 {2}, - \frac{n}{2};\frac{1}{2} - n;1} \right). 换 一 种 方式 ， 根 据 反射 律 
BF\left({-D, - n;\frac{1}{2} - n;\frac{1}{2}} \right) = {2^{ - n}}F\left( { - 
(5.101) 有 ee \frac{1}{2} - n; - 1} \right) 而 库 默 尔 公 式 
(5.94) 则 将 它 与 (5.55) 联系 起 来 ，) 当 n 是 奇数 时 ， 答 案 是 0;， 而 当 n 是 偶数 时 ， 答 案 是 


en na ey (另外 的 推导 见 参考 文献 [164，81.2]. 这 个 和 式 
出 现在 简单 搜索 算法 的 研究 中 [195] . 


BE. S(z)=\sum\limits_{k \geqslant 0} {{a_k}\frac{{{z^{m + k}}}}{{{{(1 - 
Zz)} {m+ 2k+ 1}}}}} = \frac{{{zAm}}}{{{{(1 -Zz)}{m + 1}}}}ANeft( 
{z/{{(1 - 2)}^2}} \right). 


BJA(Z) = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {\left(\begin{matrix} 

{2k}\k\end{matrix}\right){{( -ZzZ)}kM(K + 1)} = \left( {\sqrt {1 + 4z} - 1} 
(b) 这 里 \right)/2z ， 所 以 我 们 有 
已 ANeft( {Zz/{{(1 - z)}^2}} righb = 1 - z. 这 样 就 有 
ez.{S_n} = \left[ {{z^n}} \right]{\left( {z/(1 - Zz)} \right)^m} = 
\left(\begin{matrix}{n - 1}M\{n - mMend{matrix}\right). 


5.72 ”所 说 的 量 是 “mm - n) \cdots \left( {m - (k - 1)n} } vigh) {nA\{k - mu (K)}HkI.~~n 的 任何 素 因子 了 整除 分 

子 至 少 zk - mu (k) 次， 而 整除 分 母 至 多 Pk - mu (k) 次 ， 因 为 这 是 2 整除 总 的 次 数 . 如 果 局 {pA^r} 整除 所 

那么 不 整除 ?的 素数 了 必定 整除 乘积 Pim(m - n) \cdots (m -(k- 1)n) 至 少 r 次 ， 因 为 当 zinn'\equiv 1 时 我 们 
pm(m-n)...(m-(k-1)n)\egquiv{n\k}{(mn)^{\underline k }} = kl!,~~ 

有 {n^k}\left(\begin{matrix} {mn'}\k\end{matrix}\right) \equiv 0(\bmod {pr}). 


md 


73 ”代入 eAX_n} =nl 得 到 ealpha = \beta=1， 代 入 得 到 alpha = 1,~~\beta = 0. 这样 一 来 ,其 通 解 就 
是 . 


Aleft(\begin{matrix}{n + 1}\k\end{matrix}\right) - \left(\begin{matrix} {n - 
5.74 1}M\{k- 1}Mend{matrix}\right)~(~1 \legslant k \leqslant n~). 


5.75 ”借助 递归 式 z{S_k}(n + 1)= {S_k}(n) + {S_{(k -1bmod 3}}(n) ， 有 可 能 归纳 地 验证 : 诸 个 5 中 有 
两 个 相等 ， 且 忆 {S_{(- njbmod 3}}(n) 与 它们 相差 已 {( - 1 人 n}. 这 三 个 值 将 它们 的 和 
z2{S_0}(n) + {S_1}(n) + {S_2}(n) = {2^n} 分 得 尽 可 能 相等 ， 所 以 zAleft\lceil {{2^n}/3} \right\rceil 必定 出 现 
E.{2Anjbmod3 次 ， 而 Neftlfloor {{2^n}/3} Nightvrfloor 必定 出 现 3 - ({2An}bmod 3) 次 . 


= 


z-{\mathcal{Q}_{n,k}} = (n+ 1)\eft(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right) 
5.76  -\left(\begin{matrix}n\{k + 1}Mend{matrix}\right). 


5.77 ” 当 此 乘积 是 多 项 系数 


jz  \left(\begin{matrix}{{k_m}}M\{{k_1},{k_ 2} - {k_1}, \cdots,{k_m}- 
{k_{m - 1}} MN\end{matrix}\right) 


时 ， 这 些 项 都 是 零 ， 除 非 22{k_1} \leqslant \cdots \leqslant {k_m}. 于 是 对 22{k_1}, \cdots ,{k_{m - 1}} 求 和 得 
到 pA{m 人 ^{{k_m}}} ， 最 后 再 对 zs:{k_m} 求 和 得 到 px({m^{n + 1}} - 1)/(m-1). 


5.78 ”将 该 和 式 扩展 到 Pk = 2{mA2} + m -1， 新 的 项 是 

zleft(\begin{matrix}1\M\end{matrix}\right) + 

\left(\begin{matrix}2\6\end{matrix}\right) + \cdots + \left(\begin{matrix} {m 

- 1M\{2m}M\end{matrix}\right) = 0. 于 Pm \bot (2m + 1) ， 数 对 
EMeft( {Kbmod m,k\bmod ~(2m + 1)} Nighb 是 不 同 的 .此 外 ， 当 7 从 0 变 到 2m 时 ， 诸 数 

局 (2j + 1)Nbmod ~(2m + 1) 就 是 按照 某 种 次 序 排列 的 数 已 0,1, \cdots ,2m. 从 而 这 个 和 式 就 是 


z. \sum\limits_{{\scriptstyle{O\legslant k<mj} }\atop{\scriptstyle{O\leqslant 
j<2m+1} {\left(\begin{matrix}k\j\end{matrix}\right)} = \sum\limits_{0 
\legslant k <m} {{2^k}} = {2^m} -1. 


5.79 (a) 这 个 和 式 是 已 {2^{2n - 1}} ， 所 以 最 大 公 因 子 必定 是 2 的 罕 . 如 果 Bn = {2^k}q ， 其 中 4 是 奇数 ， 
那么 PAleft(begin{matrix}{2n}\1\end{matrix}\right) 可 以 被 局 {2A{k + 1}} 整除 ， 而 不 被 局 {2^{k + 2}} 整 
除 . 每 一 个 PAeft(begin{matrix}{2n}\{2j + 1NMend{matrix}\right) 都 被 {2\{k +1}} 整除 (见习 题 5.36) ， 
所 以 这 必定 就 是 最 大 公 因 子 . (b) 如 果 已 {pAr} \leqslant +1<{p^{r+1}} ， 当 到 k= {pArl -1 时 将 大 与 
n 一 大 相 加 ， 我 们 得 到 最 多 的 一 进 制 进 位 . 在 这 种 情形 进位 的 个 数 是 zir - {\varepsilon_p}(n + 1)， 
er = {Vvarepsilon_pj}bigl({LC + 1)} \bigr). 


5.80 ”首先 用 归纳 法 证 明 zik! \geqslant {(k/e)^k}. 


5.81 ” 设 忆 {ff_{,m,n}}(x) 是 左边 .只 要 证 明 z{f_{l,m,n}}(1) > 0 且 对 z20 \eqslant x \leqslant1 有 
友 {f_{]m,n}}(x) <0 就 足够 了 . 根据 (5.23)， 2{f_{],m,n}}(1) 的 值 是 

z{(- 1){n-m-1}}eft(\begin{matrix}{] + m + \theta }M\{] + 

n}\end{matrix}\right) ， 而 且 它 是 正 为 这 个 二 项 
式 系数 恰好 有 en - m -1 个 负 因 子 . 根据 相同 的 理由 ， 当 1! = 0 时 这 个 不 等 式 为 真 . 如 果 ， 我 们 就 
己 {f_{Lmniico=-HtU-Lmn+1TioO ， 根 据 归 纳 法 可 知 它 是 负 的 . 


5.82 ” 设 己 {\varepsilon_p}(a) 是 素数 了 整除 的 指数 ， 又 设 em =n -k. 要 证 明 的 恒等式 就 转化 为 


计 


e.\begin{aligned}min&bigl({fAvarepsilon_p}(m) - {\varepsilon_p}(m + k), 
{\varepsilon_p}(m + k+1)-{\varepsilon p}(k + 1),{\varepsilon_p}(k)- 
{\varepsilon_p}(m + 1)} \bigr)\&= \min \bigl( {{\varepsilon_p}(k) - 
{\varepsilon_p}(m + k),{\varepsilon_p}(m) - {\varepsilon_p}(k + 1), 
{\varepsilon_p}(m + k + 1)- {\varepsilon_p}(m + 1)} \bigr).\end{aligned} 


为 简略 起 见 ， 我 们 将 此 式 记 为 zAmin ({x_1},{y_1},{z_1}) = min ({x_2},{y_2),{z_2)). 注意 


{x_1} + {y_1} + {z_1} = {x_2} + {y_2} + {z_2}. 根据 一 般 关 系 式 


B. {\varepsilon_p}(a) < {\varepsilon_p}(bM\Rightarrow{\varepsilon_p}(a) = 
{\varepsilon_p}\left( fbigll {a \pm b} \bigll} \right), 


我 们 可 以 断言 已 {x_1} \neq {x_2} \Rightarrow \min ({x_1},{x_2}) = 0 ， 同 样 的 结论 对 避 ({y_1},{y_2)) 和 
户 ({z_1},{z_29 也 成 立 . 现在 完成 证 明 就 是 小 事 一 桩 了 . 


设 + 是 一 个 非 负 整数 .给 定 的 和 式 是 


zaA\begin{aligned}&\sum\limits {j,k} {{{(- 1)} 人 {+ k}}\frac{{{{(1 + x)} 人 ^{ 
+ k}}}} 

{{{x^k}}}\left(\begin{matrix} \\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}n\k\ 
end{matrix}\right){{(1 + y)}{s + n -j- k}}{yNj}} Ne&~~~~~~= = {\left( {1 - 
\frac{{(1 + x)y}}{{1 + y}}} \right)Ar}{\left( {1 - \frac{{1 + x}}{{(1+ 
y)x}}} NighbAnj(GL + y)N{s + n}} Ng&~~~~~~= ={(- DAn}{(1 -xy){n +7}} 
{(1 +y)^{s-r}}/{x^n}M\end{aligned} 


中 {x 和 A}{y^m} 的 系数 ， 所 以 它 显然 等 了 
ef{(- 1)^1}\left(\begin{matrix}{n +r}\{n+ 
lM\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{s -r}\M{m - n- 

1}\end{matrix}\right). (也 见习 题 5.106.，) 


5.84 ”按照 提示 ， 我 们 得 到 
zs: zf{\mathcal{B}_t}{(z){r- 1}}{\mathcal{B}_t}"(z)=\sum\limits_{k 
\geqslant 0} {\left(\begin{matrix} {tk + 
r}\k\end{matrix}\right)\frac{{k{z^k}}}{{tk + r}}} 


以 及 关于 2{\varepsilon_t}(z) 的 一 个 类 似 的 公式 .从 而 公式 
FAbigl( {zt{\mathcal{B}_t} 人 ^{ -1zAmnathcal{B) tj(z) + 1} \bigr) 


5.83 ”( 解 由 P. Paule 给 出 


We 


{\mathcal{B}_t}{(z)r} 和 
BAleft( {zt{\varepsilon_t}^{ - 1}(z){\varepsilon_t}'"(z) + 1} \right) 
{\varepsilon_t}{(z)Ar} 分 别 给 出 了 (5.61) 的 右边 . 这 


样 一 来 ， 我 们 必须 要 证 明 


BE.\begin{falignedj&xztfmathcal{B} ttCZIAL- 1}}{{\mathcal{B}'}_t}(z)+ 1 
=\frac{1}{{1 -t+t{\mathcal{B}_t}{{(z)}^{ -1}}}},\&zt{\varepsilon_t} 
{(z)^{ - 1}}{\varepsilon_t}'(z)+1=\frac{1}{{1 -zt{\varepsilon_t} 
{{(z)}^t}}},\end{aligned} 


而 这 些 都 可 以 从 (5.59) 推出 . 


5.85 ”如 果 zf(x) = {a_n}{x^n} + \cdots + {a_1}x+ {a_0} 是 任何 一 个 次 数 <n 的 多 项 式 ， 我 们 残 能 归纳 地 
证 明 


2 \sum\limits_{0 \leqslant {\varepsilon_1}, \cdots ,{\varepsilon_n} Xeqslant 
1} {{{(- 1)}^{{\varepsilon_1} + \cdots + 
{\varepsilon_n}}}f({\varepsilon_1}{x_1} + \cdots + {\varepsilon_n}{x_n})} 
={(-1)n}n!{a n}{x_1} \cdots {x_n}. 


所 壕 恒 等 式 是 当世 fa_n} = 1/n! 以 及 蕊 {x_k} = {k^3} 时 的 特殊 情形 . 


5.86 (a) 对 所 有 zi neqj ， 首 先 对 nt 一 忆 个 指标 变量 记 {L_{ij}} 展开 . 置 
B{k fj = {]_{j}} - {1_{ 站 }}~(~1 deqslant i<j <n~) ， 并 利用 限制 条 件 
=\sum\nolimits _{i neqj} {({ 兢 }} -人 {ji}))}=0 (所 有 Bi<n) ， 对 局 {1_{jn}}~(~1\eqslantj <n~) 求 
和 ， 然 后 再 用 范 德 蒙 德 卷 积 对 局 {]_ 人 {ji}}~(~1 \eqslanti <j<n~) 求 和 ，(b) 忆 f(z) - 1 是 一 个 次 数 蕊 <n 的 多 
项 式 ， 它 有 n 个 根 ， 所 以 它 必 定 为 零 .(Q) 考 虑 


\prod_{{iNeqslant i,j\leqslant nMatop{i\neq j} Neft(1-\frac{z_i} 
{z_jjrighb^Afa_i}j=\sumAn_{k=1Nprod_{t{iNeqslant i,j\leqslant 
njvatoptivneq j}}\left(1-\frac{z_i}{z_j}\right)^{a_i-[i=k]} 


中 的 常数 项 . 


FAsummolimits_k {\left(\begin{matrix}{n - k}\k\end{matrix}\right) 
5.87 ”根据 (5.61) ， 第 一 项 是 {z^{mk}}}. 
第 二 项 中 的 求 和 项 是 


BP \begin{aligned}&\frac{1} {mMsum\limits_{k \geqslant 0} 
{\left(\begin{matrix}{(n + 1)/m + (1 + 1/m)k}\k\end{matrix}\right){{(\zeta 
z)M{k+n+1}}}\&~~~~~~= \frac{l}{mMNsum\limits_{k > n} 


{\left(\begin{matrix}{(1 + 1/m)k -n-1M{k-n-1NMNend{matrix}\right) 
{{(\zeta z)}^k}}.\end{aligned} 


zwAsum\nolimits_{0 \leqslant j <m} {{{({\zeta 和 {2j + 1}})}Mk}} = mt{(- 
由 于 DA}Y[k = ml] ， 这 些 项 的 和 是 


jp  \begin{aligned}&\sum\limits_{k > n/m} {\left(\begin{matrix}{(1 + 
/mmk-n-1M{mk-n-1NMNend{matrix}\right){{( - 
{zm})}k} Ne ~N~~~~= \sum\limits_{k > n/m} {\left(\begin{matrix}{(m + 
1)k-n-1}\kend{matrix}\right){{(- {zm})}k}} = \sum\limits_{k > n/m} 
{\left(\begin{matrix}{n - mk}\k\end{matrix}\right) 
{z^{mk}}}.\end{aligned} 


附带 指出 ， 画 数 已 {f\mathcal{B}_m}({z^{_m}}) 和 
B.{\zeta 和 {2j + 1}}z{\mathcal{B}_{1 + 1/m}}{({\zeta 和 {2j + 1}}z) 人 {1/m}} 古方 程 
zw^{m +1}} - {wAm} = {zAm} 的 mm 十 1 个 复 根 . 


zwAint_{~0}{~infty } {({{\rm e}{ -t}}- {{\rm e}{ - nt}}){\rm d}t/t} = 
5.88 ”利用 \Inn 和 
(1 - {{\rm e}^{ -t}})/t \eqslant 1. (根据 (5.83) ， 当 zok \to \infty 时 有 
Nleft(\begin{matrix}x\k\end{matrix}\right) = O({k^{ -x- 1}}) ， 所 以 这 个 界 表明 斯 特 林 级 数 
FAsum\nolimits k {{s_k}\left(\begin{matrix}x\k\end{matrix}\right)} 当 z > -1 时 收敛 . Hermitel186] 和 
个 和 式 就 是 ein \Gamma (1 + x). ) 


I 
FF 
ED 


5.89 ”根据 二 项 式 定理 ， 将 它 加 到 (5.19) 上 ， 两 边 就 得 到 z2{y^{ -r}}{(Xx+y) 人 {m+r}}. 求 导 得 出 


Bs \sum\limits_{k > m} {\left(\begin{matrix}{m + 
r}\k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix} {m - k} \mend{matrix}\right) 
{x^k}{y^{m- k-n}}} = \sum\limits_{k > m} {\left(\begin{matrix}{ - 

r} \k\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix}{m - k} \mend{matrix}\right){{( 
-xX)}k}{{(X + {mm - k-n}}}, 


我 们 可 以 用 zk + m+1 代替 k 并 应 用 (5.15) 得 到 


BP \sum\limits_{k \geqslant 0} {\left(\begin{matrix}{m +r}\M{m+1+ 
kNMNend{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{ - n - 1}\k\end{matrix}\right){{( - 
x)}M{m+1+k}}{y^{-1-k-n}}}=\sum\limits_{k \geqslant 0} 
{\left(\begin{matrix}{ -r}\M{m+1+ 
kNMNend{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{ - n - 1}\k\end{matrix}\right) 
{x^{m +1+k}}{{(xX+ HM{ -1-k-n}}}. 


在 超 儿 何 形式 下 ， 它 转化 为 


谈 


Bz. F\left(\begin{matrix}1l-r,n+1\m+2\end{matrix}\biggll\\begin{matrix}- 
x\\y\end{matrix}\right)=\left(1+\frac{x}{y}\right)^{-n- 
1}F\left(\begin{matrix}m+1+r,n+1\m+2\end{matrix}\biggl|\frac{x} 
{x+y}\right), 


它 是 反射 律 (5.101) 的 特殊 情形 E(a,b,c,z) = (n+1m+1+rm+2,-xXx/y)， (从 而 (5.105) 与 反射 律 以 及 习 
题 5.52 中 的 公式 有 关 .， ) 


5.90 “如果 了 是 一 个 非 负 整数 ， 这 个 和 式 对 于 0 乏 太 入 工 没有 分 母 为 零 的 项 ， 则 
正文 中 的 推导 都 是 正确 的 . 反之 ， 这 个 和 式 是 a 而 且 第 大 项 
ez.{{fNeftCbegin{fmatrix}{k -r - is 

\mathord{\left/{\vphantom {{\left(\begin{matrix}{k -r- 

1}\k\end{matrix}\right)} {\left(\begin{matrix}{k - s- 

1}M\k\end{matrix}\right)}}} \right.\kern-\nulldelimiterspace} 

{\left(\begin{matrix}{k - s - 1}\k\end{matrix}\right)}} 近似 等 于 
区 {kAfs -了 }}(-s- DW-r- 了 )! (根据 (5.83) ) 所以， 如 果 这 个 无 穷 级 数 要 收 你 ， 就 需要 区 > s+1. 
(如 果 > 和 s 是 复数 ， 收 敛 条 件 就 是 区 Rer> \Res+1 ， 因 为 世 \bigll {{k^z}} \bigl| = {k^{\Re z}}. ) 根据 
(5.92) ， 这 个 和 式 就 是 


z-FF\eft(\begin{matrix}-r,1\-s\end{matrix}\biggll\right)=\frac{\Gammal(r-s- 
1M\Gamma(-s)}{\Gamma(r-s\Gamma(-s-1)}=\frac{s+1}{s+1-r}, 


这 与 我 们 在 +r 和 s 是 整数 时 所 发 现 的 公式 是 相同 的 . 


5.91 《最 好 有 计算 机 了 予以 辅助 ，) 附带 指出 ， 当 zic = (a+ 1)/2 时 ， 根 据 普法 夫 反 射 律 ， 它 转化 为 一 个 
与 高 斯 恒等式 (5.110) 等 价 的 恒等式 .因为 如 果 zw = - z/(1-z) ， 我 们 就 有 世 4w(1- w) =- 4z/{(1-z)^2} 
， 呵 


B. \begin{aligned}F\left(\begin{matrix}\frac{1}{2}a,\frac{1}{2}at+\frac{1} 
{2}-b\1+a-b\end{matrix}M\Biggl|l4w(1- 
w)\right)&=F\left(\begin{matrix}a,a+1-2b\1+a-b\end{matrix}\biggll\fract{- 
z}{1-z}\right)\&=(1-z^a)F\left(\begin{matrix}a,b\1+a- 
b\end{matrix}\biggl|lz\right).\end{aligned} 


5.92 “如同 克 劳 森 在 150 多 年 前 所 证 明 的 ， 可 以 通过 证 明 两 边 满足 同样 的 微分 方程 来 证 明 这 些 恒等式 ， 写 
出 "的 系数 之 间 所 得 到 的 方程 ， 一 种 方法 是 用 二 项 式 系数 : 


I 


另外 一 个 是 超 几何 方法 : 


za{\alpha ^{ - 1}}\prod\nolimits_{j =1}A{k-1 {\left( {£0) + \alpha } 
5.93  \right)/f0O)}. 


z.- \left(\begin{matrix}{a - 1M\{k - 1}M\end{matrix}\right)\left(\begin{matrix} 
5.94 ”Gosper 算 法 求 得 答案 是 {-a- 1}Nftn -kj\end{matrix}\right)a/n + C. 
此 可 知 ， 当 m0 是 一 个 小 于 n 的 整数 时 ， 我 们 有 


5.95 


甩 ] 商 


Bz. \sum {\left(\begin{matrix}a\k\end{matrix}\right)\eft(\begin{matrix}{m - 
aM\{n - kM\end{matrix}\right)\delta k} = \sum\limits_j 

{\left(\begin{matrix}m\j\end{matrix}M\right)\frac{{ - a} }{{n - 

j}}\left(\begin{matrix}{a - 1}\{k - 1MNend{matrix}\right)\eft(\begin{matrix} 


P 和 7+ 的 首 项 系数 应 该 为 1， 
足 这 些 附加 条 件 . 


{ - 


a-1liNtn-j-kjhendtmatrixjNright)} + C. 


而 且 P 了 应 该 与 8 或 


痢 工 没 


现在 假设 Pp(k + 1)q(k)/pOOr(k +1)=P(k+ 1)Q(K/P(K)R(Gk + 1), 


| 


都 满足 3 


Bg(do = \gcd \eft( {p(k),P(k)} \right) 是 了 和 PP 的 所 有 


假设 ziA{p_0}(k) eq 1. 那么 就 存在 一 
z-q(\alpha ) \neq 0,~~rQ\alpha ) \neq 0 i 0}Calpha ) \neq 0. 故而 ， 我 们 必定 
z2{p_0}Qalpha + 1)RQalpha + 1) = 0,~~{p_0}(alpha - DQCalpha - 1)=0. 设 NN 是正 整数 ， 
z:{p_0}(\alpha + N) \neq 0,~~{p_0}(alpha - N) neq 0. 这 一 论证 


新 的 判别 条 件 . 


al 


设 w{p_ 0}() = pd)/g(),~~{P0}() = PS ， 


公 因 


有 公 


子 的 乘积 


子 . 将 因 


下 
入 


EZ 


~ 


项 式 
上 


这样 


会 
口 Ea 


子 打 乱 并 重 


新 


就 很 容 


22(p,q,r) A s2(P\mathcal{ Q},R) 
就 有 


{p_O}(k + 1)q(K){P_O}R(k + D1) = {p_O}R)r(k + 1){P_O}(k + 
1)\mathcal{Q}(k). 


个 复数 a 使 得 局 {p_0}Qalpha )=0， 


这 就 
有 


z-R(\alpha + 1) \cdots RCalpha+ N) = 0 = mathcal{Q}Calpha - 1) \cdots 
\mathcal{Q}(Q\alpha - N) 


志 {p_0}(k) = 1. 类 似 地 有 PW{P_0}(K)=1， 
zr(\alpha + 1) neq 0 
zAmathcal{ Q} 1 q(k) ， 
剩 下 讨论 Pr(o = R(K) 了 


(根据 (5.118) ) 


5.96 ”如 果 
T(k) 的 相似 项 
z2T(k + 1 总 是 TIA) 的 相似 本 
志 {T_1}(k) + {T_2}(k) 是 超 
z-{T_1}(k) + \cdots + {T_m)} 


r( 太 ) 是 


个 


个 m 取 最 小 值 的 反例 ， 


zi{r_m}(k){T_1}(k) + \cdots + {r_m}(R){T_m 


对 上 的 有 限 多 


FE 零 有 理 区 


人 


值 ， 


我 们 允许 


页 . 
几何 项 ， 如 果 {TT_1} 


所 以 Pp(k) = P(k). 
从 而 ziq(k)\backslash \mathcal{Q}(k). 类 似 地 有 
所 以 成 qk) = = \mathcal{Q}(k) ， 


而 了 (A) 是 一 个 超 几 何 项 ， 
r() 取 oo 以 及 TI 


如 果 尼 {TT_1}(k) 和 局 {T_2}Go 是 相 


(k) 不 可 能 对 除了 有 限 多 


并 设 za{r_j}(k) = {Tj}(k + 1 


直 以 外 的 所 有 
{T_j}(k). 
}(K) = 0,~~{r_1}(){T_1}(k) 


它 使 得 
EF 重 复 N 次 ， 我 们 就 得 到 
， 这 与 (5.118) 矛盾 ， 于 是 就 有 
现在 己 qCalpha ) = 0 ， 表 明 
这 是 由 于 它们 有 同样 的 首 项 系数 .这样 就 


那么 zx(K)T() 是 一 个 超 几 何 项 ， 称 它 为 
中 取 0， 或 者 反 过 来 . 
似 的 超 几何 : 
(9,\ J ,{T_m}(k) 是 互 不 相似 的 ， 


kf 


) 特别 地 
项 ， 那 么 
有 m=>1, 那么 
都 为 零 . 如 果 可 能 ， 我 们 来 考虑 


于 BA{T_1}(k)+\cdots + {T_m}(k)=0 


， 我 们 就 有 +\cdots + {r_m}(K){T_m}(k)= {T_1}(k+1)+\cdots+{T_m}(k+1)=0 ， 从 而 
PNbigl( {{r_m}(k) - {r_1}(k)} \bigr){T_1}(k) + \cdots + \bigl( {{r_m}(k) -} 
{{r_{m-1}}(k)} \bign){T_{m-1}}(k)=0. 我 们 不 可 能 对 任何 3 < 站 部 有 、 
忆 TTmj(do - {r_j}(k) = 0 ， 因 为 {Tj} 和 {TT_m} 是 不 相似 的 . 但 是 m 是 最 小 值 ， 所 以 这 不 可 能 是 一 个 
反例 ， 由 此 得 到 zam = 2. 但 是 这 样 的 话 ， PAA{T_1}(k) 和 2{T_2}(k) 就 必定 是 相似 的 ， 因 为 它们 两 者 对 除 
有 限 多 个 值 以 外 的 所 有 其 他 大 都 等 于 零 . 
1Burma-Shave 在 20 世 纪 上 半 叶 曾经 是 美国 剃 须 泡沫 产品 中 一 个 有 名 的 品牌 ， 它 的 户外 广告 极 具 该 谐 特 
色 ， 曾 风靡 一 时 . 作者 在 此 引用 这 一 广告 极 具 特色 的 品牌 名 称 ， 是 为 了 彰显 在 本 书 前 面 几 页 中 连续 出 
现 的 镶 符 在 方 框 中 的 含有 悖 论 特点 的 六 条 涂鸦 就 像 Burma-Shave 一 样 颇具 广告 特色 . 
现在 设 是 任何 一 个 满足 et(k + 1)ytdo = r(k) 的 超 几 何 项 ， 又 假设 


Pt(k) = \bigl( {{T_1}(k + 1) + \cdots + {T_m}(k + 1)} \bigr - 
\cdots + {T_m}(k)} \bigr) 
忆 {T_1},\cdots ,{T_m} 必定 互 不 相似 . 


(k) + 


假设 Pm > 1. 1 


值 之 外 的 所 


设 {rj}() 是 


个 有 理 函 


\bigl( {{T_1} 


数 ， 它 使 得 


FP m 是 极 小 元 . 那么 


2 INbigl( {{T_j}k + 1) - {Tj}(K)} \bigr) - \bigl( {{T_j}(k + 2)- {IT_j}(k 
+ D} \bign) = {rj}(R){T j}(k). 


于 0= (tk) -tk +1)= {r 1}){T_1}(k) + \cdots + {r_ m}(k){T_m}(k) ， 对 除了 至 多 一 个 
有 7 都 有 zr_j}(k) = 0. 如 果 zr_j}(k) = 0 ， 则 函数 2Abart(k) = {Tj}(k +1)- {Tj}(k) 满足 


zAbar t(k + 1) 人 bar t(k) = t(k + 1)/(k). 所 以 Goasper 算 法 会 求 得 一 个 解 . 


5.97 


zp(k) = 1,~~q(k) = {(k + 1)^2},~~r(k) = {k 人 2} +kz+1. 由 于 “lag (mathcal{Q}) <\deg (R) 且 


Edeg (p)-\deg (R)+1=-1, 


Ps(k) = {\alpha_d}{k^d} + \cdots + {\alpha_0} 当 4 = 0 时 不 成 立 ， 而 当局 d > 0 时 成 立 . (在 (5.122) 中 ， 
让 A{k^d},{k^{d - 1}}, \cdots ,{k^1} 的 系数 相等 得 到 的 线性 方程 将 2{\alpha_{d - 1}}, \cdots ,{\alpha_0} 表 
示 成 P{\alpha_d} 的 正 倍数 ， 而 剩 下 的 方程 P21 = {\alpha_d} + \cdots + {\alpha_1} 就 定义 了 lz2{\alpha_d}. ) 


例如 当 


首先 假设 对 任何 整数 =d > 0,~~z 不 等 于 2- d - 1/d. 这 样 根据 Gosper 算 法 ， 我 们 有 


仅 有 的 可 能 性 是 pz = d+ 2 ， 其 中 4 是非 负 整数 .难处 理 的 


1 


zz = 3 时 ， 这 个 不 定 和 式 是 已 (k + 2)Jk{IA2}Aprodmnolimits_{j = 1}A{k-1} {({j^2} + 3j+1)}+C. 


男 一 方面 ， 
可 以 通过 


来 抵消 


我 们 可 以 换 一 种 方式 来 对 原来 的 项 求 和 ， 不 过 仅 在 w20 \leqslant k < d 的 范围 内 .这 样 我 们 就 能 用 


代替 Pp(k) = {k^{\underline d }}. 这 是 合法 的 ， 因 为 〈5.117) 对 蕊 0 eqslantk < d -1 仍然 成 立 ， 我们 有 


Ne 


二 重新 定义 


z2t(k) = \frac{{k{!^2}}}{{\prod\nolimits_{j= d+ 1}k {\left( {{j^2} -j(d+ 
1/d) + 1}\right)} }} = \frac{{(d - 1/d)!k{!^2}}}{{(k - 1/d)!(k - d)!}} 


午 


分 母 中 的 零 ， 这 样 一 来 对 P20 eqslantk <d 就 有 zot\left( k \right) = 0 ， 
数 . 这 样 ，Gosper 算 法 就 给 出 
来 求 {7 


(5.122) ， 因 为 右边 {kj} 的 系数 是 2 + 1+ LVdfapha A} 加 上 

zAbigl{ {fNalpha_{j + 1}}, \cdots ,{\alpha_d}} \bign\} 的 倍数 .例如 当 Bd = 2 时 ， 这 个 不 定 和 式 是 
22(3/2)!k!\left( {\frac{2}{7}{k^2} - frac{{26}}{{35}}k + \frac{{32}} 

{{105}}} \right}/(k - 3/2)! + C. 


Pal 


j 


p'(k) = \sum\limits_{j= 1}^d {{{(- 1)}^{d- 
}}j\begin{bmatrix}d\j\end{bmatrix}{k^{j - 1}}} 


而 对 z2k \geqslant d 它 是 了 
出 p(k) = {k^{\underline d }},~~q(k) =k+ 1,~~r(k) = kk -1/d ， 我 们 就 能 对 s 


zp'(k) = {\lim\nolimits_{\varepsilon \to 0} }\eft( {{{(k + \varepsilon 
)}{\underline d }} - {k^{\underline d }}} \right)Avarepsilon = 
{\lim\nolimits_{\varepsilon \to 0}}{(k + \varepsilon )^{\underline d 


， 所 以 如 同 在 洛 必 达 法 则 中 


过 


丸 为 我 们 可 以 找到 一 个 多 项 式 ， 它 与 Pt(k)~(~0\eqslant k<d~) 吻合 . 


zn{S_{n+1}} =2n{S_n}. (注意 : 这 没有 给 出 有 关 z2{S_1}{S_0} 的 信息 ) 


zp(n,k)= (n+1+k){\beta 0}(n)+(+1+at+b+c+k){\beta_1}(n)= 
\hat p(n,k),~~\overline t (nk) = tn,k)/(n +1+k),~~gn,k)= (n+1+at+b+ 


}}Avarepsilon 
样 ， 
看 ， 任 何 有 限 序列 都 显然 可 求 和 ， 
5.98 
5.99 


设 c+JGa-b -J,~~rOl =n+1+Jo(c +Jok. 
za{\beta_0}(n)=+1+at+b+o(m+1+a+b),~~{\beta 1}(n)=-(m+1 


这 样 (5.129) 就 能 


+ a)(n+1+b),~~{\alpha_0}(n) = s(n,k)=-1 而 获 解 .可知 (5.134) 当 
zin = -a 时 为 真 ， 并 对 n 用 归纳 法 ， 我 们 就 发 现 了 (5.134) . 
jGosper-Zeilberger 算 法 容易 发 现 


5.100 


z2 \frac{{n + 2}}{{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}} - \frac{{2n 
+ 2}}{{\left(\begin{matrix}{n + 1}\k\end{matrix}\right)}} = \frac{{n - k}} 
{{\left(\begin{matrix}n\{k + 1MNend{matrix}\right)}} - \frac{{n + 1 - k}} 
{{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}},~~0 Neqslant k <n. 


zwAn+2)({S_n} -1)- (2n+2)\Neft( {{S_{n+1}}-1-\frac{l}{{n + 1}}} 


从 =0 到 =n 一 1 求 和 就 得 到 \right) = -n. 


从 而 区 (2n + 2){S_{n+1}} = (n+2){S_n} +2n+2. 现在 应 用 求 和 因子 就 


出 表达 式 


上 


z2{S_n}= (n+1){2^{ -n}M\sum\nolimits_{k = 0}Mn {{2^kH(k + 1)}. 


那 


这 一 技巧 实质 上 从 (5.117) 的 分 子 和 分 母 中 抵消 掉 一 个 0. 现在 Gosper 方 法 就 给 出 了 一 个 不 定 和 式 . 


全 后 


如 果 2z=-d-1d， 所 壕 项 tk) 对 zk \geqslant d 是 无 限 的 . 有 两 种 合理 的 方式 来 进行 : 我们 


5.101 


(a) 如 果 保 持 m 固定 不 变 ， 则 由 Gosper-Zeilberger 算 法 发 现 
zn+2){S_{m,n+2}}(z)= (z- 1)m+1){S_ {m,n}}(z) + \left( {2n + 3 -Zz(n 
-m+1)} \righ){S_{m,n + 1}}(2). 我 们 还 能 对 项 


Bs {\beta_O0}(m,n)t(m,n,k) + {\beta_1}(m,n)t(m + 1,n,k) + {\beta_2} 
(m,n)t(m,n + 1,k) 


应 用 这 一 方法 . 在 这 一 情形 下 ， 我 们 得 到 一 个 更 简单 的 递归 式 


zs (m+1){S {m+1,n}}(z)-@+1){S {mn+1}}(z)=(1 -zm-n) 
{S_{m,n}}(2). 


(b) 现在 我 们 必须 再 加 把 劲 ， 处 理 含 有 6 个 未 知 数 的 5 个 方程 . 由 算法 求 得 


FP \begin{aligned}&(n + 1){(z - 1)^2} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)^2}{z^k} - (2n + 3)(z + 1) 
{\left(\begin{matrix}{n + 1},\k\end{matrix}\right)^2} 

{Zz 和 k}\N\&~~~~~~~~~~~~ + \left( {n + 2} \right){\left(\begin{matrix} {n + 
2}\kK\end{matrix}\right)^2}{z^k} = Tn,k + 1)- Tn,kN\&Tn,k) = 
{\left(\begin{matrix}{n + 1}M\{k - 1 MNend{matrix}\right)^2}\frac{ {s(n,k)}} 
{{n + 1}}{z^k},\&s(n,k) = (z - 1){k^2} - 2\left( {(n + 2)z - 2n - 3} \right)k + 
(n+2)\eft( {(n + 2)z - 4n - 5} \right)\end{aligned} 


-n+ 1){(z- D2}{S_n}(z)- (2n+3)(z+ 1D{S_{n+1}}(2) + (n+2){S_{n 


于 是 +2}}(z)=0. 附带 指出 ， 这 个 递归 了 于 

人 负 的 n 也 成 立 ， 且 我 们 有 2{S_{-n-1}}(z)={S_n}(Z)/{(1-z{2n +1}}. 和 式 w2{S_n}(z) 可 以 看 成 是 勒 i 
zp{P_n}(z) = \sum\nolimits k 
{{{\left\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}^2}{{(z- 1)}{n- k}}{{(z + 


对 


Fr 


德 多 项 式 1D)}AkHM{2An}} 的 一 种 变形 ， 因 为 可 以 


记 A{S_n}(z) = {(1 -Zz)\n}{P_n}\eft( {\frac{{1 +z}}{{1-z}}} vight). 类 似 地 ， 
BS_{m,n}}(z) = {(1 -Zz)n}P_n^{(0,m - n)}\left( {\frac{{1 + z}}{{1 - 2z}}} 


\right) 


是 一 个 变形 的 雅 可 比 多 项 式 . 
5.102 ”这 个 和 式 是 已 Fleft( {a - \frac{1}{3}n, - nb - \frac{4}{3}n; -z} righb ， 所 以 我 们 不 需要 考虑 


Pz = -1 的 情形 . 设 Pn = 3m. 当 


Pz=0 时 又 如 何 呢 ? 


zz  \begin{aligned}p(m,k) &= {(3m +3-k){\underline 3 }}(m + 1-k) 
{\beta 0} + {(4m + 4-b-k){\underline 4 }}{\beta_1},\g(m,k) &= (3m + 3 
-k)(m+1-a- Kk)z,\r(m,k) &= k(4m + 1-b-k),\s(m,k) &= {\alpha_2} 
{k^2} + {\alpha_1}k + {\alpha_O0Mend{aligned} 


时 我 们 来 寻求 (5.129) 的 解 . 所 产生 的 5 个 齐 次 方程 有 非 零 的 解 


z-({\alpha_0},{\alpha_1},{\alpha_. 


2},{\beta_0},{\beta_1}) ， 当 且 仅 当 其 系数 行列 式 为 零 ， 而 这 个 行列 式 是 关 


于 m 的 一 个 多 项 式 ， 它 仅 在 8 种 情形 下 取 值 为 零 ， 当 然 ， 其 中 的 一 种 情形 是 (5.113) ， 但 是 现在 我 们 能 对 


所 有 非 负 整 


歼 数 (而 不 仅仅 对 Pin\not\equiv2(bmod 3) ) 求 和 : 


TO 


, (a, b,z) = (30) _ 、 
记号 [co,cl'c?] 表示 单个 值 Cn mod 3: 另 机 情 攻 征 2 ， 有 恒等式 


>\ 


1 
37 3 


De/ 的 -am 


n 


J 


27 


1 


57 


4 
37 
n 


/路 


( 令 人 惊 可 的 是 ， 


大 


个 恒等式 仅 当 是 3 的 倍数 时 才 不 为 零 ， 而 此 时 恒等式 可 以 写成 
> 


3m 
k 


2m 


狼 


2k 


2k 
大 


4m 
天 


772 


大 


(3m)!(2m)! 
(4m)lm! “ 


) (3)*/ Ce) a) = 


的 . 


) 剩 下 的 6 种 情形 还 产生 上 


上 
| 


加 奇特 的 和 式 


~ 


(Ee 1 人 ) i 
> 全 (2 一 ") 人 一 让 - i [ny3] [2/3] | 
A 天 ( n— " (PT 一 和 人 站 
n [2/3] [n/3]| 
中 (a, 6b,z,co;c1;c2,4 ,0b',7) 的 取 值 分 别 是 
名， 8,1,=1,0, 3 0, o)， G ;0， 8,1,2 人 o)， 
12-3 4 1 12:: 3 
(ms 8,1, 0,—3, 0, 6)， 人 8,1,3 0, 人 0 o)， 
12 3 4 12 3 4 
(0 一 41， 2, 0, a $16)， 人 1,0, 一 3, 0 
2 6 3 3 6 


5.103 ”我 们 假设 与 所 不 等 3 


t(n,k) = Pln, k)t(n, £) ， 其 中 


此 时 ,除了 在 首 项 系数 出 现 相互 抵消 的 不 寻常 情形 外 ， 束 有 


于 零 ， 如 若 不 然 ， 对 应 的 因子 对 上 的 次 数 就 会 没有 影响 . 


JE:: (ain+t+ai 人 +aillai <O +a)! 4 


tr A) (n+ brktbllo > oO + br) 


L 
deg(P) = deg(f)+max (5 bilbi > 0] — Do ailai < 0], 2 ailai > 0] — 3 bilbi < 9) 三 


deg(f) 十 了 上 | 十 - 


lol hl sy 过 有 有 
deg(g) = SD dila'i > 0]— Ey <0), deg(r) = ,Wil > 0]— 
p t=} | 
2 站 < ， 再 次 需要 排除 不 寻常 的 例外 情 
(这 些 估计 式 可 以 用 来 直接 证 明 : 当 ! 增 加 时 ， 五 的 次 数 最 终 变 得 足够 大 而 使 多 项 式 st", 局 成 为 可 能 ， 且 
未 知 数 9; 和 广 的 个 数 最 终 变 得 大 于 要 求解 的 齐 次 线性 方程 的 个 数 . 所 以 ， 如 果 像 正文 中 必定 存在 使 得 
Bo(n),… ,Bln) 不 全 为 零 的 解 那 样 论证 ， 我 们 就 又 证 明了 Gosper-Zeilberger 算 法 取得 了 成 功 .，) 
5.104 ” 设 tn, 和 =( 1)*(r—s—k)!(r 2 一 5 一 28Jr 一 于 一 大 十 2 一 大 EU 那么 
夯 人 am 卫士 于 (ja 十 二 了 不 可 用 超 几何 项 求 和 ， 因 为 
deg(P) = 1, deg(g—7)=3, deglg+7)=4, 和 A= 一 8， 和 =-4， 但 是 
Bo(n)t(n,k) + Bi(n)t(ntt1,k) + Boln)t(n + 2,k) ) 可 以 ， 这 基本 上 是 医 为 当 
gq (n,k)=—(r—s—2k)(r—s— 2k 1)(n+2— Ar nk+1) 以 及 
rk) = 二 (7 一 5s 一 上 十 1)(7 一 2k 十 2)(7 一 2k 十 1) 时 有 XX =0. 其 解 是 
Bt(m)=(s 一 mr 一 ?十 1 一 2 十 1) 
Bo(n) = (rs— ss — 2rn—2r+2n)(r— 2n— 1), 
Bln)=(s—r+nt+1)(nt+2)(r— 2n— 3), 
ao(n)=7—2n—1 


我 们 可 以 断言 ， 当 5, 表示 所 述 和 式 时 ， 就 有 出 (mn)Ss+ Bi(n)Snti+ 房 (nj)snta =0. 在 验证 n=0 和 n=1 的 
情形 之 后 ， 就 足以 用 归纳 法 证 明 这 个 恒等式 . 


但 是 5 也 满足 更 简单 的 递归 式 Bo(n)5n 二 记 (n)S5n+1 = 二 0， 其 中 Bo(n)=(s 一 n)(r 一 2n++1) ,而 
= 一 二 一 加 一 耻 为 什么 这 个 方法 没有 发 现 这 点 呢 ? 是 的 ， 没 人 说 过 ， 这 样 的 递归 式 必定 会 使 得 
项 Bottln, 有 二 (tln 十 1, 是 不 定 可 求 和 的 . 惊人 的 事情 是 ， 事 实 上 Gosper-Zeilberger 方 法 在 如 此 多 的 


他 情形 中 的 确 发 现 了 最 简单 的 递归 式 . 
注意 : 我 们 找到 的 二 阶 递 归 式 可 以 分 解 为 


Bo(n)+B(n} N+Bo(n)N 2 (rnti+l)N+(r—s—n— 1)) (Boln) + Bi(n)N), 


让 中 NV 是 (5.145) 中 的 移 位 算 子 . 
5.105 ” 置 a = 1 并 将 Henrici 的 “友好 怪物 ”恒等式 


fla,z)fla, wz)f (a, wz) = ef 
了 3Q 


,Jathlo+d da— 30,3a+ $a 
两 边 :2 的 系数 加 以 比较 即 得 ， 其 中 f(a, 3) = (1;a,1; .通过 指出 其 两 边 满足 同样 的 微分 方程 ， 可 以 证 明 
这 个 恒等式 . 


Peter Paule 发 现 了 另 一 个 有 趣 的 方法 来 计算 和 式 : 


2 2 
》 N p> ad > N wo"! 
k,l k,l,N-k-/ k,l k-l,l,N—k 


= 2 z* |((+2)(@+2)) 
> J | 
eaaeaa 
7 


Ce 
A 


用 到 二 项 式 定 理 、 范 德 蒙 德 卷 积 以 及 [2"]9(a2) = 上 "J9(z .我 们 现在 可 以 取 NN = 3n 并 将 Gosper-Zeilberger 算 
应 用 于 这 个 和 式 5+ ， 神 奇 地 得 到 一 阶 递归 式 (2 十 15n+4 二 44 二 (dn 二 3)5%， 这 个 结果 由 归纳 法 可 


Sa 
弦 斑 几 


如 果 用 3n 十 1 或 者 3n 十 2 代 蔡 3n ， 则 所 述 和 式 等 于 零 . 的 确 ， 当 Nmod3 冯 0 自 tk,4m) == tl,m, 上 时 ， 
, i —m 
pa t(k, l,m)w 总 是 为 零 . 


( 解 


5.106 


Shalosh B. Ekhad 给 


T(r, j,k) = 


Ulr, j,k) = 


所 壕 等 式 可 以 用 


和 匈 对 


不 过 ， 我 们 还 需 


人 


n+i 


两 边 除 n+1> 


要 对 7 二 0 的 


常规 方法 验证 ， 
了 求 和 ， 再 对 大 求 和 ， 求 和 


天 十 ! 


) C20 ( 


S 十 7 一 大 


9 
SS 


I 
[| 


) 设 


(有 十 nn 十 5)(1 填 7) 一 ( 亿 二 nn 十 Tj 十 (5s 一 7 有)() 一 
m+n 一 r+s)(n+t+r+1)(;7—7r—1)(;+k) 


(s 二 +n 十 1)(k 二 1) 


山 


~ 


情形 验证 (5.32) 


L 


jc 


5.107 
等 式 


十 将 


1/nk 是 1 


土 局 \: 


牧 千 


帅 


中 诸 个 a 都 
当 k=—l/(n+i 


是 关 


0 的 情形 之 外 显然 都 为 零 . 


如 果 它 是 正常 的 ， 就 会 存在 一 个 线性 


(有 一 JJ 一 JPIRL 


友之， 
差 


M4 


通关 


.在 此 情形 


n 
2 十 1/ 


我 


分 


儿 


1/(n? 一 


(一 m+n 一 7 十 5)(n 十 7 十 1)(j7 十 不 ) 


(5.32) 可 以 
他 项 Ul(7,j 二 1) 一 Ul(7, j,k) ， 


过 对 了 和 上 天 求 和 得 出 . 


Dj 


t(r, j,k). 


( 求 和 


tl 


7 万 天) 


T(r,7+ 1,k)— Tr, j,k) 


7 


先 对 大 求 和 ， 再 


Ks 


5 


mn— 


门 可 以 用 
算 子 使 它 


局 ) 也 是 


Ct 
澡 


I 


) 我 们 假设 1:、m 和 nn 


一 大 代替 大 并 使 用 


了 J 
DD on)/ (+)(k+j) +1) = 


i=0 j=0 


)—ji 时 ， 和 式 


1 的 (7 项 是 无 右 


5.108 ”在 双重 和 式 中 用 m 一 上 代替 ， 然 后 利用 (5.28) 来 对 大 求 和 ， 就 得 到 
m 3 m+n—j 3 
Amn = 2 的 ( mm ) 
了 
这 样 一 来 ， (5.21) 的 三 项 形式 就 得 到 所 要 求 的 公式 ， 
要 接 证 明 44mn 的 两 个 对 称 和 式 是 相等 的 ， 看 起 来 是 有 困难 的 . 然而， 我 们 可 以 
通过 指出 这 两 个 和 式 都 满足 递归 式 
(n+ 1)3Ann 一 了 (m,n)Amntit+ (n+ Dd 一 1 

来 间接 证 明 其 相等 ， 这 里 fl(m,n) = (27 十 3)(nz2 十 37 十 2m2 十 27m 十 3). 署 


mm 


k 


ti(n, k) = ( 


)( 


J 


(nn 十 1)2t;(n, k) 


了 十 大 


天 


9 to(n,k) = ( 


7 十 2 一 大 


大 


2 2 
m+n— 2k 
m 一 友 


) ， 我 们 发 现 


一 flm,n)jtiln 十 工大 ) 十 (n+ 2)2t;(n + 2,k) = T;(n,k+ 


a+2- 好 .这 束 证 明了 递归 式 ， 所 以 我 们 


1) 一 Ty(n,k), 
路 (n, 和 = 一 2(2n 十 3)kti (n, k)/(n +1 一 k(n 十 2 一 k)， 而 
Tln,k)=—((n+2)(4mnt+nt+ 3m?2+ 8m+2)—2(3mn+nt+m?+6m+2)k+(2m+ Dk?) km+n+1— k)2to(n, 
需要 验证 当 n=0 和 n=1 时 等 式 成 立 . (我 们 原本 也 可 以 用 更 简单 的 递归 式 
734 1 一 n34 1n = (mn)(m 十 m2 一 mn)Am_1in-1; 
这 个 递归 式 可 以 用 习题 5.101 的 方法 得 到 ，) 


为 零 . 换 句 话说 ， 我 们 就 会 有 


是 


n 的 多 项 式 ， i \ 全 为 零 . 选取 整数 i 、j 以 及 n ， 使 得 
民 的 ， 其 他 项 则 是 有 限 的 . 


对 了 求 和 . ) 


过 三 项 公式 转化 为 


整数， 


1. 守 ' 


to 


(5.24) . 


个 有 限 求 和 恒 


E 常 的 ， 但 1/(2 十 如) 不 是 


n>1 且 aij(n) 关 0. 那 么 


用 Gosper-Zeilberger 算 法 ， 


AAA 


Amn 的 第 一 个 公式 与 第 三 个 公式 相等 ， 这 一 事实 意味 着 生成 画 数 2wn mnw "> 之 间 的 一 个 非 同一 般 的 


恒等式 


wr Sk (2) 的 we zk 
位 三 z) 芭 上 天 人 二 w+l (1 2 从 二 》 


从” 
"ji 
we Sk(T) Sk(Y) 2 () We 
2 = (i -一 - Ry KE? 


(1 — zr) (1 —y)" K (1—z) (1—y) 


这 是 Bailey09 发 现 的 恒等式 的 一 个 特殊 情 


NAN 


n nt+k\ 1 十 人 jk 
5.109 ”对 任何 正 整数 a0;Q1,… ,a 以 及 任何 整数 + ， 设 2 W k ) | k ) ”那么 
果 0< m<p， 我 们 就 有 


Le m+pn a /m+ pnt+l(j+pk) 9 HH 
Xmtpn 一 = > 2 j+pk 了 十 ZK 


J=0 大 


Pp-!1 0 0 A\ A a 
> 7 十 /17 n+ik\ -re 

XmXn 一 we 一 ( 站 ( 由 NS ( j ) ( 天 ) i 
j= 天 


而 且 对 应 的 项 是 同 余 的 (modp) ， 因 为 习题 5.36 表 明 : 当 刀 + 双关 P 时 它们 是 乙 的 倍数 ， 习 题 5.61 表 明 : 


彬 +m < 了 时 这 些 二 项 式 是 同 余 的 ， 而 (4.48) 则 表明 z? = 


5.110 ”如果 2n 十 1 是 素数 ， 则 此 同 余 式 肯 定 成 立 ，Steven Skiena 还 找到 了 n= 2953 ， 此 时 
2n++l1=3x1l1 x 179. 


T 


中 卫 是 素数 ) 当 上 且 仅 当 2?! mod 到 = 1 由 此 又 得 到 


Tlan Vardi 注 意 到 ， 此 条 件 对 2m 十 1 一 玉成 立 ( 
n= (10932 一 1)/2, n = (35112 — 1)/2. 


刁 


5.111 ”部 分 结果 


参考 文献 [96]，V. A. Vyssotsky 完 成 了 计算 机 实验 . 


2n 
5.112 ”如果 不 是 2 的 窜 ， TY ER 反之 ，A. Granville 和 O. Ramar6 对 所 有 


， 如 


n < 22 om 验证 了 所 壕 的 现象 ， 他 们 指出 对 所 有 ””” (OO 


E 


大 


对 三 次 方 类 似 的 猜想 是 ， 对 所 有 ”” 、， CG $ 可 以 被 一 个 素数 的 立方 整除 ， 而 对 所 有 的 n> 2 
它 可 以 被 吕 或 者 当 整 除 ， 这 已 经 对 所 有 nn < 20 进行 了 验证 、 实 际 上 ，Paul Erd6s 曾 经 猜想 ， 当 


2n 
naxs, + \-> 站 EA = 
n 一 co 时 ， 了 ee 即便 限制 P 取 值 为 2 或 者 3， 这 个 结论 也 有 可 能 为 真 . 
5.113 “习题 7.20 中 关于 生成 函数 的 定理 或 许可 以 帮助 解决 这 个 猜想 . 


2n 
加 强 了 Srk5zyB3171 的 一 个 定理 .这 就 证 实 了 一 个 长 期 未 解决 的 猜想 ， 当 n> 4 时 ( /永远 都 不 是 无 平方 
子 数 . 


EC 
5.114 ”Strehl344 证 明了 ，“ os * /4 / 是 一 个 所 谓 的 Franel 数 032] ， 且 有 
(3) i\ /2kN 


n = (:) (%) En 区 t 他 方向 上 ，H. S. Witf 证 明了 : 当 n< 9 时 ,对 所 有 mo" 都 是 整数 ， 


6.1 2314, 2431, 3241, 1342, 3124, 4132, 4213, 1423, 2143,，3412，4321. 


c 


6.2 We 为 每 个 这 样 的 函数 把 其 定义 域 划分 成 上 个 非 空 的 子 集 ， 且 有 mt 种 方式 对 每 一 个 划分 指 
定 而 数值 。 《对 大 求 和 得 到 (6.10) 的 组 合 证 明 ，， 


6.3 ”现在 有 dtl (重心 ) 一 二 1 一 5 十 ( 抽 十 … 十 dk)/k. 这 个 递归 式 像 (6.55) ， 但 是 用 1 一 = 代 赫 了 1， 
于 是 最 优 解 是 d+ 二 (1 一 引 Hr. 只 要 <1， 它 都 是 无 界 的 . 


1 2n 
Hon+ — =Hn. 洲 i on 一 。 
/i 


6.5 Un lz, Y) 等 于 


n 大 一 1 本 i js 1 ， n ,nn-l 
Ds (cc 1) 大 (zz 二 KR) +3y2 ey 1)™ (a +ky) ， 


第 一 个 和 式 是 
Unilz, Vy) 十 > 昌 (—1)* lg-1(z 了 ky)™l. 


k=1 


剩 下 的 1 可 以 并 入 ， 就 有 
3 (5 (l(t) = t+ > () (1)*l(z + ky)"! = 


K20 


(6.75) . 设 已 tr: 轨 =7T az 切 ， 那 么 om 轨 =0 且 司 (， WD) = Ral + /n+ yr ， 从 
而 feinl¥,Y) = Hn + ny/7. We 原来 的 和 式 Un = Un(n, 一 1) 不 能 导出 这 样 的 递归 式 ， 于 是 ， 更 加 一 般 
的 和 式 工 脱离 n 的 它 的 特殊 情形 更 容易 用 归纳 法 求解 . 这 是 另 一 个 富有 局 发 性 的 例 
子 ， 其 中 的 个 强 妥 纳 假设 造就 了 成 功 与 失败 之 间 的 差异 ，) 

6.6 ”每 对 幼 兔 bb 在 月 末 出 生 ， 而 在 下 一 个 月 末 变 成 -对 大 免 aa 每 对 aa 变 成 一 对 aa 和 一 对 bb， 蜂 群 也 类 
似 ， 每 一 bb 犹如 一 只 雄 蜂 ， 每 一 aa 则 如 同一 只 蜂王 ， 只 不 过 蜂 群 的 斐 波 那 契 数 是 向 祖辈 回溯 的 ， 而 兔子 的 


则 是 向 子孙 代 发 展 的 ，n 个 月 之 后 有 Fn+l 对 兔子 ， 它们 有 蕊 {F_n} 对 大 免 和 fn-1 对 幼 免 ， 〈 这 就 是 斐 
波 那 契 原 先 引 入 他 的 数 时 的 背景 ，) 


斐 波 那 契 递归 式 是 加 性 的 ， 但 是 兔子 是 成 倍增 加 的 ， 


6.7” (a) 令 有 =1 一 n ， 并 应 用 (6.107) .人 b) 令 冯 =1 KR=7 一 1， 并 应 用 (6.128) . 


A 


4 实 值 为 104.607 36. 


6.8 ”55+8+2 变 成 89+13+3=105， 


“真实 值 ? 是 国际 单位 制 的 65 英 里 ， 但 是 这 个 英里 实际 上 仅 是 美国 单位 制 英里 的 0.999 998 倍 . 美国 单位 制 的 3937 英 里 恰好 等 于 6336 干 
斐 波 那 契 方 法 将 3937 转 换 成 6370 .. 


到 


6.9 21. ( 当 将 单位 做 了 平方 时 ， 我 们 从 PA{F_n} 到 达 fn+2. 准确 答案 大 约 是 20.72，) 


6.10 ”部 分 商 00;a1,02,… 全 都 等 于 1， 因 为 了 =1+1/$，( 于 是 ， 它 的 Sterm-Brocot 表 示 就 是 
RLRLRLRLRL::..) 


6.11 (~1)”=[n=0-[n=J], 见 (6.11) . 


6.12 ”这 是 (6.31) 的 推论 ， 而 它 的 对 偶 结 论 在 表 6-3 中 . 


6.13 ”根据 习题 6.12， en ee 
1 了 宛 给 出 mmz= ， 而 or 应 用 于 同样 的 画 数 则 给 出 y=” ， 这 样 一 来 ; 序列 人 ， 与 
《2D",zD' ,zDD，…) 的 关系 ， 就 必须 和 序列 (7 了 ,7 ，) 与 (2 757， 少 的 关系 一 样 . 


6.14 ”我 们 有 
{z+ 并 十 天。 、f 十 大 十 1] 
( n )= + (C14) + ( 7 十 1 上 


为 为 oa+Dz= 全 二 DGz+ 大 一 可 十 人 一 月 (z+K+T，( 只 要 在 上 =0、K= -1 入 =n 时 验证 后 面 这 个 便 
等 式 就 够 了 ，) 


6.15 Js 我 们 就 有 一 般 的 公式 


于 从 (的 -ee -EO) Die 


J 


令 z=0 并 应 用 (6.19) . 


nn = 
6.16 hn = 2 大 . ， 这 个 和 式 总 是 有 限 的 . 


nh 


加 | n+l1 | 
6.17 (a)l™ 7 十 1 一 大 (0b) 天 
6.18 ”这 与 (6.3) 或 者 (6.8) 等 价 . 


6.19 ”利用 表 6-8. 
> 1_ 12 (2) _ 
6.20 > 1/j > (n Ea 1 JJ)/7 (n 十 DH Han. 


6.21 ”提示 中 给 出 的 数 是 分 母 为 奇数 的 分 数 的 和 式 ， 所 以 它 形 如 a/b,b 是 奇数 . (附带 指出 ， 贝 特 朗 候 
设 表明 : 只 要 > 2，bn 就 至 少 能 被 一 个 素数 整除 ，) 
6.22 当天 > 引 让 时 有 |/K 估 十 引 | 有 2? ， 所 以 当 分 母 不 为 零 时 ， 该 和 式 有 恰当 的 定义 如果 z= ， 


m jp 下 加 
我 们 就 有 21 一 K+) = 本 一 名 tn+ 古 ， 当 页 -yo 时 它 趋向 于 项 fH 站 ，( 量 于 -1 一 Y 常 称 为 
省 画 数 wz).) 


z/(e +1)=z/(e -1) -2/(e -1)=>,.,( — 2")Bnz"/nl. 


Rl [nk /kl. 


i 


6.23 


6.24 ”nn 是 奇数 时 ，Tn(7) 是 一 个 关于 蕊 的 多 项 式 ， 因 此 ， 当 求 导数 并 用 (6.95) 来 计算 nn1(7) 时 ， 它 
的 系数 就 被 偶数 相对 了. (事实 上 我 们 还 能 证 明 : 根据 习题 6.54， 伯 努 利 数 Bon 总 是 以 2 作为 其 分 母 的 第 


个 震 ， 从 而 22 “\\Z2n# 兮 关 +1) 根 据 Genocchi045] ， 正 的 奇数 (7 二 173441/2” 称 为 Genocchi 数 
(1,1,3, 17, 155, 2073, .…) . ) 


当然 ， 欧 拉 早 在 Genocchi 出 生前 很 久 就 知道 Genocchi 数 了 ， 见 参考 文献 [110]， 第 2 卷 ， 第 7 章 ，8181. ) 


6.25 100n 一 nH < 100(n 一 1 一 (n 一 1 上 Hn 全 本 -1> 99.， (最 小 的 这 样 的 n 近似 等 于 e3-7， 而 它 在 
N 3 e971 时 结束 ， 大 约 e 倍 那么 长 .所 以 它 在 旅行 的 最 后 63% 中 变 得 更 加 接近 . ) 


6.26” 设 以 辣 = 柬 -0 Azx=1R， 这 样 就 有 wAR) = vl 有 .于 是 ， 我 们 有 
网 i ， a n+l1 四 7) 
Sn — Hl? = > Hei/k= HE) -Sn= Hi Sn 


TI 


6.27 ”注意 ,根据 (6.108) ， 当 m >n 时 有 gcd(Fm, 了 Fn) = gcd(Fm-ns 了 Fn). 这 下 得 到 一 个 用 
6.28 (dQ Qn = alLn — Fn)/ 2+ BFn. ( 解 也 可 以 写成 Qn = aFn1 + BH. ) (b) Ln= 人 "+ p™. 


6.29 ” 当 上 = 二 0 时 ， 恒 等 式 是 (6.133) ， 当 上 = 1 时 ， 它 本 质 上 就 是 


Kl(zT1, ,Tn)Tm 一 下 (ZI Tm) EK (Tm ,Tn)— KT , Tmo) K (Tmi2, Zn)， 


二 


了 纳 法 的 证 


骨 . 


根据 摩尔 斯 码 ， 右 边 的 第 二 个 乘积 去 掉 了 第 一 个 乘积 有 相交 划 的 情形 . 当 上 > 1 时 ， 对 大 用 归纳 法 就 足够 
了 ， 这 里 要 用 到 (6.127) 和 “(6.132) . (如 果 我 们 约定 己 {K_{T-1}}=0， kK 的 一 个 或 者 多 个 下 标 变 
成 一 1 时 ， 这 个 恒等式 依然 为 真 ， 当 乘法 不 可 交换 时 ， 如 果 我 们 把 它 写 成 形式 


BE. \begin{aligned}K_{m+n}&(x_1,\cdots,x_ {m+n})K_{n-1}(x_{m+n- 
1},\cdots,x_{m+1})\&=K_{m+n-1}(x_1,\cdots,x_{m+n- 
1})K_n(x_{m+n},\cdots,x_{m+1})-(-1)nK_{m-1}(x_1,\cdots,x_{m- 
1})\end{aligned} 


那么 欧 拉 恒等式 对 上 =n 一 1 仍然 成 立 . 例如， 对 于 =m = 0,~~n = 3 的 情形 ， 我 们 得 至 
换 分 解 式 


L- 一 


有 点 令 人 吃惊 的 非 交 


z-(abc+a+c(L+ba)=(ab+1Tcba+a+c). 


6.30 ”区 K({X_1j, \cdots ,{x_nh 关于 {x_m} 的 导数 是 
z-K({x_1}, \cdots ,{x_{m -1}})K({x_{m + 1}}, \cdots ,{x_n}), 
而 二 阶 导数 是 零 ， 故 而 答案 是 


B K({x_1}, \cdots ,{x_n})+ K({x_1}, \cdots ,{x_{m - 1}})K({x_{m + 1}}, 
\cdots ,{x_n})y. 


z-{x^{\overline n }} = {(x +n- 1)^{\underline n }} = \sum\nolimits k 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){x^{\underline k }}{{(n - 
6.31 ”由 于 TD)}A{fvunderline {n-k} }}} ， 我 们 有 
zAbiggl| \begin{matrix}n\k\end{matrix}M\biggl| = 
\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right){(n - 1)^{\underline fn -k} }}。 附带 指出 ， 这 些 系数 满足 递归 式 


三 


Bs \biggl| \begin{matrix}n\k\end{matrix}\biggl| = (n - 1 + k)\biggl| 
\begin{matrix}{n - 1}\k\end{matrix}\biggl| + \biggl| \begin{matrix}{n - 1N\\ 
{k- 1}MNend{matrix}\biggll| ， 整 数 zn,k > 0. 


pM\biggl| \begin{matrix}n\K\end{matrix}\biggl| = \biggl| \begin{matrix}-k\-n\end{matrix}\bigg]| 


zwAsum {_{k \leqslant m}k} \begin{Bmatrix}{n + k} \k\end{Bmatrix}} 
6.32  \right.= \begin{Bmatrix}{m +n+1}\mend{Bmatrix}} \right. 以 及 
zAsum\nolimits_{0 \leqslant k \leqslant n} 
{\begin{Bmatrix}k\m\end{Bmatrix}{{(m + 1)}{n - k}}} = 
\begin{Bmatrix}{n + 1M\{m + 1MNend{Bmatrix} ， 它 们 都 出 现在 了 表 6-4 中 . 


6.33 ”如 果 n >0， 根据 (6.71) 就 有 
pe a = \frac{1}{2}(n - 1)I\left( {H_{n - 1}^2 

-H_{n- 1}^{(2)}} \right) ， 而 根据 (6.19) 则 有 
FAbegin{Bmatrix}n\3\end{Bmatrix} = \frac{1}{6}({3^n} - 3 \times {2^n} + 

3). 


zleft\langle \begin{matrix}{ - 1}\k\end{matrix}\right\rangle = 1/(k + 
1),~~\left\langle \begin{matrix}{ - 2}\k\end{matrix}\right\rangle = H_{k+ 


6.34 ”我们 有 1}^{(2)} ， 一 般 来 说 ， 对 


有 整数 zin,~~\left\langle \begin{matrix}n\k\end{matrix}\rightangle 由 (6.38) 给 出 . 


6.35 ” 设 n 是 > 1NAvarepsilon 且 使 得 
zleft\floor {{H_n}} Nightvfloor > efNfloor {{H_{n - 1}}} Nightvfloor 成 立 的 最 小 整数 . 


zo{d_{k+1}}=\eft( {100+(1+ {d_ 1})+\cdots + (1+ {d_k})} 
6.36 ”现在 \right)/(100 + k) ， 对 下 
zi{d_{k+1}}= {H_{k+100}} - {H_{101}} +1. 当 zxk\geqslant 176 时 ， 这 超出 2. 


z-{H_{mn}} - \eft( {\frac{m}{m} + \frac{m}{{2m}} + \cdots + \frac{m} 


6.37 “和 式 (分 部 求 和 ) 是 {{mn}}} \right) = {H_{mn}} - {H_n}. 


这 个 无 限 和 式 就 是 einm. 《由 此 推出 


区 2 \sum\limits_{k \gedqslant 1} {\frac{{{\nu_m}(K)}}{{k(k + 1)}}} = 
\frac{m}{{m- 1} Mn m, 


Fnu mi(o = (m - 1Nsum\nolimits_{j \geqslant 1} {(K\bmod 
为 fmAjjy/{mAj})}， ) 


By 


zw-{\left( { - 1} \right)^k}\eft( {\left(\begin{matrix}{r - 
1}\kK\end{matrix}\right){r^{ - 1}} - \left(\begin{matrix}{r - 1M\{k - 
6.38 1Mend{matrix}M\right){H_k}} righb + C， (分 部 求 和 
(5.16) . ) 


zAsum\nolimits_{1 \leqslant j \leqslant n} {{j^{ - 1}}M\sum\nolimits_{ 
6.39 “将 它 写成 \eqslant k \leqslant n} {{H_k}}} 
先 对 大 求 和 ， 得 到 


zn +1)H_n^2-(2n+1){H_n} +2n. 


6.40 ”如果 B6n - 1 是 素数 ， 则 


za\sum\limits {k= 1}M{4n -1} {\frac{{{{(- D)}{k -1}}}}{k}} = {H_{4n - 
1}} - {H_{2n -1}} 


的 分 子 能 被 =6n - 1 整除 ， 因 为 此 和 式 是 


zwAsum\limits_{k = 2n}M{4n - 1} {\frac{1}{k}} = \sum\limits_{k = 2n}^{3n - 
1} {\left( {\frac{1}{k} + \frac{1}{{6n - 1 -k}}} \right)} = \sum\limits_{k = 
2n}A{fan - 1} {\frac{{6n - 1}}{{k(6n - 1 - k)}}}. 


类 似 地 ， 如 果 6n + 1 是 素数 ， 则 
pAsum\nolimits_ {k= 1}M{4n} {{{(- 1)}M{k- 1}Mk} = {H_{4n}}- 


| 


ft 


， 利 用 


(6.67) 


{H_{2n}} 的 分 子 是 6n + 1 的 倍数 . 对 


1987， 我 们 要 求 和 直到 pk = 1324. 


z-{S_{n+1}}=\sum\nolimits_k {\left(\begin{matrix}{\left\lfloor {(n+1+ 
k)/2} \right\rfloor }\k\end{matrix}\right)} = \sum\nolimits_k 
{\left(\begin{matrix} {\left\floor {(n + k)/2} \right\rfloor M\{k - 


6.41 1Mend{matrix}\right)} ， 于 是 有 
zs{S_{n+1}}+{S_n}=\sum\nolimits k {\left(\begin{matrix}{\left\lfloor 
{(n + k)/2 + 1} \right\rfloor }\k\end{matrix}\right)} = {S_{n + 2}}. 答案 是 fn+2- 


6.42 zwAF_n}. 


所 


> 1 它 的 解 是 


6.43 ”在 sumwmolimits_fn \geqslant 0} {{F_n}{zAn}} =z/(1-z-{z^2}) 中 令 zz = Mrac{1}{{10}} 得 到 
zfrac{f{10}}{{t89}}. 这 个 和 是 一 个 周期 长 为 44 的 循环 小 数 


0.112 359 550 561 797 752 808 988 764 044 943 820 224 719 101 123 595 5+ . 


6.44 “如果 需要 ， 就 用 22( - m, -k) 或 者 2(k, - m) 或 者 22( - km) 代替 z(m,k) ， 使 得 
E.m \gedslant k woeslant 0. 如 果 zim = k ， 这 个 结果 是 显然 的 . 如 果 em > k ， 我 们 可 以 用 (m - km) 代替 
z-(m,k) 并 用 归纳 法 . 


6.45 {X_n}= A(nNalpha + Bn)\beta + C(n)\gamma + D(n)\delta ， 其 
z-B(n)= {F_n},~~A(n)= {F_{n-1}},~~A(n) + B(n)- D(n)=1, z-B(n) - COn) + 3D(n)=n. 


6.46 2Aphi/2 和 2{\phi 人 ^{ -1}}2. 设 iu=\cos {72^\circ} 以 及 zav=\cos {36^\circ } ， 那 么 
pu=2{vi2}-1, 而 Pv=1-2{\sin^2}{18A\circ }=1-2{u^2}. 从 而 
zt+V=2(+V)(V-u),~~4{vA2} -2v-1=0. 我 们 可 以 追寻 此 项 研究 ， 以 求 出 5 个 复 的 五 次 单位 根 : 


B21,~~\frac{{{\phi ^{ - 1}} \pm i\sqrt {2 + \phi } }}{2},~~\frac{{ - \phi \pm 
isqrt {3 - \phi } }}{2}. 


zf{2Anjsqrt5 {F_n} = {\left( {1 + \sqrt 5 } \right)^n} - {\left( {1 - \sgrt 5 } 
6.47  \right)\n},~~\sqrt 5 的 偶 次 寡 抵 消 掉 了 .现在 
设 了 是 一 个 奇 素数 . 那么 ， 除 了 zk = p - 1D)/2 之 外 均 有 | 
zAleft(\begin{matrix}p\{2k + 1}Mend{matrix}\right) \equiv 0 ， 且 除了 大 = 0 或 者 ek = (p-1)/2 之 外 均 有 
eNeft(begin{matrix}j{p + 1}\{2k + 1jNendfmatrixjrighb \equiv 0 ， 因 此 22{F_p} \equiv {5^{(p- 1D)/2}} 且 
22{F_{p + 1}} \equiv 1+ {5^{(p -1)/2}}Qbmod p). 可 以 证 明 ， 当 p 形 如 臣 10k \pm1 时 有 
{5 和 A{(p - 1)/2}} \equiv 1 ， 而 当 P 了 形 如 10k \pm 3 时 则 有 {5^{(p - 1)/2}} \equiv-1. 


“ 设 卫 是 任意 一 个 老 素 数 . ”( 见 参考 文献 [171]， 第 419 页 .) ? 


| ?在 参考 文献 的 那 一 页 ， 作 者 原来 写 的 是 “any odd prime”， 但 出 版 时 误 写 为 了 “any old prime”， 故 作者 在 此 开 了 个 玩笑 . 


6.48” 设 忆 {K_{ij}} = {K_{ -i+1}}({x_i}, \cdots ,{x_j}). 反复 利用 (6.133) ， 两 边 展 开 成 
zAleft( {{K_{1,m-2}}({x_{m-1}}+ {x_ {m+1}})+{K_{1,m-3}}} 
\right){K_{m +2,n}} + {K_{1l,m-2}}{K_{m + 3,n}}. 


6.49 ”在 (6.146) 中 取 Bz = \frac{f1}{2} ， 部 分 商 是 到 0,{2^{{F_0}}},{2^{{F_1}}},{2^{{F_2}}}, \cdots. 
(高 德 纳 206] 指出 ， 这 个 数 是 超越 数 ，) 


6.50 (a) f(n) 是 偶数 FALeftrightarrow 3\backslash n. (b) 如 果 n 的 二 进 制 表示 是 
A{({1 和 A{{a_1}}}{0^{{a_2}}} \cdots {1^{{a_{m -1}}}}{0^{{a_m}}}) 2} ， 其 中 是 偶数 ， 我 们 就 有 
z-f(n) = K({a_1},{a_2}, \cdots ,{a_{m - 1}}). 


6.51 


(a) 组 合 证 明 : 如 果 将 1 加 到 每 一 个 元 素 上 (按照 模 P) ， 那 么 将 pAleft{ {1,2, \cdots ,p} \ight\} 分 成 大 个 子 
集 或 者 轮换 的 排列 方式 可 以 分 成 若干 条 “轨道 >， 每 条 轨道 由 一 种 或 者 一 种 排列 方式 构成 .例如 


B. \begin{aligned}&\left{ {1,2,4} \right\} \cup \left\{ {3,5} \right\} \to \left\{ 
{2,3,5} \right\} \cup \left\{ {4,1} \right\} \to \left\{ {3,4,1} \right\} \cup \left\ 
{ {5,2} tight\}\&~~~~~~~ \to \left\{ {4,5,2} \right\} \cup \left\{ {1,3} 
\right\} \to \left\{ {5,1,3} \right\} \cup \left\{ {2,4} \right\} \to \left\{ {1,2,4} 
\right\} \cup \left\{ {3,5} \right\}.\end{aligned} 


仅 当 这 个 变换 把 一 个 排列 方式 变 成 自己 时 ， 我 们 才 会 得 到 长 度 为 1 的 轨道 ， 不 过 那样 就 有 大 = 1 或 者 

ek =p. 另外 还 有 个 可 遂 的 代数 证 时 我 们 有 {x^p} \equiv {x^{\underline p }} + {x^{\underline 1 }} 以 及 
局 {x^{\underline p }} \equiv {x^p} - xGbmod p) ， 因 为 费 马 定理 告诉 我 们 ， 忆 {x^p} -x 能 被 
P(x - 0)(x - 1) \cdots \left( {x - (p - 1)} \right) 整除 ， 


(b) 这 个 结果 由 (a) 以 及 威尔逊 定理 推出 ， 或 者 可 以 利用 
z-{x^{\overline {p - 1} }} equiv {xA{\overline p } MGK- TD \equiv ({x^p} - 
x)/(x- 1)= {x^{p - 1}} + {x^{p - 2}} + \cdots + x. 


begin{Bmatrix}{p +1}\k\end{Bmatrix} \equiv \begin{bmatrix}{p + 
(0) 对 223 \leqslant k \leqslant p 有 1}\k\end{bmatrix} \equiv 0 
这 样 对 4 \leqslant k \leqslant p 就 有 
begin{Bmatrix}{p + 2}\k\end{Bmatrix} \equiv \begin{bmatrix}{p + 
2}\k\end{bmatrix} \equiv 0 ， 等 等 . (类 似 地 ， 有 
zAbegin{bmatrix} {2p - 1}\p\end{bmatrix} \equiv - \begin{Bmatrix} {2p - 
1}\p\end{Bmatrix} \equiv 1. ) 


zp! = {p^{\underline p }} = \sum\nolimits_k {{{\left( { - 1} \right)}^{p - 
k}}{p^k}\begin{bmatrix}p\k\end{bmatrix}} = 
{p^p}\begin{bmatrix}p\p\end{bmatrix} - {p^{p - 1}M\begin{bmatrix}p\{p - 
lMend{bmatrix} + \cdots + {p^3Mbegin{bmatrix}p\3\end{bmatrix} - 
{p^2}MNbegin{bmatrix}p\2\end{bmatrix} + 
(d) p\begin{bmatrix}p\1\end{bmatrix}. 但 是 
zp\begin{bmatrix}p\1\end{bmatrix} = p! ， 所 以 


2-\begin{bmatrix}p\2\end{bmatrix} = p\begin{bmatrix}p\3\end{bmatrix} - 
{p^2}M\begin{bmatrix}p\\end{bmatrix} + \cdots + {p^{p - 
2}}M\begin{bmatrix}p\p\end{bmatrix} 


是 严 的 倍数 ， (这 称 为 Wolstenholme 定 理 . ) 


6.52 


(a) 可 以 看 出 记 (H nj} = H_n^* + {H_{\leftlfloor {n/p} rightvfloor }Yp ， 其 中 
z-H_n^\*=\sum\nolimits {k= 1}n {\left[ {k \bot p} \right]/k}. 


(b) 考虑 PAbmod 5 ， 对 220 \leqslant r \eqslant 4 我 们 有 22{H_r} = \lefNangle {0,1,4,1,0} \right\rangle. 从 而 第 
一 个 解 是 zin = 4. 根据 (a)， 我 们 知道 
z-5\backslash {a_n} \Rightarrow 5\backslash {a_{\left\lfloor {n/5} 

\rightvfloor }} ， 所 以 下 一 个 可 能 的 范 
zn = 20 + r~~(~0 \leqslant r \leqslant 4~) ， 此 时 我 们 有 
PAH n} =H nA*+\frac{1}{5}{H 4} = H {20}^* +\frac{1}{5}{H_ 4} + 

{H_r} - \sum\nolimits_{k = 1}Ar {20/k(20 + k)}. 2H_{20}^* 的 分 子 如 同 pA{H_4} 
的 分 子 一 样 ， 可 以 被 25 整 除 ， 于 是 在 这 个 范围 里 仅 有 的 解 是 en = 20 和 zn = 24. 下 一 个 可 能 的 范围 是 
En = 100+T， 现 在 己 {H n} = H_n^*+Mrac{1}{5}{H_{20}} ， 它 就 是 PNMrac{1}{5}{H_ (0) + {HH 了} 加 
上 一 个 分 数 ， 这 个 分 数 的 分 子 是 5 的 倍数 . 如 果 PNMrac{1}{5}{H_{20}} \equiv m~(bmod 5) ， 这 里 mm 是 

个 整数 ， 那 么 调和 数 z:{H_{100 + 了}} 的 分 子 能 被 5 整除 当 且 仅 当世 m + {H_r} \equiv 0~(bmod 5) ， 于 是 m 
必须 PAequiv 0,1 或 者 4， 考虑 PMNbmod 5 ， 我 们 求 得 
zpAfrac{1}{5}{H_{20}} = \frac{1}{5}H_{20}^*+\frac{1}{{25}}{H_4} 

\equiv \frac{1}{{25}}{H_4} = \frac{1}{{12}} \equiv 3 从 而 对 
z2100 \leqslant n leqslant 104 没有 解 . 类 似 地 对 22120 \leqslant n \leqslant 124 也 没有 解 ， 我 们 已 经 找到 了 所 
有 的 三 个 解 . 


(根据 习题 6.51(d)， 如 果 P 了 是 任何 一 个 PAgeqslant 5 的 素数 ， 我 们 总 有 
a{pN2}\backslash {a_{p - 1}},~~p\backslash {a_{{p^2} - p}} 以 及 zip\backslash {a_{{p^2} - 1}}. 刚刚 给 出 的 
论证 方法 表明 ， 这 些 是 关于 P\an 的 仅 有 的 解 ， 当 且 仅 当 
B{pM - 2}}{H_{p - 1}} + {H_r} \equiv 0~(\bmod p)~(~0 Neqslantr < p~) 没有 解 .后 面 这 个 条 件 不 仅 对 P=5 
成 立 ， 而 且 对 zip = 13,17,23,41 和 67 也 成 立 一 一 有 可 能 对 无 穷 多 个 素数 成 立 . 不 的 分 子 仅 当 Pn = 2,7 和 
22 时 才能 被 3 整除 ， 它 仅 当 Bn = 6,42,48,295,299,337,341,2096,2390,14~675,16~731,16~735 和 102 728 时 才能 
被 7 整除 .见习 题 6.92 的 答案 . ) 


(计算 机 程序 员 们 请 注意 ,这 是 一 个 值得 用 尽量 多 的 素数 来 进行 检验 的 有 趣 的 条 件 . ) 


Ad 


全 


ey 


6.53 ”分 部 求 和 得 到 


忆 \frac{{n + 1}}{{{{(n + 2)}2}}}\left( {\frac{{{{(- 1)}Am}}} 
{{\left(\begin{matrix}{n + 1}M\{m + 1 Mend{matrix}\right)} }\left( {(n + 2) 
{H_{m + 1}} -1} \right) - 1} \right). 


6.54 


(a) 如 果 zm \geqslant p ， 我 们 就 有 22{S_m}(p) = {S_{m - \eft( {p - 1} \right)}}(p)~(bmod p) ， 这 是 由 于 当 
1 所 大 < 时 有 世 {kAfp-1}}equiv1. 又 有 蕊 {S_fp-1}}p)equivp -Lequiv -1. 如 果 忆 0<m< pa 1 ， 我 们 
可 以 写成 


Pn {S_m}(p)= \sum\limits_{k = 0}M{p- 1} {\sum\limits_{j =0}Am 
{\begin{Bmatrix}+m\j\end{Bmatrix} {k^{\underline j }}} } = \sum\limits_{j 
=0Mm {\begin{Bmatrix}m\j\end{Bmatrix}\frac{{{p^{\underline {j + 1} 
DD}}{{ + 1}}} \equiv 0. 


( 伯 努 利 数 的 分 子 在 费 马 大 定理 的 早期 研究 中 起 着 重要 的 作用 ， 见 Ribenboim [308] .) 


(b) 提示 中 的 条 件 表明 ， {I_{2n}} 的 分 母 不 能 被 任何 素数 了 整除， 故而 局 {I_{2n}} 必定 是 一 个 整数 .为 
证 明 提 示 ， 我 们 可 以 假设 en > 1. 这 样 ， 根 据 (6.78) 、 (6.84) 以 及 (a) 可 知 ， 


{B_{2n}} + \frac{{\left[ {(p - 1)\backslash (2n)} \right]}}{p} + 
\sum\limits_{k = 0}^{2n - 2} {\left(\begin{matrix} {2n + 
1}\K\end{matrix}\right){B_k}\frac{{{p^{2n - k}}}}{{2n + 1}}} 


是 一 个 整数 .所 以 我 们 想 要 验证 : 分数 

zAleft(\begin{matrix}{2n + 1}Nawendftmatrix}Nighb{B_k}{pA{t2n - k} HM/(2n 

+1)= \left(\begin{matrix}{2n}\k\end{matrix}\right){B_k}{p^{2n - k}}/(2n 

-k+1) !' 没 有 哪 一 个 的 分 母 能 被 了 整 
除 . “Neft(\begin{matrix} {2n} \\end{matrix}\right){B_ kjp 的 分 母 不 能 被 了 整除 ， 是 由 于 Bi 的 分 母 中 不 含 
有 因子 严 (根据 归纳 法 ) ;而 Pr“ '/(2n 一 上 +1) 的 分 母 不 能 被 了 整除， 是 因为 当 k < 2n 一 2 时 
2n 一 +1 < JY*， 证 明 完毕 、 (请 数 蕊 (1L_{2n}} 列表 在 参考 文献 [224] 中 ，Hermiten8 于 1875 年 一 直 计算 
到 了 Ls 实际 上 ,已 知 有 人 2= 有 =16=1s= 7%= 1 从 而 正文 中 给 出 的 伯 努 利 数 ， 包 括 2730 (! ) 
有 一 个 “ 简 ! 的 "模式 ， 日 是 ， 当 2n > 12 时 ， 诸 数 蕊 {I_ 人 没有 任何 值得 注意 的 特点 . 例如 ， 


Ba = 一 86 579 


13 ， 而 86 579 是 素数 . ) 


(0) 数 2 一 1 和 3 一 1 总 能 整除 2n. 如 果 n 是 素数 ，2n 仅 有 的 因子 就 是 1，2，n 和 2n， 所 以 对 素数 

n> 2， Bow 的 分 母 痢 是 6， 除 非 2n + 1 也 是 素数 ， 在 后 面 这 种 情形 ， 我 们 训 以 尝试 各 十 3,8n+7.….， 直 到 
找到 一 个 非 素数 (由 于 n 整除 2™ n+2”! 一 1) (这 个 证 明 不 需要 一 个 更 难 但 合理 的 定理 ， 即 存在 无 穷 
多 个 形 如 6k + 1 的 素数 ，) Bo 的 分 母 在 n 取 49 这 样 的 非 素 数值 时 也 可 能 是 6. 


2 3 


7 十 1 | n ) 
6.55 ”根据 范 德 蒙 德 卷 积 ， 所 述 和 式 是 | n m 二 1/ 要 得 到 (6.70) ， 求 导 并 取 z=0. 
6.56 ”首先 用 ((# 一 m) 十 m)" 代替 n+l 并 展开 成 上 一 六 的 寡 ， 如 同 在 推导 (6.72) 时 出 现 的 化 简 . 如果 


(7 一 7 
、 (—1)"n!—m /( i 、 
m > n 或 者 m < 0， 则 答案 是 下 反之 需要 将 (5.41) 减 去 有 =m 这 一 项 之 后 令 
(—1)"n!+ {= 的 7 (7 十 工 十 了 万 一 7 万 ). 
案 mm 


A 


rt 二 一 m 取 极 限 ， 此 时 答 


三 

全 

6.57 EC 用 归纳 法 证 明 : 第 n 行 至 多 包含 三 个 不 同 的 值 An > Bn > Cn a n 是 偶数 ， 它 们 按照 循环 次 
序 [Cn Bn Ar, Bn cq 出现; 如果 是 奇数 ， 它 们 就 依照 循环 次 序 [Cn; Bn dn, An, Ba] 出现. 又 有 


wy 


由 此 推出 Qn = An 一 Cn = 


658 (0) no 


平方 


Aon+1 = 42n + Bon; A2n = 2A2n-1; 

Bon+l = Bon 十 Con; Bon = Aon-1 + Bon-1; 

Co2n+l 2Con; Con < Bon-1 下 Co2n-1. 
n+ 《有 关 3 阶 围 包 二 项 式 系数 见习 题 5.75，) 


F2z" = z(1—z)/(1+2)(1—3z+2? ) =3((2— 
然后 合并 项 使 得 和 消失 . 


关于 n 求 和 ， 


由 此 推出 fin 


归 式 是 由 Jarden 不 


4F3 


F3 | =3(-1)"F,. 
HMotzkint1941 发 现 的 . 


3z)/(1— 3z+ 


22) 一 2/(1 +z)). 


) (b) 类 似 地 ， 


) 


与 m 次 过 对 应 的 递归 


式 涉 及 习题 6.86 中 的 斐 


这 个 j 


波 那 契 系 数 ， 这 


(将 比 奈 公式 (6.123) 


递 


6.59 ” 设 m 是 固定 的 数 . 我 们 可 以 对 半 用 归纳 法 证 明 ， 实 际 上 有 可 能 求 得 一 个 满足 附加 条 件 工 夫 2(mnod4) 
的 z. 如 果 z 是 这 样 一 个 解 ， 我 们 就 可 以 向 上 延伸 成 为 模 3"+1 的 解 ， 因 为 
Fexan i 3 Pex i i 三 ?+1 (mod3"t), 

所 以 z+， 或 者 z+8x 3"”“"， 或 者 ++16 x 3"” 将 完成 这 一 任务 . 
6.60 所 二 1， 有 二 1， 牛 +1， 所 一 1 以 及 一 1 是 仅 有 的 情形 ， 如 若 不 然 ， 则 习题 6.28 中 的 户 卡 斯 数 将 在 
如 下 分 解 式 中 出 现 : 

Fom 不 (—1 1 三 Lm+1Fm-1; Fom+1 十 (—1)™ = LmFm+!1: 

Fom (—1 外 Lm-iFmt+1; Fom+1 a 全 机 = Lm+1Fm: 

(一 般 来 说 ， 我 们 有 Fmin (一 ] Fm-_n = mn. ) 

6.61 当 m 是 偶数 日 为 正 数 时 ， 1/ Foam = Fm-1i/Fm ee Fom-_1/ Fam. 第 二 个 和 式 是 
5/4— Faxon_i/F3x2on (nn 之 1. ). 
6.62 
(a) ,= V5An_1 — An_»， Bn = V5Bn_1 — Bn-2. 附带 指出 还 有 V54n + Bn = 2An+1) V5B, — An = 2Bn-1. 


(b) 小 值 的 表 揭 示 了 


(©) Bn/Ant+1 Bn-_i/An = 1/ (Fan 十 1) 5 
奇数 ] . 


] 十 (Ln/ Lnt1 ) In 


(d) 类 似 地 ， 


下 


Es b,, 
5 


V5F,, 1 是 奇数 ; 


为 BnAn = Bn-_iAn+1 V5 


2 VFrn— 1) 


7 An/ 已， 1 


还 可 以 表示 成 3Fw/Lnti)ln 是 偶 


7 是 个 数 ; 


大 


=(4d0/Bi—Ai 


数 ]+ 


| 


/B2)+:…+ 


V5F., 7 是 偶数 ; 
也 ， 1 是 奇数 。 


13? 


(An_1/Bn An /Bn+1) 


(Ln f Pnti )In 是 奇数 J]: 


AnAn+1 = V5(Fonii 证 1). 注 ; 


Bk 


n—1 


Nl PE -| 
(a) 有 : | 满足 7Tm 一 了 ， 而 有 | 满足 Tn < Nn. 


> 的 每 一 个 排列 户 …A-i 引出 训 个 排列 型 开 … 二 4… -inpyr1… pn-11- 如果 
D1…pn-!1 有 上 个 超过 值 ， 那 和 就 有 +1 个 7 的 值 ， 它 们 在 hha… .中 得 到 个 超过 信 ;， 剩 下 的 A 一 1 
个 值得 到 k+1 个 超过 值 ， 于 是 ， 在 mh…" 中 得 到 上 个 超过 值 的 方法 数 是 


n—1 0 
w+ 人 ， )+ (nD) 1) = (人 
1/2 


1/2 
64 ”根据 习题 5.72 的 证 明 ， (oe 2 2 加 .根据 (6.44) ， 站 


6. 
(0))=1 ,有 对 ~" 必 是 偶数 


tH 
+ 


6.65 ”这 等 价 于 : 人 的 是 zi … ,zn 取 在 0 与 1 之 间 一 致 分 布 且 独立 的 随机 数 时 ， 使 得 Lz?1 十 … 十 Zn| 一 大 
成 立 的 概率 ， 设 女 = (而 十 … 二 7) mod 1 ， 那 么 奶 … ,加 就 是 独立 且 一 致 分 布 的 ， 而 且 |zl 二 … 十 Zn] 就 
是 在 诸 y 中 下 降 的 个 数 . 诸 y 的 排列 是 随机 的 ， 上 个 下 降 的 概率 与 个 上 升 的 概率 相同 . 


6.66 ”如 果 n>0， 其 和 为 2”(2"” 一 Bari/(n+1)，( 见 (7.56) 和 (6.92) ， 所 要 求 的 数 本 质 上 就 是 
1 一 tanhz 的 系数 . ) 


6.67 ”根据 (6.3) 和 (6.40) ， 它 就 是 


Ei i 全 二 TI+ 位 吕 人 La 
A 

大 对 ac 1)m+l- en 人 
现在 利用 (6.34) . (这 个 恒等式 有 一 个 组 合 解 释 [59] ，) 


6.68 ”与 (6.38) 类 似 ， 我 们 有 一 般 的 公式 


n /2n+l1 nm 二 1 一 太 
3 一 > 7 这 
((™)) > 天 ){ m 十 1 一 上 } 1), n>mz20. 


当 m =2 了 时 ， 这 等 于 


(Oe 
一 一 13n+2 — (2n + 3)2™ 十 工 (ni2 十 6n 十 3). 
2 2 
a (n+3) (n+ DQHm — Hi) — Ln(lons+ 9n -1). ee 人 
6.69 3 - 36 (用 计算 机 程序 自动 推导 出 这 样 的 公式 ， 是 很 


好 的 解决 方式 ，) 


6.70 1 一/+ 直 = zj/ 要 一 22/ 妥 +…， 它 当 | 了 < 工时 收敛 ， 


y i (1 + z/k) Sk 一 ( Ba 二 elinn Hn)s a 时 
6.71 注意 ， 由 /Ek)e 和 n 如果 f(z) ”我 们 求 得 (2)/2t 47 =H 


6.72 对 tanz ， 我 们 可 以 利用 tanz = cotz 一 2cot2z ( 它 等 价 于 习 十 6. 23 中 的 恒等式 ) ， 又 
z/ sinz = zcot z+ ztan 5 有 需 级 数 展开 式 > (=D 1(4n — 2) Bon 22 2 (2n)! 是 
tanz Sin z 
ln = 1n — lncosz 
]” 4 区 n 4"(4" i 1) Bonz™” 
-pe (2n)(2n)! 和 (2n)(2n)! 
=》,(- 1) 一 14" 2) Bon2? 
2n)(2n)! 
n>]l1 
9 
因为 如 nsinz= co > 以 及 可 ncosz=— tanz. 
(er) 
cot | z 十 =Tj = —tanz ee 、 = 
6.73 cot(z+7)=cotz 且 2 ， 从 而 该 恒等式 等 价 于 
2"—1 i 
cot z= 元 cot i 
”k=0 
这 可 以 用 归纳 法 从 n= 1 的 情形 推出 ， 由 于 当 :一 0 时 有 zcotz 一 1， 故而 推出 所 述 的 极限 ， 可 以 证 明 ， 
这 项 到 极 恨 是 合法 的 因此 (6.88) 成 立 ， (附带 指出 ， 一 般 的 公式 
n—l z+ kn 
cot z= a 
也 为 真 . 它 可 以 由 (6.88) 或 者 
1 1 n—l 1 
en 一 1 n EC2 十 2KTi mn = 
得 到 证 明 ， 此 式 等 价 于 1/(2 一 已 的 部 分 分 式 展开 ) 
6.74 ”由 于 tan2z 十 sec2z= a > 十 Cosz)/lcosz 一 sinz) ， 在 (6.94) 中 令 z=1 工 就 给 出 了 五 = 2”E， 
S 之 on 22 (2 米 上 a 、\ 小 小 洲 
中 M33 = 2,o B22 /2 [系数 在 组 合 数学 中 称 为 欧 拉 数 《Euler number) ， 不 要 与 欧 拉 数 
n 
(Eulerian number) 4 混 消 .我们 有 
(Eo, Ei, Ez,**) = (1,1,1,2,5,16,61,272,1385,7936, 50 521,...). 


数值 分 析 用 不 同 的 方式 定义 了 本 题 中 的 这 
(DB [n 是 偶数 ]. ] 


文 种 欧 拉 数 ， 按照 上 面 的 记号 ， 数 值 分 析 方 式 所 定义 的 本 是 


6.75 ” 设 Glw,2)=sinz/cos(w+2), Hlw,z)=cosz/cos(w+2), 又 令 G(lw,z)+ Hlw,z)= 
0 0 
mm sn |G(wv,z)= H(w,z 

OO (ee 

0 0 

oo—— |]H(w,z2)= G(w,z 
Em0 = ， 而 当 区 2m 十 卫 是 偶数 时 有 Emnt+1 = Em+ln + Emn; :等 式 五 (0 三 三 1 和 Ow Oz 人 人 
由 当 n 是 偶数 时 有 on 一 [一 中 ， 而 当 Bim + n 是 奇数 时 有 a 
下 方 第 n 行 包含 数 Bo0; Br-41… , Bon 在 左边 ，Eno 是 正 制 数 EEi[n 是 偶数 ]， 而 在 右边 
Eon = Tn + [n= 0. 
6.76 ”将 这 个 和 式 记 为 4n. 查看 后 面 第 7 章 的 等 式 (7.49) ， 可 以 看 到 


>》，4nzn/ml= > C1 {a 2a/m 
= (-D)"2 "(es 1) =2/(e* +1)=1-tanh> 


羊 一 来 ， 根 据 习题 6.23 或 者 习题 6.72 就 有 


4 一 (2 一 各 人)BnV+DJ = 一 (DT 十 到 = 
6.77 ”对 m 用 归纳 法 ， 并 利用 习题 6.18 


的 递归 式 即 可 推出 .还 可 以 从 (6.50) 并 利用 如 下 事实 予以 记 
明 : 
__1\m-l 色 
本 =(D+DH? 
(e —1)” e 一 
m-l m dz 天 一 1 1 
= ， 事 0 
3 0 


附带 指出 ， 后 面 这 个 等 式 等 价 于 


im 1 TD 

中 -er 全 

0 Rk (一 中 ， 整 数 Pm \geqslant 0. 
个 次 数 < n 的 多 项 式 ， 我 们 就 有 


pl7) = >D p(—k) (2) ( ， 
k 
为 这 个 方程 对 


==0, 一 1,… ,一 n 成 立 ， 所 壕 恒等式 是 这 个 方程 在 plz) = zon(z) 以 及 zx 二 1 时 的 特殊 情 
乡 ， 附 带 指出 ， 在 (6.99) 中 取 及 = 1 ， 就 得 到 一 个 用 斯 特 林 数 来 表示 伯 努 利 数 的 更 简 、 


.Kk! 
> 区 (-] 一 一 = Bm. 
kz0 ~、 


6.78 “如果 plz) 是 任意 


By 


简单 的 表达 式 : 
十 1 


6.79 ”1858 年 ，Sam LoydL256， 第 288 页 和 第 378 页 ] 


给 出 了 构造 


并 宣称 他 发 明了 一 个 (未 
到 了 将 它们 表达 出 来 的 遇 


ER 曾 发 表 ) 64=65 的 排列 方式 ， 《类 似 的 悖 论 至 
好 方式 ) 


6.80 ”我 们 预计 会 有 Am/4m-1 舍 9， 所 以 尝试 4m-1 = 618 034 十 7 以 及 Am-2 = 381 966 一 7. 这样 就 有 
Am_3 二 236 068 十 27r 等 ， 且 我 们 发 现 起 n-_18 = 144 一 25847，Am-19 = 154 十 41817. 从 而 
r 三 0, 


r= 154, y= 144, m = 20. 


6.81 ”如 果 对 的 无 穷 多 个 偶数 值 都 有 ?了 (frr fw) =0， 


U(z,Y) = 如 一 zy 一 态 . 因 为 ,如 果 t 是 PP 的 总 次 数 ， 我 们 就 能 


Plz,y) = > ， gKTK-K 十 > 六 RCI = Q(z,Y) + R(z,Y). 


A ex /Ft 
pe -六 (各 


i 的 总 次 数 小 于 


j+k<t 


又 当下 一 %% 时 取 极限 ， 我 们 就 有 2 or 一 0 从 而 Q(z,y) 
是 U(r ) =(-1)" 且 nn 是 偶数 所 Rn) Plz,y) - 


那么 了 (lz, 奶 能 被 0(z,y) 一 1 整除 ， 
写成 


天 
) + O(1/F,), 


类 似 地 ， 如 果 对 的 无 穷 多 个 奇数 值 有 Plfnt1, fn) =0 


合 起 来 ， 就 给 出 了 所 硕 望 的 必要 和 充分 条 


6.82 ”首先 将 数字 相 加 而 不 进位 ， 得 到 数字 0，1 和 2. 然后 


0(d+1)(e +1)— lde, 
0(d+ 2)0e 一 ld0(e + 1), 


总 是 应 用 最 左边 能 用 的 进位 ， 这 个 过 程 会 终止 ， 因 为 每 执行 一 次 进位 ， 将 tom; 


所 得 到 的 二 进 制 值 都 会 增加 ， 但 是 一 个 进位 有 可 外 


(10.0DUF. 这 样 的 向 右 传递 至 多 扩展 两 位 ， 


附带 指出 ， 对 于 非 负 整数 有 一 个 对 应 的 “乘法 ” 运 


md 按照 与 二 进 制 数 的 乘法 类 似 的 方式 i 
m 和 nn 很 大 时 有 mon 人 V5mn， 尽管 l1on 3 jn.) 


个 证 明 . 


习题 mT on = 二 mn+[(m+ /gn+ml(ln+t+1)/y]. 


6.83 ”是 的 ， 例 如 可 以 取 


“一 1 整除 . 


两 个 进位 法 则 : 


算 . 如 果 在 斐 波 那 契 数 系 


斐 波 那 契 加 法 引 上 


传递 到 “ 斐 波 那 契 点 ”的 右边 ， 
而 如 果 有 必要 ， 那 两 个 数字 位 可 上 


Ao = 331 635 635 998 274 737 472 200 656 430 763 ; 
41 = 151 002 891 108 840 197 118 959 030 549 878 5 


a 当 nmod mx 二 Tk 时， 局 {A_n} 能 被 (但 并 不 等 


(pk, ms7Tk) 分 别 有 如 下 18 组 值 : 


把 这 些 三 元 组 中 的 一 个 应 用 于 每 个 整数 n. 例如 ， 第 一 列 中 的 6 个 
一 列 则 包含 了 n 的 所 有 不 能 被 6 整除 的 偶数 值 . 
一 个 三 元 组 (Pk; mks7k) 成 立 的 同 余 式 


(2.3.2) 
(17, 9, 4) 
(19.18. 10) 
(53, 27, 16) 
(109, 27, Ee 


用 正 


> 


= De 1 Fi,+ke: 


出 结合 律 lolmo 


61,15, 
31. 30, 24) 
1,20, 10) 


(: 
a 
( 
( 
二 
(2521, 60, 60) 


三 元 组 包含 了 的 每 一 个 奇数 值 ， 


证 明 的 剩余 部 分 基于 


是 U(z,y) 的 倍数， 比方 说 是 A(z WU(z, 胃 .但 
"(zyy) 一 1) A(z, 切 是 使 得 了 (Fut1, Fw) =0 成 
， 所 以 对 t 用 归纳 法 可 知 三 是 U 一 1 的 倍数 . 


那么 Plz 能 被 Utz,y)+1 整 除 .将 这 两 个 事实 
< 件 ， P(z 引 能 被 wz 


Eee 


中 的 chud 算 法 和 为 


站 mm)o7m 的 一 


而 中 间 


Am+n AmFn— 1 十 Am+ 1Fn 


以 及 对 每 


40 三 Fm, —r, mod px, 
A 


Fm r+l mod pk. 


(有 可 能 给 出 


6.84 ”习题 6.62 


B-_nm 二 


的 序列 满足 A_m = 4m， 


Bm 》 


Am An = Am+n 二 Am-_n 1 
Am Bn Bm+n Bm-_n ; 
Bm Brn > Am+n I Am-—n 。 


1 
设 fr = Bmx/ nk 以 及 gk 一 ee l 县 中 “和 3\7 加 


gk 一 gk+1 一 4BmnA Agmk+n 一 Am) ”故而 我 们 有 


m) -那么 及 Ns 


个 改进 的 解 ， 在 其 中 4o 和 441 都 是 “< 仅 有 ”17 位 数字 的 数 218] . 


) 


ArBin/(Ammein 十 Am) 且 


让 V5 5 
Pmn A.Bm dn 大 一 fo) = pA Lm 
BD ) -2 (让)- 2 
mn 一 万， 和 090 gk) 二 A Lm B, op 到 TUE Tmn 
6.85 ”此 性 质 成 立 当 有 日 仅 当 NN 有 5*,2 x 5*,4 x5*,37 x 5K,6 x5*,7 x5*,14 x 5 这 7 种 形式 之 
6.86 ”对 任何 正 整 数 mm ， 设 7(m) 是 使 得 Cj 可 以 被 m 整除 的 最 小 指标 7 ， 如 果 这 样 的 7 不 存在 ， 就 令 
r(m) = cc. 那么 Cn 9] 以 被 mm 整除 当 且 又 当 god (Cr od 772 整除 冰 ， 当 仅 当 上 ‘gcd{n,r(m)) 可 以 被 m 整 
除 ， 当 且 仪 当 gcd (n,7r(m)) = rlm) ， 当 日 仅 当 nn 能 被 Tlm) 整除 . 
( 反 过 来 ， 容 易 看 出 gcd 条 件 暗 A i 序列 C1,C2,…* 有 一 个 函数 Ttm) ， 它 可 能 是 无 限 的 ， 它 
使 得 Ci 能 被 m 整除 ， 当 且 仅 当 n 能 被 "tm) 整除 ，) 
现在 设 Hz) = C1C2…Cn， 由 此 有 
pd RY om 
m je [Il(m) II(n) 
i vp. on > [In/r(p®)| 大 pe 
如 果 了 是 素数 ， 则 了 整除 I(n) 的 次 数 是 了 ko ， 因 为 Im/P | 是 {C1,… ,Cw} 中 能 被 六 整 


除 的 元 素 个 数 ， 于 是 ， 对 所 有 了 都 有 万 mr+ 可 > + 7 
6.87 这 个 矩阵 乘积 是 
rn_1) Kn_ilT2,.…- 


( Kn_2 (2, “"" ,I ;Tn—1, Tn) ) 
Kn-1lZ1, T2,-……， ;Tn-—l, Tn) . 
I 工 和 瓦 的 乘积 有 关 ， 因 为 我 们 有 
A | 01 0 1 a 
£ ( 中 = (1 :)=( jz 


， 更 一 般 的 三 对 角 线 行列 式 


Tn-1) KnlZ1T2,*…- 


这 与 (6.137) 


{行列 式 是 nzl ;Zn 


入 十 
mm c 


1 


XxX 1 0 .1:0 
Xl 0 
det| 0 y, No 
: .1 
0 0 7 
满足 递归 式 Dn re TnDn-l ynDn-2. 
6.88 设 a =om+l/(ta+lto +…)) 是 al 的 连 分 数 表 示 . 那么 我 们 有 
a 1 1—z 
一 0 十 3 za | 
7 AD)+ 0 
4 (z)+ 
4 (2 下 
二 中 
Z Imtl 一 29 一 1 
4m(z) 一 Z-gm—1 dm 二 Kmlal,… ,am). 
(6.146) 的 与 正文 中 类 似 的 证 明 用 到 了 Zeckendorf 定 理 的 推广 (参见 Fraenkel[129，84]) . 如果 := 1 ， 
四 一 |maj 
中 是 一 个 的 geqslant 2 的 整数 ， 这 给 出 超越 数 也 一 1) 21， ”的 连 分 数 展开 ， 如 习题 6.49 所 壕 ， 
6.89 ” 设 P=K(0,a1,a2,… ,am)， 所 以 Pp/ 'n 是 该 连 分 数 的 第 m 个 渐 近 分 数 ， 这样 a = p/n+(—1)™ /ng, 1 
中 4 一 Klar.… ,om 站 且 6> 1 从 而 点 二 Neft{ {lalpha } vight\}~~(~0 \eqslant k < nn) 可 以 写成 
0 1 (1l)™n nl (一 1 1 
nn nqg n ng 
中 而,… ,mm 是 刀 … ,7 一 十 的 一 个 排列 . 设 flv) 是 满足 <v 的 点 的 个 数 ， 那 么 除了 k=0 和 =n 
之 外 ， 当 Wy 增加 到 芭 二 DD/n 时 ，f(v) 和 wn 两 者 都 增加 1， 所 以 它们 从 来 都 不 会 相差 2 或 更 多 
6.90 ”根据 (6.139) 和 “(6.136) ， 我 们 想 要 让 天 (ai ,am) 在 和 <n+1 的 所 有 正 整 数 数列 上 取 到 最 大 
值 . 最 大 值 在 所 有 的 a 都 取 1 时 出 现 ， 因 为 如 果 7 三 1 且 a > 1， 我 们 就 有 
RH 1,a 十 1 三 … ,br) 
一 Kj+k+1(1,*…- ,1,a,b1,.…: ,bx) Killy™ ,1) Kr(b1,* ,bx) 
< Kreni(l,* ,la, by ,be) + Kre (1 ,1,@,b1,.*- ,bg) 
= Kj+k+2(1,*…- ,1,a,bi,... ,br). 
(Motzkin 和 和 Straust?78] 指出 了 如 何 求解 有 关连 项 式 的 更 一 般 的 最 大 化 问题 .) 
1 
6.91 对 于 ” onl 2 的 情形 ， 有 一 种 候选 方式 出 现在 参考 文献 [213，86] 中 ， 尽 管用 某 个 含有 V7 的 常 
数 乘 以 那里 讨论 的 整数 可 能 是 最 好 的 . Philippe Flajolet 和 Helmut Prodinger 在 SIAM Journal on Discrete 
Mathematics 12 (1999) ，155-159 中 提出 了 一 个 精巧 且 更 有 说 服 力 的 建议 . 
6.92 ” (a)David Boyd 指 出 ， 似 乎 除了 了 = 83,127 397 之 外 ， 对 所 有 P< 3500 仪 有 有 限 多 个 解 .(b) bn 的 性 状 
相当 怪异 : 对 968 < n < 1066 我 们 有 bn = 1cml1,… ,nn) ， 而 另 一 方面 则 有 
beo = lcm(1,… ,600)/(33 x 52 x 43). Andrew odlyzko 注 意 到 ， p 整除 lem(1,… ,n)/bn 当 且 仅 当 对 某 个 m > 


和 某 个 上 <p 有 kp”< n < 大 十 JP ”使 得 2 整除 os k} 的 分 子 . 这 样 一 来 ， 如 果 可 以 证 明 ， 比 方 说 几乎 
所 有 的 素数 都 仅 有 一 个 这 样 的 大 值 〈 即 大 = ， 那 么 就 有 无 穷 多 个 这 样 的 ”存在 . 


记 住 1066 的 另 一 个 理由 ? 


6.93 ”(Brentt38] 在 er 中 发 现 了 大 得 令 人 惊奇 的 部 分 商 1 568 705， a 例如 ，Gosper 
在 7 "发现 了 更 大 的 部分 了 它 的 第 453 294 个 部 分 商 是 12 996 958， 而 第 11 504 931 个 部 分 商 则 是 878 783 
625. 


mn m_n 
WwW 


， / 8 十 al Bf 2 +~Y,a + 6, 大 
| 它 等 于 2 (f(a 十 BB’ 十 ,Qa 十 Qa)+ zrF (a a a)) (1) 


mm 


6. 94 考 ss 生成 函 数 
， 有 其 1 Fla, b,c) ) 是 微分 货 a 


尽管 斯 特 林 数 在 参考 文献 [383] 的 意义 下 并 不 是 “完整 的 ”(holonomic3 ) ， 但 是 Kauers 还 是 取得 了 成 功 . 


昌 holonomic 一 词 得 具体 定义 参见 Zeilberger 的 论文 ， 这 一 涂鸦 的 含义 是 Kauers 成 功 地 超越 了 Zeilberger 原 来 的 方法 的 极限 . 


6.95 “Manual Kauers，Journal of Symbolic Computation 42 (2007) ，948-970 发 现 了 这 个 研究 题 的 一 个 精 
巧 解答 


7.1 ”在 生成 画 数 中 用 关 代 替 日 ， 用 > 代替 口 ， 就 得 到 1/(1 一 > 一 交 ). 这 个 像 工 的 生成 画 数 ， 不 过 用 2 代 


奉 了 z. 于 是 ， 如 果 普 是 奇数 则 答案 是 零 ， 反 之 则 答案 是 机 at 
72  G(z)=1/(1L -2z)+1/(1L- 3z2); G(z) = 时 +e3. 


10, 10 


7.3 ”在 生成 画 数 中 取 2=1/10， 即 得 9 


7.4 ”用 8( 引 除了 (2) 得 到 一 个 商 T(3) 和 一 个 余 项 Po(z) ， 余 项 的 次 数 小 于 吕 的 次 数 . 对 于 小 的 %，T( 引 的 
yd /8( 引 中 . (这 就 是 (7.28) 中 的 多 项 式 T(z).) 


7.5 ”这 就 是 (+ 和 (+2) 的 卷 积 ， 所 以 
z3)7. 


S(z) 一 (1 十 z 十 z2 十 z 


WW 
地 


附带 指出 ， 对 于 这 个 生成 范 数 的 系数 尚 个 知道 有 外 厅 单 的 形式 ， 因 此 所 述 和 式 可 能 没有 简单 的 封闭 
(我 们 可 以 用 生成 函数 得 到 和 否定 的 结果 ， 也 可 以 得 到 肯定 的 结果 ) 


7.6 设 吕 =Q，91==B，gn 二 gn-1 十 29n-2 十 (一 1)"7Y 的 解 是 9n = 4)a+EBz)8+C()7. 当 
a=1， 58=2 7=0 时 ， 函数 2m 有效 ; 当 a=1, 8B 1，7= 二 0 时 ， 琴 数 (一 1)” 有 效 ， 当 
a=0, 8=—l1, 7 3 时 ， 函数 (一世 77 有 效 . 从 而 A(n)+2B(n)=2", A(n)— Bl(n)= (-1) )"” 以 及 
—B(n)+3C(n) = (—1)"™n. 


我 们 有 gn = Fon 加 [n 一 0]. 
我 敢 打赌 ， 有 争议 的 “ 阶 为 零 的 肩 *" 的 确 有 一 棵 生成 树 ， 


7.8 ”将 (>) 对 z 求 导 两 次 ， 即 得 


现在 令 了 一 mm. 


2 


79 (n+1) (Hi— HY)—2n(H,—1). 
2 2 2 大 27 一 2A n 
7.10 恒等式 人 人 2 了 + T=2H2— Hk 章 味 5,(%) ( 们 区) e 配 -本 =4 Hy: 
7.11 (a) Clz) = A(2)B(2)/(1— 2).) 2B"(z) = 4(2z)es ， 从 而 A(2) 5e 2B (3 (aq 
fe(n) = (Ce (1) 
A(z)=B(2)/(1 一 2)， 从 而 B(2) = (1 一 2)T14(2)， 而且 我 们 有” 大 
7.12 ”Cn 上 一 行 中 的 数 对 应 于 定义 “山脉 ”的 由 +1 和 -1 组 成 的 数列 中 +1 的 位 置 ， 下 一 行 中 的 数 则 对 应 
于 一 1 的 位 置 . 例如 ， 给 定 的 数组 对 应 于 
7.13 ”周期 性 地 拓展 这 个 数列 ( 设 rn = Tk) 并 定义 5n 三 十 … 十 Zn 我 人 有 sm 二 1，s2m 二 21 等 .必定 
存在 一 个 最 大 的 指标 与 ， 使 得 5% 二 5k+m 二 1+j， 等 等 这些 指标 入 ,… ,有 (modm) 指定 了 问题 中 的 循 
环 移 位 . 
例如 ， 在 数列 (一 2, 1 一 1, 0, 1,1, 一 1 1,1,1) 中 ( m 二 10 以 及 i1= 2) ， 我 们 有 ki = 17, k= 24. 
7.14 。 G(2) = 一 22G(:)+G(2)? +z (注意 最 后 一 项 ! ) 通过 二 次 求 根 公式 导出 
GO 1 十 2z 一 42 

于 是 对 所 有 n> 0 ， 有 92n+1=0 以 及 gon = (一 IJ (2nJICn -1 

(人 =- a 
7.15 ”存在 \*/ 四 个 划分 ， 使 得 在 包含 ”+ 1 的 子 集 中 有 大 个 其 他 物品 ， 因 此 有 户 (z) = eP(3). 这 个 微 
分 方程 的 解 是 P(z) =e*“， 且 有 c= 一 1， 因 为 P(0) = 二 (我们 也 能 通过 (7.49) 对 m 1 

n 
果 ， 因 为 Wa 和 ) 
7.16 ”一 种 方法 是 对 
BI ) 2 1/ ((1 )(1 2z2)"2(1 z3)“s(1 二 过 :) 
i 

取 对 数 ， 然 后 利用 ”1 一 z 的 公式 ， 并 交换 求 和 次 序 . 

| 、 tre tdt=n!, a i 、 
7.17 由于/o 就 推出 我 们 的 结论 . 换个 方向 ， 还 有 一 个 公式 : 

1 et 
G(z) = | Glze "Je® db. 
27 J 一 并 

(: 3) 

7.18 (a) ”2/0) 一 63); (QO 5(3)/5(232). 每 一 个 正 整 数 都 可 以 唯一 地 表示 成 mq ， 4 是 一 个 无 平 


方 因 


子 数 


7.19 ”如果 交 > 0 ， 
F(z)*F(z)y = F(z 


则 系数 [>] exp (zln F(z)) 
)T+y 中 > ~ 的 系数 相等 ， 


) 是 关于 
得 到 第 


工 的 一 
个 卷 积 公式 .而 


个 nn 次 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 是 x 的 倍数 .1 
F(z) F(z) F(z2) = F(z) F(z)Tty- 1 中 


z" 1 的 系数 相等 ， 得 到 第 二 个 卷 积 公式 ， 因 为 我 们 有 
F(z2) F(z2)" 1 = cz TF())=7 ms 
n20 
(进一步 的 卷 积 可 以 如 同 (7.43) 中 那样 ， 取 0/ 并 得到.) 
如 同 在 参考 文献 [221] 中 指出 的 那样 ， 还 有 另外 的 结论 成 立 ， 对 任意 的 z-、yY 和 t+， 我 们 有 
和 Tfr(T+th) yfnr ly + tn 一 大 )) (t+) fn(T+ y+ tn) 
Z 十 大 y+t(n—k) I 二 y+tn 
= 
实际 上 ，Zfn(T 二 加)/ (ZT 十 tr) 是 关于 天 (的 系数 的 多 项 式 序列 ， 其 中 
万 (z) = F(zF(2)). 
(在 (5.59) 和 “(6.52) 中 ， 我 们 见 到 过 它 的 特殊 情形 ，) 
7.20 设 SG) -2 wognz 如 果 对 呈 < 0 我 们 令 g = 0， 那 么 对 所 有 及 > 0 有 
z G(R) (2) = 》 nkgnz ,nC—k+! = (n+ 一 护 9 127 . 
nz0 nz0 
此 ， 如 果 局 (2),… ,Pml3) 是 不 全 为 零 的 多 项 式 ， 且 最 高 次 数 为 4 ， 则 存在 多 项 式 Po(m),… ,Pmidln) ， 使 
m+d 
Py(z)G(z i + Pn(z) Gy) =》 >》 ji n )gn+i— d2 
n>20 j=0 
这 样 一 来 ， 一 个 可 微 有 限 的 G(z) 就 表明 
m+d 
Piln + d)gn+; = 
2 ”所 有 n>0. 
人 (一 个 推论 是 : G(z) 是 可 微 有 限 的 ， 当 且 仅 当 对 应 的 指数 生成 画 数 G(z) 是 可 微 有 限 
7.21 Se Ni Gy, I 
V 全 汪汪 Bie ee 
G(3) = 1 一 2)(1 一 2.(a) 6(:) 的 部 分 分 式 分 解 是 20 以 
nm] Mf, _1 二 )") 
人 de de 四 
G(z)= (1+2)/(1— 2)?= (1+2)(1+22+32 所 以 BE] G(z) = Ln/2] +1， (将 此 结果 与 正文 中 的 硬币 
找 零 问题 中 的 值 Nn = Ln/5| 二 1 做 比较 . a 一 分 和 两 分 硬币 找 零 的 问题 .，) 


这 种 缓慢 寻求 答案 的 方法 ， 正 是 
美国 有 两 分 的 硬币 ， 但 是 自 1873 年 以 来 就 再 没 铸造 过 


出 纳 拖延 时 间 以 待 警察 到 来 的 方法 . 


7.22 ”每 一 个 多 边 形 都 有 一 个 “ 底 边 ”( 位 于 底部 的 线段 ) . 如 果 4 和 BB 是 三 角 剖 分 的 多 边 形 , 设 AAB 是 
将 4 的 底 边 粘贴 到 A 的 左上 方 对 角 线 上 ， 并 将 B 的 底 边 粘贴 到 A 的 右上 方 对 角 线 上 得 到 的 结果 .例如 ， 
这 样 就 有 
FAD 
(多 边 形 可 能 需要 稍 加 变形 或 者 挤 压 成 形 . ) 每 个 三 角 齐 分 都 以 这 种 方式 出 现 ， 因 为 底 边 是 唯一 的 三 角形 
部 分 ， 且 有 三 角 剖 分 的 多 边 形 4 和 B 在 它 的 左边 和 右边 
jz 代替 每 个 三 角形 就 给 出 一 个 第 级 数 ， ' 2" 的 系数 是 有 n 个 三 角形 的 三 角 痢 分 的 个 数 ， 也 就 是 将 一 
个 忆 十 四边 形 分 解 成 三 形 的 分 解 方法 的 不 数 . 于 已 =1+zP2 ， 这 就 是 卡 塔 兰 数 Co+ Clz + Coz 十 … 
27 一 并 
Cn_2 = » | 7/ 一 1). 
的 生成 画 数 ， 对 一 个 n 边 形 作 三 角 训 分 的 方法 数 是 ( 本 让 
7.23 ” 设 an 是 所 说 的 数 ， 而 bn 则 是 在 其 顶端 去 掉 一 个 2 x 1 x 1 由 横 的 方法 数 . 考虑 最 上 面 可 见 的 可 能 的 
模式 ， 我 们 有 
an = 2an-1 + 4bn-1 + an-2 + [n = 0], 
bn = dn-l1T 加 -1. 
从 而 其 生成 函数 满足 4 = 2z4+4zB+24+1 已 =>4+2z， 量 我 们 就 有 
A(z) = st 


(1+z)(1— 4z+ 22) 


多 米 诺 骨 牌 铺设 一 个 3 x 27 矩形 的 方法 数 ， 上 且 Qan+l 一 2V2n41.。 


“ 令 人 好 奇 的 是 Q2n 等 
一 一 L Kaplansky 


这 个 公式 与 3 x n 多 米 诺 骨牌 铀 疫 问 题 有 天 我 们 有 
土 访 pt 3)ntl- (29— nil n a ed 
人 一 坟 3 (Un VY2n+l 十 (一 3 ) 5(2+V3) 6 — V3) —1) 是 (2+V3) 1/6 舍 入 到 离 它 最 近 的 
整数 人 
1 
7.24 n 次 Ki XX n/m = Fonti tt Pan_1 — 2. (考虑 系数 [二 m(1/(1 一 G(:))) 中 
G(z) = z/(1— z)>.) 
7.25 生成 画 数 是 P(z)/(1 z™) ”其 中 Pl(z) = z 十 22 +:…+(m 1)z™-!1= ((m 1)zm+1 mz"™ 十 z) /(1— 2z)° 
分 母 是 Q(z) = 1 和 = (1 一 w02)(1 一 w1s)…(1 一 w"1s). 根 据 不 同根 的 有 理 展开 定理 ， 我 们 得 到 
m1 Ww wkn 
n mod m = 2 十 Re 
k=1 
7.26 ”与 在 方程 (7.61) 中 一 样 ， (1 一 2 一 2)8(2) = F(z) 引 出 Sn = (2(n+ DFn+nFnrl)/3 
7.27 ”每 个 定向 的 回路 模式 都 是 从 1 或 者 cs 或 者 以 两 种 方式 之 一 定向 的 2 x 大 回路 (天 >2 ) 开 始 的 .从 
而 对 ”> 2 有 


Qn 


Qo = 9%1 =1 于 是 生成 函数 是 


二 Qn_1 二 Qn_2 TT 2Qn_» 十 2Qn_3 一 


十 290: 


7.28 “一般 来 说 ， 如 果 A(z)=(1+z+… 二 221)B(z)， 则 对 0<&r<m 我 们 有 | 
M+ Arm+t+Ariam+-… = B(1). 在 此 情 攻 ， m= 二 10 且 . Blz)= (1+z+-: 23)(1+ 22 十 24 十 26 十 2)(1L 十 芭 ). 


7.29 FO+F(?+HF( -1 一 (1 一 VD):)) /V8 所 以 答案 是 
(4+v3 (Va)") /Vs. 


ge 2n—1—k nin—kyr Kk nknyr EL 
7.30 ”根据 习题 5.39， > n 一 1 )( RE 


7.31 ”其 狄 利克 雷 生成 画 数 是 “(2)7 人 (> 一 1 ， 从 而 我 们 发 现 9() 是 (+1 一 如) 对 恰好 整除 的 所 有 素数 
需 忆 的 乘积 . 


7.32 ”我 们 可 以 假设 每 一 个 b > 0. 一 组 等 差 级 数 构 成 一 个 精确 覆盖 ， 当 且 仅 当 


1 二 一 1 


从 两 边 减 去 2"/(1 一 2") 并 取 z= exif 左边 是 无 限 的， 右边 则 是 有 限 的 ， 除 非 am-1 = om 


7.33 (1) "tn > m)/(n—m). 


ki 十 km+l mk 
Gn(2) = mt. 
WN 0 


| 
深 
党 
or 
车 
沽 


i 
大 1 十 2K2 十 … 十 Fr 大 -一 人 hi, ko, 人 


我 们 有 Gn = AGn— 1 二 + 22Gn— 2 十 * 十 条 Cn r+[n=0, 是 让 生成 函数 是 1/(1 一 2 了 一 2 一:… 一 二. 在 所 
述 的 特殊 情形 ， 各 pan 


1/k+1/(n—k) Hn1. (b) 根据 〈7.50) 和 (6.58) 有 


1 
7.35 (a) n pe <n 
2 


2 


a 
i 汪汪 


全 种 处 理 () 的 方 ; 
四 ]jP(z) = Zhe] ra) 


Dy 


7.36 I 


7.37 ”(a) 在 表 


1 1 2 2 4 4 6 6 10 10 14 


b, 1 2 4 6 10 14 20 26 36 46 60 


中 有 惊人 的 恒等式 a = Qn+1 一 如 成 立 ， 
a 2)(1 2 )…) (oO B(z) = 4(z)/(1 一 2) ， 而 我 们 想 要 证 明 


4(z) = (1+z 这 可 以 由 4(z) = 4(22)/(1 一 推出 . 
(1 ~ wz)M(w,z) = :9 | (min(m.n)— min(m—1,n m1))w"z2"™ = 
yy ep . 
7.38 > >1 " " / 人 ) 一 般 来 说 ， 
<1"* “<m 


MI{z1,.…* ,zm) = - 一 
) (1— 2 (1 — zm)(l— 2 Zm) 


7.39 ”提示 的 答案 分 别 是 


ki Qks Ok 》 ki OK2 OK 


lgk1 <Ka<…<Kmsm 和 1ska skas…<kmsn 
于 是 ，(a) 我 们 要 求 乘积 员 二 引 (二 +223)… (1+nz) 中 zm 的 系数 . 这 是 (z+1)" 的 反射 ， 所 以 它 等 于 
"|+ n+l1 +t | | 有 十 
和 二 1 ， 而 答案 就 是 书 + 二 1 一 虽 (b) 根 据 (7.47) ， 


772 十 7 
1/((1 一 2)(1 一 22)…(1 一 nz) 中 zm 的 系数 是 【 7 上 


7Z40 (no-1 的 指数 生成 画 数 是 ( DEC2) ， 其 中 了 = 26so /人 L=(e 一 后)/V5 (办 的 指数 
生成 画 数 是 e“/(1 一 引 . 这 个 乘积 是 


5-12(e($1): 有 el($-1):) 二 5-12(e-$ e-9:) 
我 人 有 F(z)e 一 一 (2). 所 以 答案 是 ("Fi 
( nO— 1 ) 4 4 
i wi 和 jl 42k—1Ain—2k*: 、， 时 i ee 
7.41 ”最 大 元 素 n 在 位 置 2k 的 上 一 下 排列 的 个 数 是 \2* 一 1 类 似 地 ， 最 小 元 素 1 在 位 置 2k 寺 1 
n—1 


A2k An— 2k—1 


By 


的 上 一 下 排列 的 个 数 是 、 站 为 下 一 上 排列 和 上 一 下 排列 在 数值 上 是 相等 的 ， 对 所 有 的 


可 能 性 求 和 ， 就 得 到 


这 样 一 来 ， 人 数 就 满足 24(2) = (2)”+1 以 及 (0) = 1， 解 这 个 微分 方程 就 得 到 指数 生成 画 
i 4 就 是 习题 6.74 中 的 欧 拉 数 脉 ， 也 即 当 n 为 偶数 时 是 正 制 数 ， 而 当 n 为 奇数 时 是 正切 


7.42” 设 om 是 不 以 c 或 者 e 结 尾 的 火星 DNA 序 列 的 个 数 ，Dn 是 以 c 或 者 结尾 的 火星 DNA 序 列 的 个 数 ， 
那么 


an 一 3an-1 十 2bn-_1 十 [n = 0l, bn = 2an_1 + bn_l: 
A(z) = | 十 2z 玉 (z) 十 1， 玉 (zz) = 2zA(z) + zB(2): 
] 一 2z 


而 总 的 个 数 是 


7.43 ”由 (5.45) 有 gn= 


[z°](1 +z)/(1—4z— 


z2) = Fan+2-: 


A"G(0). 一 个 乘积 的 n 次 差分 可 以 写成 


A" A(z)B(z) = > 的 (上 y Dr Alz )) (A™*B(z)), 
Kk 


-本 


m- 允 () 


一 大 
S ) kgn—k: 


这 是 对 所 有 的 三 项 系数 求 和 的 和 式 ， 


7.44 “分 成 天 个 非 空子 集 的 每 一 种 划分 都 可 以 按照 局 种 方式 排序 ， 所 以 六 = 如 这 检 


jk 
已 可 以 表示 成 
hn 3 > 
j+k+l=n 


Q(2) = 2 人 em- Doo Ce: -1)"= 1/(2— 


1<3>2 


上 


7.45 ”这 个 和 式 是 woirto/m ， 
个 不 同 的 素数 整除 ， 则 有 


7.46 设 


后 ck=2* 
每 一 个 “ <" 或 者 变 成 < 


.) 


空 集 不 含 点 . 


1/(L 一 :一 az23). 当 


由 一 般 的 


F 定 理 可 知 ， 


或 者 变 成 "=” 


n 
jk,l 


加 对 称 的 形式 


) fj+kgk+L: 


这 就 是 几何 级 数 2t20 /2 ， 


“27 时 ， 提 示 


“(OC 


7.47 V3 的 Stern-Brocot 表 示 是 R(ILR*)”， 因 为 


7 11 15° 


Van-1 + Van+1 


Don 


-1 (1) = ?ce(4) = 


1 
V3+1=24 T 


它们 最 终 有 循环 的 模式 


La2n 十 Von+l Con+2 十 V2n-l 


Van+1l 


2 


1 


这 样 就 有 Sn = Sn1+aSn3+[n=0]， 目 


当 诸 z 各 不 相同 时 考虑 所 有 的 排列 ， 将 下 标 之 间 的 每 一 个 “ >” 改变 为 “ <” 
(例如 ， 排 列 mizazz 产 4 


加 Cn 


就 有 


从 而 ak 一 /125+ : 最 


告诉 我 们 ， 它 有 一 个 很 好 的 因子 


分 解 式 


Uon 十 Van+l 


Uzn+2 


y (1+ 


站 ， 而 剩 下 的 常数 c 已 


生成 画 
1 
3 


被 证 实 


Van+l + Van+3 es 


到 


并 允许 下 标 之 间 的 
出 ri < zs < Ta 以 及 zl =T3<za ， 因 为 


中 rt2) 是 将 n 表示 成 两 个 互 素 因子 的 乘积 的 方法 数 . 如 果 n 可 以 被 t 
站 =24. 从 而 7(n)/mw 是 积 性 的 ， 且 这 个 和 式 就 是 


2 
i 


7 


2 
i 


7.48 ”我 们 有 色 =0 ， 又 如 果 g= 到 ， 则 生成 函数 满足 


aG(z) + bz 1G(z) + cz -2(G(z) 一 mmz) 十 二 0. 


从 而 对 某 个 人 ) 有 CGIz) = Plz )/ t+€ )(1— 2z). 设 放 和 Pp 是 cz2+bz 二 a 的 根 ， 中 | > |p2l. 
如 果 中 -4acs0， 那 么 of = mpa = q/e 是 有 理 数 ， 这 与 Yr 趋 于 1+ V3 相 矛盾 ， 从 而 
m=(-b+Vvb 二 1+ V2 ， 而 这 就 意味 着 4a = -c 0 = -2c，ps = 1 一 V2. 现在 生成 丽 数 就 取 形式 


z(m— (r+m)z) 


G(2) 一 天 OO 
(2 (1 — 2z — 2z2}(1 — z) 
_ +m+tnz E =mz+ (2m—7)2 ++.…, 
2(1 一 2z 一 22) 2(1 一 2) 


其 中 = d/c. 由 于 92 是 整数 ， 所 以 7 是 整数 .我们 还 有 
gn=a(l+ V+ dl- Va) +sr= |al+ Vi)"|, 


且 此 式 只 对 r = -1 成 立 ， 因 为 当 (1 一 V3)" 趋 于 零 时 符号 是 交替 的 ， 因 此 (a,5,c,d) = 土 (1,2, 1, 了 .现在 我 


1 
-7 一 一 (1 2 fy i i 
们 求 得 "一 了 1L+ Y2m) ， 它 仅 当 0<m<2 昌 介 于 0 和 1 之 间 ， 实 际 上 ， 这 些 值 中 的 每 一 个 都 给 出 一 个 解 
数列 (gn) 是 (0,0,1,3,8,…) 、(0,1,3,8,20,…) 以 及 (0,2,5,13,32,…). 


7.49 aa 1— (1+ V2): zj +1/ (1 1-(1— V2 ):)) gs 分 母 是 1 一 2z 三 2， 从 而 对 n 宇 2 有 an = 2an-1 十 an-2 
(b) 为 真 ， 因 为 m 是 偶数 且 -1<1- V2<0.(O) 设 


3 6 Sy E 本 


我 们 希望 对 所 有 n > 0，bn 都 是 奇数 ， 且 希望 月 1 < tp 一 V9/2 < 0 与 在 (a) 中 一 样 处 理 ， 我 们 求 得 
el 2 
bo 二 2， 1 二 p， 目 对 n 宛 2 有 名 一 Pom!+ 4(9 一 了 )0w-2._ 个 满意 的 解 有 p=3 以 及 g=17. 


7.50 ”将 习题 7.22 中 乘法 的 思想 加 以 推广 ， 我 们 有 


0 
Bn “全 


乡 ， 这 个 代 换 符合 乘法 的 规则 ， 因 为 这 种 粘贴 运算 将 一 个 m 边 形 和 一 个 n 边 形 作 


EE 


"代替 每 一 个 ni 


RE 


成 一 个 m 十 m 2) 边 ， 失 而 其 生成 本 数 是 
>C 〇 2 
一 1 二 z92+z203 二 2 St 
总 [9 名 9 1 二 :9 


而 二 次 公式 给 出 &= (+ 一 V1 一 6z 二 z)/4z. 这 个 寡 级 数 中 z-2 的 系数 就 是 将 非 重 要 的 对 角 线 作成 一 个 吓 
n 边 形 的 方法 数 . 这 些 系数 显然 不 能 用 本 书 里 讨论 过 的 其 他 量 表示 成 封闭 形式 ， 但 是 它们 的 渐 近 性 状 是 已 


知 的 [207， 第 2.2.1-12 题 ] 


ANS 
Qi> 


我 勒 让 德 多 项 式 ， 我 就 能 给 你 一 个 封闭 形式 . 


附带 指出 ， 如 有 果 昌 中 的 每 一 个 n 边 形 都 用 wz 来 代替 ， 我 们 就 得 到 公式 


+z— V1 (dwt+2)z+22 


1 
= 
© 2{1 十 也 )z 


这 个 公式 中 w™2"? 的 系数 是 ， 用 不 相交 的 对 角 线 将 一 个 n 边 形 分 成 m 个 多 边 形 的 方法 数 . 
7.51 ”关键 的 第 一 步 是 ， 注 意 方法 数 的 平方 等 可 路 图 案 的 个 数 ， 它 推广 了 习题 7.27， 这 些 可 以 通过 
计算 一 个 矩阵 的 行列 式 来 实现 这 个 矩阵 的 特征 根 不 难 确定 ， 当 m=3 以 及 n=4 时 ,知道 cos36° = /2 


会 有 帮助 (习题 6.46) . 


7.52 ”前 几 种 情形 是 Po(y)=1,， Pi(y) =y, P= 矿 二 YP3( 胃 )= 态 +3 二 3y. 设 Pn( 四 = qon(T)， 其 中 
y=z(1—z) 我 们 寻求 一 个 生成 本 数 ， 它 以 一 种 方便 的 方式 定义 了 qon+1(7). 一 个 这 样 的 画 数 是 
> qn(T)z2", Jn! = 26i: /le , 由 它 得 出 qn(7) = YE,(7) 其 中 Enl7) 称 ‘为 欧 拉 多 项 式 . 我 们 有 

—1) zr"6 wd _1Y2+1 r 
2 CD57 =3(-D YBa(z) 所 以 欧 拉 多 项 式 与 伯 努 利多 项 式 类 似 ， 且 它们 有 与 《6.98) 中 类 似 的 因 
子 . 根据 习题 6.23， 我 们 有 OA ; 根据 习题 6.54， 这 个 多 项 式 有 整 系 
数 ， 从 而 extz] (的 系数 以 2 的 各 作为 分 & +) 必定 有 整 系数 ， 从 而 mt 人 ) 有 整 系数 ， 最 后 ， 关 系 式 


(3 一切 二 20 = 2n(2n — 1)pn-i1ly) 指出 
2m(2m 一 中 = ml(m +1) +2n(2n — 1) nl | 
m m 二 1 m— 1 
n 
且 由 此 得 出 诸 个 1™| 均 为 正 数 . (类 似 的 证 明 表 明 : 当 表 示 成 关于 y 的 一 个 n 次 多 项 式 时 ， 涉 及 的 量 
n 
(一 1"(2n 二 2)Eor1(z)/(27 一 1) 的 系数 是 正 整数 ，) 可 以 证 明 ，| 上 是 Genocchi 数 (-D :22 一 2)Ba ( 见 
n |_/n n 疯 n+l1 43 n 
习题 6.24) 且 有 nl|l \2/’ n—2|— 4 .| 4 等 等 . 
7.53 “” 它 就 是 PrviptVin4a)/6: 例 如， 这 样 就 有 Tz0 = Pa = 210，Tss = Piss = 40 755. 
7.54 设 E 是 在 硕 级 数 上 所 做 的 运算 ， 它 把 除 满足 nmod m = 下 的 n 对 应 的 2? 项 之 外 的 所 有 系数 都 
变 为 夫 、 “所 壕 构 造 等 价 于 将 运算 
EnSEoS(Eo + El ) 5 5B0 二 + 记 十 … 十 Emn-_1) 
作用 于 1/(1 一 2)， 其 中 S 表 示 “ 用 1 一 纪 相 乘 >， 有 ml 个 项 
EvSEr SEr,S::.* SEk.., 
《 
中 0 和 万 < 了 ， 又 如 果 7 是 满足 与 < 刁 #1 的 位 数 ， 则 每 个 这 样 的 项 的 值 都 等 于 2"/(1 一 2")" .恰好 


项 有 给 定 的 + 的 值 ，B 


m-1 fm n+m—r 


mm 


1 以 根据 (6.37) 可 知 ， z"™ 的 系数 是 2， 


《人 


) = (n+1)™. 
(运算 Ei 


可 以 用 复 的 单位 根来 表示 ， 不 过 这 在 这 个 问题 中 似乎 没什么 帮助 ，) 
7.55 ”假设 i Qo(2)G(2) +… + Qn(z)G™(z) =0， 其 中 Pn(z) 和 Qn(z) 是 非 零 
的 . ( 引 ) 设 (3) =F(2) 二 Glz)， 那 么 对 0<1<m+n 存在 有 理 函 数 fkil>) ， 使 得 

H(z) = Ral PO (2) + -e+ Rama) Pen) (2) + Remlz)GO (2) + 

“+ Remtn-1(2)G™ H(z). m 十 nn 十 1 个 向 量 
CR ,Rrmin-1(2)) 在 分 量 为 有 理 画 数 的 (m 十 nn) 维 向 量 空 间 中 是 线性 相关 的 ， 因 此 存在 不 全 为 零 的 有 
理 函 数 Si(z) ， 使 得 Sofz ee 笋 H(z) = F(z2)G(z) ,对 0<1l<mn 

m—1 n—l 

存在 有 理 画 数 Res) ， 满 有 加 一 2 2 ioRneri(a)P (5)G9 (2) ， 从 而 对 于 某 些 不 全 为 零 的 有 理 
函数 Si(z) 有 S50(2)HO(2) 十 … 二 Sinn(2)HWW(z) = 0. (类 似 的 证 明 指出 : ， 如果 (fn) 和 (gn) 是 多 项 式 形式 递 扒 
的 ， 那 么 (fn +gn) 和 (fngn) 亦 然 附带 指出 ， 对 于 商 没 有 类 似 的 结果 ， 例 如 cosz 是 可 微 有 限 的 ,但 1/ cos> 


不 是 . ) 


[H 


7.56 ” 欧 拉 [3] 指出 ， 


和 2 /12 一 RL 


这 个 数 也 就 是 [>]1/ 


J 


7 一 大 


他 还 


ee 他 还 发 现 了 


不 给 出 了 公式 


k 个 “值得 记 住 的 归纳 法 失效 ”: 
ed lb ne 但 是 当 n 为 9 或 者 和 E 大 时 ， 这 个 经 验 性 的 规律 却 神秘 地 消 
失 了 ! George Andrewstt 指出 和 式 2E (+ 二 2) 可 以 用 斐 波 那 契 数 表示 成 封闭 形式 ， 由 此 解释 
了 其 中 的 奥秘 所 在 . 
H.S.Wilf 注 意 到 [z"](a+ 6z+ cz2)" = [2z"]1/f(z) ， 其 中 f(z) = V1 2bz+ (b2 — 4ac)z? ( 见 参考 文献 [373]， 第 
159 页 ) ， 由 此 推出 其 系数 满足 
(mn 二 14 一 (2 二 1)54 二 nm( 妇 一 4ac)4。，1 = 10. 
9 个 递归 式 有 一 个 用 超 几何 项 的 有 限 和 式 表 示 的 封闭 形式 的 解 ， 当 且 仅 当 
abc( 忆 一 4ac) = 0. 于 是 特别 地 中 间 的 三 项 系数 没有 这 样 的 封闭 形式 ， 下 一 步 可 能 就 要 将 这 个 结果 拓 广 到 
更 大 的 一 类 封闭 形式 (例如 ， 包 括 调和 数 和 斯 特 林 数 ). 
给 我 勒 让 德 多 项 式 ， 我 就 能 给 你 一 个 封闭 形式 . 

7.57 (Paul Erd6s 一 再 地 为 解 出 这 个 问题 的 人 提供 500 美 元 奖金 ，) 

1 1 1 1 1 1 | 1 
8.1 HI 要 "要 好" 要 *H 6 (事实 上 ， 当 其 中 至 少 有 一 个 般 子 为 均匀 时 ， 我 们 总 是 以 概率 6 得 
到 对 子 ，) 和 为 7 的 任何 两 个 面 在 分 布 律 Pri 中 郡 有 同样 的 概率 ， 所 以 作为 对 子 ，s 一 7 有 同样 的 概率 . 
8.2 ”有 12 种 方法 来 指定 最 上 面 和 最 下 面 的 牌 ， 且 有 50! 种 方式 放置 其 他 的 牌 ， 所 以 概率 是 
12 x 50!/52! = 12/(51 x 52) = 一 一 Ee 

' 1 X13 221 

工 (3+ +9+2) =4.8; 工 (32 十 22 十 +9+22— 10(4.8)") = 2 
8.3 10 eg . ”45 ， 它 近似 等 于 8.6. 一 枚 均匀 硬币 
的 均值 和 方差 是 6 和 22， 所 以 斯 坦 福 学 有 一 个 极其 足智多谋 的 班级 ， 对 应 的 普林斯顿 大 学 的 数值 是 6.4 和 
本 123”( 这 个 分 布 律 有 m= 2974 ， 它 相当 大 ， 因 此 ， 当 二 10 时 ， 这 个 方差 估计 值 的 标准 差 也 比较 
大 ， 根 据 习 题 8.54， 它 等 于 V2974/10+2(22)*/9 = 20.1. 我 们 不 能 抱 急 学 生 有 坎 骗 行为 ，) 


8.4 ”可 以 由 (8.38) 和 (8.39) 推出 ， 因 为 f(3) = Glz)HIl2)，( 对 所 有 的 累积 量 ， 有 类 似 的 公式 成 立 ， 即 
使 Flz) 和 GI(3) 可 能 会 有 负 的 系数 . ) 
si=ss-1 Se PN = 1, 5 三 二 直上 
8.5 了 代替 于 ,用 4=1-2 人 代替 工 .如 果 -” ” 2， 我们 就 有 2 ” “2” 2， 解 是 
六 三 1/ 82, gqg=1/9 
8.6 ”在 此 情形 ， 对 所 有 的 X|y 都 与 X 有 同样 的 分 布 ， 从 而 ECX|7) = BX 是 常数 
Y ET) =0 V(XIY) 也 是 常数 且 等 于 它 的 期 望 值 . 
8.7 ”根据 第 2 章 的 切 比 雪夫 单调 不 等 式 ,我 人 有 1= (pi +p2+… +pe)” < 6(pi + P23+… +p$). 
8.8 设 P=Prlw€E4NnB)，g= Prlw #4)， r= Prlw ge 吕 .那么 p+dg+7r=1， 且 要 证 明 的 恒等式 就 是 
p= (p+7)(p+9)—g. 
8.9 ”此 结论 为 真 (服从 显然 的 限制 条 件 : FF 和 G 分 别 在 范围 XxX 和 YY 上 有 定义 ) ， 因 为 


Pr(F(X)= fHG(Y)=8)= >》 Pr(X=xHBY=y) 
xcF (7) 
yeEG(g) 


= S$ PUX=S»)PHY= 
xEF Tl() 
yeG!(g) 


=Pr(F(X)=/):Pr(G(7)= 8). 
8.10 ”最 多 可 以 有 两 个 . 设 < 7T2 是 中 位 数 ， 那 么 1< Pr(X 7) 十 Pr( 入 72) 1， 从 而 等 式 成 立 . 


某 此 高 散 的 分 布设 有 中 位 数 例如 ， 设 吕 是 所 有 概率 为 下 = 了 PT1W = 3” 的 形 如 土 1/n 的 分 


8.11 例如， 设 对 所 有 整数 六 >0， 天 = 大 有 概率 4/(+ 有 (入 +2)(k++3). 那 么 EK =1, 但 是 EB(K*)=o. 
(类 似 地 ， 我 们 可 以 构造 出 这 样 的 随机 变量 ， 直 到 «im 的 累积 量 都 是 有 限 的 ， 但 “m+1 = 0 ) 


8.12 (a) 设 Pr 二 PrlX i <I< ， 我 们 就 有 
5 ‘Pr < Pk 二 7 “PW. 另 一 个 不 等 式 有 类 似 的 证 明 ，(b) 设 
z 二 a/(1 一 a) 使 右边 极 小 化 ， (习题 9.42 对 给 定 的 和 式 给 出 了 更 为 精确 的 估计 ，) 


8.13 ”( 解 由 Boris Pittel 给 出 ) 我 们 令 Y= (I++ 十 An = (An 十 An 那么 
(| -a ) 
Pr —a 
2 
Y—a Z—a 
"(5 中 


= PIL 


fi 
-> 


bh 


开 


S 
to 


Y—a 


Z—al< 


L 
) > 5: 


Y—a 


事实 上 ， 最 后 的 不 等 式 在 任何 离散 概率 分 布 的 情形 下 都 是 * >”"， 因 为 Pr(Y = 2)>0 


Mean(H) = pMean(F) 十 gMean(G):; Var(H) = pVar(F) + gVar(G)+ 
8.14 py{(Mean(F)— Mean(G)). (混合 实际 上 是 条 件 概率 的 
一 种 特殊 情形 ;设立 是 硬币 ， 飞 | 豆 是 由 F(z) 生成 的 ， 而 立 | 了 了 则 是 由 G(32) 生成 的 ， 那么 
VX=EV(X|IY)+ VE(XIY) 其 中 EV(X|Y)=pV(X|H)+qV(X|7) VE(X|Y) 是 pzMen(F) + gzMean(G) 的 
方差 . ) 


8.15 ”根据 链 式 法 则 ， 有 H(z) = G(2)F(G(2))，H”(z) = G"(2)F(G(2))+G(z)F”(G(2)) ， 从 而 


Mean(H) = MeanlF)Mean(G). 
VarlH) = VarlF)Mean(G 2 + Mean(F)Var(G). 


(与 概率 分 布 对 应 的 随机 变量 可 以 理解 为 ， 由 分 布 确定 一 个 非 负 整数 n， 然 后 将 n 个 具有 分 布 G 的 


ee 量 的 值 相 加 .这 个 习题 中 关于 方差 的 恒等式 是 (8.106) 在 有 分 布 玉 而 Y 有 分 布 FFF 时 的 一 
和 寺 侦 


8.16 exe/ 一 也 ). 


8.17 Pr(p < m) = Pr(Yhp +n< m+n) = 我 们 需要 将 硬币 抛 毛 < m + 次 得 到 个 正面 的 概率 = 将 硬 
币 抛 访 mn +n 次 得 到 > 个 正面 的 概率 = Pr(Xn+nz 之) ， 从 而 


这 就 是 (5.19) 当 n= 


8.18 


8.19 
和 是 泊 松 变量 


(a) CXi+Xs (z) 
量 (b) 


= Gx (2)Gx,(2) 
般 来 说 ， 如 果 


7 I 工 三 4， 


= elintpa)(:-1). 


和 = 中 了 大 到 > 他 , pg™t™k 
kn 
= > 的 十 ") PPmHn 人 ， 


k 


y 二 了 时 的 情形 . 
(a) Gx(z) = et) (b) 对 所 有 mm 之 


， 第 m 个 累积 量 是 4. 


对 此 ， 这 个 概率 是 e “(i 十 12) /nl ， 独 立 泊 松 变 


(4= 工 的 情形 在 (8.55) 中 称 为 Fx 


y 


时 


天 maX1 十 Da — 一 QT (KmX1) + "(KmX2), 


8.20 ”一 般 的 概率 生 


8.21 


是 ; 


2 nzl1 


npn = (go 一 q1) 十 


成 画 数 将 是 G(z) 


这 就 是 nx ， 


本 (1) = 人 (mm 一 1) 一 2》， (mm — k) A [49 


KmX 表示 


个 随机 变量 x 的 第 m 个 累积 量 ， 那 么 当 %b > 0 时 就 有 


答案 是 27 1 十 3™ 2. 


其 


py 


从 而 答 
z™/F(z) ， 


mm 


一 4 


k=1 


让 中 qn 是 在 经 


2(q1—q2)+3(g2—q3)+ 


量 


会 碟 ， 


一 种 方法 
N(1) + N'(1) 


二 N(L) 十 


8.22 根据 定义 ， 有 人 
E(X|Y 


2_ ,Prll = 切 E(X 人 = 2_ ,Prl1 


E(VGXZ) +Y 
E(E(XI|Y)) 

Z)T = EX 

正好 是 VX. 


8.23 设 人 ={ 


情形 


(2 


! 的 一 个 : 


0) (re 


1 
用 23” 代替 H 和 T . 


,ED?, ,= 
就 有 Prii(w) — Pro lw) = a 


(0, 0,0),，(0, 2, 7) 


笃 过 n 次 投 毛 之 后 ， 
这 个 游戏 在 第 ”次 投掷 时 终止 的 概率 . 这 样 束 有 Pn 十 qn 二 qn-1: 因此 玩 此 游戏 的 


Alice 和 B 记 之 间 的 游戏 仍 未 完结 的 概率 . 


F 均 时 i 


司 是 


为 lm <ngn = 0. 确 定 这 个 答案 的 


设 严 


一 加 十 9 十 色 十 … 


-=-、, 因 


这 样 ， 


] 


(8.78) 中 第 


个 方程 的 导数 可 知 ， 


6 
和 
3 


S4() 二 SI]) 


V(X|Y) = E(X? 


(E(x|7)) 


)) = E (E(X2|Y)) 


-顺便 指 : 


J 
吊 ， 


Y) — (E(X|IY))’, Vv (E(XIY)) 


= E((E(XIY)) ) — 
， 从 而 


-(E 


ex) 
= y)Pr((X|y) 


HE (E(X?|Y)) = 


HT 


x) ， 所 以 结 


: 志 ，0 是 o 中 的 其 他 16 个 元 素 . 那么 根据 ws 90,81,92， 


，(0,4,14)，(1， 


1) 类 型 型 的 事件 . 


于 是 事件 
) (1,6,11), (2,6,1), (2,8,8), (2,10,15), (3,10,5), (3,12,12), (4,12,2), (414,9, (416,16). 例如， 有 


4 必定 是 从 5 中 选取 与 个 元 素 ， (i, 各 , 怕 ) 是 如 下 诸 


六 


件 的 总 个 数 为 上 (1+z-7)16(1 + 22)16 


ra 
Pe 


这 类 事 


结 


1304872090. 如 果 我 们 仅 


} 位， 中 


记号 “ 12 ”表示 2 或 者 12 ， 


2 46 


4 


局 限于 与 


S 有 关 的 


6 


4 
5 2 、 
加 8， 


2 10， 


但 不 同时 取 这 


5, 9 {2，4，6，8，10，12}， 全 1 


两 者 . 


事件 ， 


就 得 到 40 个 解 5 {中 
9 4 < 以 及 这 些 


合 的 补 集 . 


(这 里 的 


) 


下 6 党: 
oe 6 全 从 而 f ”本 设 1 了 ,那么 J 
总 共 所 占有 散 子 数 的 概率 生 式 画 数 是 (9 +P。 >)”"”” ， 其 均值 为 (2n + 1)p ， 而 根据 (8.61) ， 其 方差 为 


4 下 Pp SU.o905. 
(2n + 1)pg. (b) ‘3 Pp 9 了 人 ”161051 


8.25 ”在 抛掷 蜗 子 一 次 之 后 ， 当 前 赌 本 的 概率 生成 函数 是 Gnl2?) ， 其 中 


6 eC—1)/5N ye 
Gn(z) = > Gn (zk YW) 6, n>0. 


( 非 整数 的 指数 不 会 产生 麻烦 ，) 由 此 推出 Mean(Gn) = Mean(Gw_1) 
22 22\" 

AT(G,) 十 Mean(G = ar(G + Mean(G 一 一 1 4 

Var(Gn) + Mean(Gn) = 35 (Var(Gn!) ee ) 


这 个 问题 不 用 生成 函数 比 用 生成 函数 可 能 更 容易 解决 . 


8.26 ”其 概率 生成 画 数 五 n(z) 满足 瑟 wlz) = 五 12) 人 7 ， 因 此 
Mean(Fin) = Fi,(1l)= [nz21/l Fi'(1) = i > 20/P 而 方差 差 容易 计生 


| TS 
Fin(z) = > 庆生 : 有 


Os<ksn/l 


wn 
| 


事实 上 ， 我 们 有 


当 n 一 ce 时 ， 它 趋 于 均值 为 1/7 的 泊 松 分 布 ，) 


8.27 (全 22 一 3nZ22l 十 251)/n(n 一 1)(n 一 2) 有 所 要 的 均值 ， Ht Dk = XE 十 … 十 人 这 可 以 从 下 述 诸 恒 等 
式 推出 ， 


EY = npy3: 
EL(Z2Y1) = nj3+ n(n — 1) 
E(Z3) = np3+ 3n(n— nm +n(n— 1)(n— 2)ni. 


附带 指出 ， 第 三 个 累积 量 是 局 = 也 ((X -EX) ) ， 但 是 第 四 个 累积 量 没有 这 么 简单 的 表达 式 ， 有 
m=E((X—EX))—3VX). 


1 
8.28 (这 一 题 隐 含 了 要 求 上 4 一 2， 但 是 为 了 完整 起 见 ， 这 里 给 出 了 般 性 的 解答 . ) 用 zz 代替 瑟 
， 用 qz 代替 下， 得 到 5S4(2) = pq23/(1-p2)(1 一 qz)(1 一 pg2)，SBg(2) = p0222/(1-dgz)(1 一 pg2). Alice 在 第 n 次 投 
掷 硬币 时 (在 她 赢得 游戏 的 条 件 下 ) ， 获 胜 的 条 件 概率 的 概率 生成 函数 是 


Sal2) 3 4 .Pp 1-pg 
Sall) 1 一 pz 1 一 gz 1—pgz? 


这 是 伪 概 率 生 成 函数 1 的 乘积 ， 其 均值 为 3+P/4+9%P+2p40 一 pq). Bill 获 胜 的 条 条 件 概率 的 概率 生成 画 数 的 
公式 与 此 相同 ， 不 过 要 去 掉 因 子 4/ 1 一 pz) ， 所 以 其 均值 是 3+4/p+2pq/(1 一 pq). 当 了 43 时 ， 情 形 (a) 


的 答案 是 3 ， 情形 (b) 的 答案 是 3 ee 但 是 当 他 的 确 获胜 


时 ， 有 可 能 获胜 得 更 快 一 些 ， 投 掷 次 数 的 总 均值 是 了 本 十 3 本 一 本 ， 这 与 习题 8.21 吻 合 ， 对 每 一 种 模 
式 的 单 人 抛掷 硬币 游戏 都 有 等 待 时 间 8 


| 所 谓 “ 伪 概率 生成 函数 "是 系数 之 和 等 于 1 的 概率 生成 函数 ， 见 8.4 节 , 


8.29 在 
l+N(H+T)=N+S, +S +S. 
N HHTH=S, (HTH+1)+S;(HTH+ TH)+ SS, (HTH+ TH) 
N HTHH = S, (THH+H) + S(THH +1) + S(THH) 
NTHHH = S, (HH) + Si (H) + S, 


1 
中 置 了 = 工 =2 ， 得 到 获胜 的 概率 . 一般 来 说 ， 我 们 将 有 sa + Se+ sc =1， 以 及 


Sa(A: A)+ Sg(B: A) + Sc(C :A)= Sa(A:B)+ Sg(B: B)+ Sc(C':B) 
=Sa(A:C)+Sp(B:C)+ Sc(C:C). 


16 17 9 
> i 二 二 宫 DO , 让 o4 一 一 095 一 一 ，oc . 
特别 是 ， 方 程 9S94+35Ss+3Sc =554 十 9Sg 十 Sc 二 254 十 45g 十 8Sc 意 味 着 52' “3 52 52 


8.30 (有,… ,hn; 避 |k 的 方差 是 移 位 二 项 式 分 布 ((m 一 1+ 2)/m)“1z 的 方差 .根据 (8.61) 它 等 于 


1 1 
k—1) 1 本 这 本 本 
， 人 i 
Var(5)/m*. 根 据 (8.106) ， 这 两 个 量 的 和 应 该 是 VP ， 而 且 正 是 这 样 ， 的 确 ， 我 们 刚刚 还 以 略微 变形 的 方 
式 再 次 演示 了 (8.96) 的 推导 过 程 . (见习 题 8.15. ) 


8.31 
(a) 一 种 强力 求解 的 方法 会 建立 有 五 个 未 知 数 的 五 个 方程 : 


Py B= 工 :Cr C=1+1zB+lzD. 
2 2 2 2 2 
Po yo Bs 
2 2 2 


位 置 C 和 妃 离 目的 点 是 等 距离 的 ，B 和 巨 亦 然 ， 所 以 我 们 可 以 将 它们 归并 在 一 起 . 如 果 太 = B+ 巨 
Y =C+D,， 现在 有 三 个 方程 : 


从 而 4= 221/4-2z 一 2 ， 有 Mean(4) = 6，Var(4) =22，( 想 起 了 吗 ? 事实 上 ， 这 个 问题 等 价 于 抛掷 一 枚 
均匀 下 到 楼 这 出 现 天 次 正 加， 正面 玫 示 -向 季 条 朋 进 皮 国 表示 "向 加 所 ， . 


(b) 切 比 雪夫 不 等 式 给 出 Pr(S > 100) = Pr ((S 一 6) ”> 942) 所 22/942 S00.0025. 


= 


(co) 由 第 二 个 截 尾 概率 不 等 式 可 知 ， 当 z > 1 时 有 Pr(S> 100) 和 1/z (4 一 27 一 ) ， 当 
z = (V3500T 一 99)/100 时 就 得 到 上 界 0.00000005， (根据 习题 8.37， 实 际 概率 近似 为 0.0000000009. ) 


8.32 ”根据 对 称 性 ， 我 们 可 以 将 每 个 月 的 情形 转化 为 四 种 可 能 性 之 一 : 
DD ， 对 角 线 相对 的 州 ; 

4 ， 相 邻 旦 不 是 堪 了 萨 斯 州 的 州 ; 

K ， 堪 了 萨 斯 州 和 另外 某 个 州 ; 

S ， 相 同 的 州 . 


“Toto， 我 感到 我 们 再 也 不 在 堪萨斯 州 了 . ” 
一 一 Dorothy 


考虑 马尔 可 夫 转 移 ， 我 们 得 到 四 个 方程 


但 是 求 均值 和 方差 的 最 简单 方法 或 许 是 ， 记 > = 1+w 并 展开 为 w 的 需 级 数 ， 略 去 ww? 的 倍数 : 
D 2 27 4 1593, + 
16 512 
9 2115 
二 二 十 ww 十 
8 256 
Ke 15 2661 
“T8256” 
27 9 15 75 1593 2115 2661 11145 75 105 
+ 十 


现在 有 (161+81+8-16, 且 2 (V7 513 256 ”256 ”512 “其 均值 为 16 ， 而 方差 为 4 

(还 有 更 简单 的 方法 吗 ? ) 

8.33 ”第 一 个 答案 : 显然 是 肯定 的 ， 因 为 散 列 值 疡 ,…… ,hn 是 独立 的 . 第 二 个 答案 : 一 定 是 否定 的 ， 即 使 

散 列 值 hi ,hh 是 独立 的 . 我 们 有 Pr(X; 二 0)= Sa sk 天 人 (mC— 1)/m) = (1—s; )(m—1) /m ， 但 是 
Pr(Xi = Xa = 0}= 3 Sk ([k > 2](m 一 站 /m 2) = = (1—s1—s2)(m— 1) ) /mm? 夫 

Pr(X1 = 0) Pr(X» = 0). 


8.34 ” 设 [2]Sml2) 是 吉 娜 经 过 n 轮 之 后 推进 了 < m 步 的 概率 .那么 Sml1) 就 是 她 在 平均 杆 洞 数 为 m 时 的 
平均 得 分 ; ee ) 是 她 与 一 位 稳健 的 高 尔 夫 运动 员 对 抗 时 失掉 这 样 一 个 洞 的 概率 ， 而 1 一 [2”]Sm(z) 则 
是 她 赢得 比赛 的 概率 .我们 有 递归 式 


Sofz)] = 0. 
Sm(z) = (1 + pzSm-_2(2) + qzSm-_1(2)) /(1 —7z), m> 0. 


为 了 求解 (a)， 只 需要 对 m,n < 4 计算 系数 就 够 了 . 用 100w 代替 > 是 很 方便 的 ， 这 使 得 计算 只 涉及 整数 而 不 
涉及 其 他 对 象 . 我 们 得 到 如 下 的 系数 表 : 


So 0 0 0 0 0 
S51 1 上 16 64 256 
So 1 95 744 4432 23552 
93 1 100 9065 104044 819808 
94 1 100 9975 868535 12964304 


这 样 一 来 ， 吉 娜 就 以 概率 1 一 0.868535 = 0.131465 获胜 ， 以 概率 0.12964304 输 掉 比 赛 . (b) 为 了 求 得 平均 杆 
数 ， 我 们 计算 


已 


Gl) 2 ol) A075 /1)_ 667825 。 |) _ 85134475 
If ) = SU) 一 3304， 吕 人 一 221184，S4) 一 下 233664 

(附带 指出 ， 55(1) s 4.9995 . 当 平均 杆 洞 数 为 5 时 ， 她 关于 洞 和 杆 数 都 获胜 ; 但 当 平均 杆 洞 数 为 3 时 ， 关 了 

这 两 者 她 都 输 掉 比赛 . ) 

8.35 ”根据 中 国 余数 定理 > ， 对 所 有 条 件 为 真 ， 当 且 仅 当 它 对 = 1 为 真 . 一 个 必要 且 充 分 条 件 是 多 项 

式 恒 等 式 


|? 即 孙子 定理 . 


I! 


(p2 十 P4 十 p6 十 (pl 十 P3 + ps)w) (ps 十 pe 十 (Pi 十 PpP4)jz 二 (pz + ps)z’) 


2 ， 
“十 Paw 十 psz 十 Dp5twz” 十 pe)， 


2 


= (pi1wz + p22 


但 这 都 不 过 是 问题 的 重复 叙述 .更 加 简单 的 特征 刻画 是 


(pz 十 Pd 十 p6j(ps 十 p6) = pe, (pi + p3+ ps)(po + p5) = ps, 


已 仅仅 检查 了 前 面 乘积 中 的 两 个 系数 . 一般 的 解 有 三 个 自由 度 : 设 人 09 二 1 二 如 二 轴 十 刀 二 1 ， 又 令 


P1 = Ab, p= a0b2, p3= abo, py4= aob, ps 一 alpo，p6 = aobo. 


8.36。@) [由] [| EQ) 如果 第 个 角子 的 面 有 有 点数，… ,6 ， 设 Pr(3) = 2 十 … 十 29. 我 们 


想 要 求 满足 Pi(3)…pn(2) = (2 十 弛 十 2 十 并 十 2 二 2" 的 多 项 式 . 这 个 多 项 式 的 具有 有 理 系数 的 不 可 约 因子 


是 2(z+1)"(22+z+1)" (2 z+1)", 从 而 Pe(z) 必 有 形式 2*(z+D (2 十 > 十 Dr(z 一 * 士 了) 我 们 必定 有 
axk 之 1， 因为 pk(0) = 0; 而 事实 上 有 a 三 1， 因为 拭 十 … 十 an 二. 此外， 条 件 Pk(l1) = 6 表明 b= ck:=1. 现 
在 容易 看 出 0< di < 2 ， 因 为 四 > 2 给 出 负 的 系数 ， 当 当 4=0 和 4= 2 时 ， 在 (a) 中 我 们 得 到 个 仍 子 ， 于 是 
又 有 的 解答 有 上 大 对 般 子 (如 同 在 (a) 中 那样 再 加 上 nn 状 个 通常 的 仍 子 (对 某 个 < 3”) . 

8.37 ”因为 在 多 米 诺 骨 牌 铺设 与 硬币 投掷 之 间 所 具有 的 关联 性 ， 故 而 对 所 有 站 > 0 ， 长 度 为 半 的 抛掷 硬币 
部 列 的 个 数 是 fn-4. 于 是 ， Sh 恰好 需要 抛掷 ”次 的 概率 是 -1/2" 又 有 = Fati/2™ 
因为 on 全 /1 一) (当然 ， 通 过 生成 本 数 方法 也 可 能 得 到 系统 的 解答 ， 
8.38 当 看 过 个 面 之 后 ， 抛掷 颗 新 贫 子 的 任务 就 等 价 于 以 成 功 的 概率 Pr 二 ("一 A)/w 抛 所 硬币 ， 因 此 
它 的 概率 生成 画 数 是 pkz/ (1 一 gkz )=11,, (m— kz/(m— kz). HL 均值 为 22_o px =m(Hn— Hn) 
方差 为 "(HR 一 Hm) -mm(Hm 一 Hm-1) ， 而 方程 (7.47) 则 对 所 要 求 的 概率 提供 了 封闭 形式 ， 也 就 是 


7 


m "ml! 本 /2 一 了 站) 、 ee el 
Wh (这 个 习题 讨论 的 这 个 问题 习惯 上 称 为 “奖券 收集 "，) 


8.39 E(X)=P(-1): V(X)= P(-2)— P(-1): E(InX)=—P/'(0) 


km = 一 工 7 2! es 

8.40 ” (a) 根据 (7.49) ， 我 们 有 G { lL (ts 上 { ) 附带 指出 ， 第 三 个 累积 量 
是 npqlg 一 PD)， ee et = (p+get)e! 表明 fm(p)=(-1D™fn(q)+Im=1， 从 
而 可 以 记 态 (P)=g8,(p9)(9 一 PP) 其 中 gm 是 一 个 Lm/2| 次 多 项 式 (对 任意 的 m > 1) ，(b) 设 


1 i 
p= 7， 天 人 一 1 G A je) 那么 > es 1)! 到 F(t) 三 下 1/( et 十 1) 


， 可 以 利用 习题 6.23. 


8.41 如 果 G(2) 是 一 个 仅 取 正 整数 值 的 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ， 那 么 就 有 


7(z)}dz/z = r(X = Fk)/k= E(X-!). 要 
/ 。 (ds/2 一 2cvr P(X 一 月 人 = EX 小 如 果 大 是 得 到 n+1 次 正面 的 抛 搓 次 数 的 概率 分 布 ， 根 据 
(8.59) ， 我 们 就 有 G(z) = (pz/(1 一 gz))"+L ， 如 果 作 代 换 w = pz/(L 一 gz) ， 这 个 积分 就 是 


当 了 = gg 时， 被 积 
(—1)” ( 
由 此 得 出 


设 (2) 和 Gn(2) 是 这 


8.42 


态 . 设 


E(X. 
D 


一 1 
n+1) 一 


画 数 可 以 写成 (- 


1 1 
i 


3 


-1 


/( pz 
Jo \1—gz 


1)” ((1 +w)-! 


+ (—1)"/n 


ghn=1 


下 面 的 超级 4 


> Gn(1)w” 
n>20 


从 而 GG (1) = am 十 B(1 一 (dr — Pn) )- 


Ne n 大 
8.43 ”根据 〈6.11) ， 站 多 的 二 人 0 网 


中 吾 


ph, 


(w) = 


WT 


gf=1 


中 第 项 的 均值 为 1/k ， 方 差 为 (一 了 /局 ， 

8.44 (a) 冠军 必定 是 在 场 比赛 后 不 败 的 人 ， 所 以 答案 是 
赛 中 必须 “成 为 种 子 选手 ”( 凭 运气 ) ， 而 且 必 

叶 可 以 用 2"! 种 方式 填写 .为 使 之 成 为 种 子 ， 我 

(2" 一 291! 种 方式 放置 其 他 的 选手 ， 因 此 


(22 /2 一.(d) 锦 


此 等 等 . 


质 上 不 


个 人 得 到 晚间 雇 


根据 (9.28) ， 


1 Ti 
-nl—-n ?+O(n4). 
2 4 


Pf ， 那 么 Folz) = 


2 
一 1 十 了 一 十 … 


我 们 有 


人 wdw 
z Jo 1+(g/pw 


的 次 数 的 概率 生成 画 数 ， 他 起 初 分 
Golz) 二 | 且 有 


Fn(z) = PhzGn-1(2) * gnFn-_1(2z), 
Gn(z) = prFn_1(2) + qjzGn-1(2). 


Glw, z) 


= Gn (2)w" = A(w)/ (1 — zB(w)) 


nz0 


w {gr — (qf — Pa)w) /1 — qnw), 
= aw/(l 一 w)2 十 B/{(1 — w) 


ph 


一 二 


一 


A(w) = (1 — Blw)) /(1 — ww). 现在 
B/ (1 — (gr — pn)w) 入 出 


ys 


pri(qr 一 pn) 


十 PP (pn 十 P1) 


(类 似 地 ， GO = oa?n?+0(n)， 


所 以 方差 是 4 ) 


这 是 二 项 概率 生成 函数 的 乘积 


_((k—1+2)/k), 


从 而 有 Mean(Gn) = Hn，Var(Gn) = H— HY. 


;Tz 在 各 个 不 同 的 分 场 比 


p". 0 RA 


2 7 


的 几率 


是 < 


许 于 sk 的 条 件 下 ， 


(2™ 一 


T2 获胜 的 条 件 艇 率 是 


1). 关于 


和 网 是 在 半 决 赛 中 输 给 衣 由 y2 的 选手 ， 
( 另 一 个 证 明 指 
同 的 结果 ， 如 此 等 等 等 ) (e) 设 sk 是 有 


标 赛 的 每 一 种 结果 对 应 
(ys, ri 


须 在 其 全 部 2*(n 
站 有 22212") 种 方式 来 放 i 最 上 


,ys) 是 在 四 


情场 比赛 中 获胜 . 锦标赛 树 形 的 2" 


别处 于 失业 或 者 


+ (Dw ) ， 所 以 这 个 积分 等 于 


1 1 _ 
Hm — Hn, =In2— -nl!l+—n ?+O(n 4) 
4 16 


下 的 2* 个 选手 ， 


(27 2*(n 有 (2 
{概率 是 “\2/ 当 k=1 时 ， 


日 有 


这 可 以 简化 成 


于 选手 的 一 个 排列 : 设 刀 是 冠军 ， 
分 之 一 决赛 中 分 别 输 给 (1, 
: 第 一 一 轮 比赛 有 2 /2”! 个 本 质 上 不 同 的 结果 ， 第 二 
竺 第 天 轮 比赛 


色 是 万 一 人 六 人 人 


轮 比赛 有 2"” "1/2 


区 的 2 个 潜在 对 手 组 成 的 集合 ， 在 : 


Pr(x 与 2 比赛 ). p” (1 一 pp) 二 Pr(x 不 与 x 比赛 ): p” 
pr" 1 PP 一 
证 


FF 求 和 就 给 出 


Pp)+t(1— 


Tl E Sk 


答案 : 


p" )p” 


,ys) 的 选手 ， 


选手 ， 


就 业 状 


片 树 


y3 
如 


n— 21 个 本 


给 定 
DAC 


Tl 


人 2"! 场 比赛 的 每 一 种 结果 的 发 生 都 有 一 个 确定 的 概率 ， 而 5 获胜 的 概率 是 5 在 其 中 为 优胜 者 的 所 有 
(2” 一 了 )! 场 比赛 结果 的 概率 之 和 .在 所 有 那些 结果 中 将 5 与 5+1 交换， 如 果 三 与 zi+l 从 未 在 比赛 中 相 
遇 ， 那 么 这 一 改变 并 不 影响 其 概率 ， 但 是 如 果 他 们 的 确 在 比赛 中 相遇 ， 这 一 改变 就 等 于 用 (1 一 P)/P < 1 乘 


以 这 个 概率 . 


8.45 (a) 4(2) 


1 
等 于 必 乘 以 以 ”” ”了 3 为 参数 的 负 二 项 式 分 布 ，(b) 
Mean(A) = 2 , Var(A) = 6 ; Mean(B) = 5 , Var(B) = 2Var(A) = 
12: Mean(C) =8, Var(C) = 该 雪 利 酒 平均 来 说 是 9 年 陈酿 ， 属 于 


18 

一 3 2 一 24 22.-2 全 业 区 
1 ”= (2) ee (3) 人 000 设 wr 的 系数 是 年 份 
始 所 对 应 的 概率 生成 函数 ， 那 么 


=1/(3 一 2z)，B(z) = z4(z) ”，C(z) = 六 装 瓶 时 ， 雪 利 酒 的 概率 生成 画 数 是 ”4(2)”， 它 


关于 =z 求 导 并 令 z= 1 ， 这 就 给 出 
， 8 1/2 3/2 6 
C 三 
EE 
在 这 这 个 过 程 ] 开始 nn 年 之 后 ， 瓶 装 雪 利 酒 的 平均 贮存 年 限 比 w"! 的 系数 大 1， 也 就 是 
9 一 G (3n2 + 21n + 72)/8. 要 二 
3 ( 当 m= 世 时 ， 这 已 经 超过 8 了 .， ) 
8.46 
1 1 二 m+n 
Plw,z)=1+=(wPlw,2)+ 2zP(w,2)) = (e+ Daan=2 ( 让 
(a) 2 2 ， 从 而 n 
1 

四 Pi(w,z) = 3 + 2*)Pl(w, 2) 人 


Pk,m,n = DE=I=m=n ((" 4 he 四 十 一 ")) 
mm n 
加 2 kp, 3 k: DK 一 2 包 一 ;| 3 全 2 % " 
knn 一 2 = 人 
=0 n k=0 n ， 可 以 利用 (5.20) 求 和 : 


pm -nm (oo 二 了 ( | -和 ( 十 十 ")) 
od n nn 二 1 


27 十 2 
[9 ee 9—n [ontl _ 9-—n-l 
(27 十 1) 一 (ma 十 1)2 ( 2 (eon) 


_ 2n+1 /2n 1 
~ 92 WO De 


(第 9 章 的 方法 表明 ， 这 等 于 2Vn/r 一 1+O  ).) 


8.47 ”经 过 次 照射 之 后 ， 有 +2 个 同等 模样 的 接收 器 . 设 随机 变量 X 表示 所 存在 的 双 吹 菌 体 的 株 
数 ， 一 株 双 鸣 菌 体 的 接收 器 〈 其 条 件 概率 是 2Xn/tn+2)) ， 那 么 
Xnt1= 二 Xn， 其中, ， 而 在 相反 的 情形 则 有 和; = +2. 故而 


已 Xp+l = EXn + EY, = EXn — 2EXn/(nt+2)+2(1—2EX,/(n+2). 


如 果 我 们 用 求 和 因子 (n+ 1 六 乘 以 它 的 两 边 ， 递 归 式 (+2)EXn+1 = 人 一 和 EX +2n 二 4 可 解 ， 或 者 我 们 也 
能 猜 出 它 的 答案 并 用 归纳 法 对 它 加 以 证 明 ， 对 所 有 n > 4， 有 EX = (2n 十 和 /7 (附带 指出 ， 不 论 四 步 之 
后 的 构造 如 何 ， 在 五 步 之 后 总 有 两 株 双 噬菌体 以 及 一 株 三 噬菌体 ，) 


8.48 


(a) 飞碟 之 间 的 距离 (如 此 度量 使 得 它 是 一 个 偶数 ) 可 能 是 0、2 或 4 个 单位 ， 一 开始 距离 为 4， 对 应 的 生成 
范 数 4，B，C (比方 说 ， 其 中 "ic 是 在 次 抛掷 之 后 距离 为 4 的 概率 ) 满足 


1 1 1 1 3 
A4=-2B, B= -2B+-2C, C=1+-2B+ -2C. 
4 2 4 4 4 


由 此 推出 4= 22/(16 一 20z+522) = z2/F(z) ， 昌 我 们 有 
Mean(4) = 2 一 Mean(f) =12，Varl4) = 一 Var(f) = 100. (一 个 更 困难 但 更 有 趣 的 求解 因子 4 如 下 所 示 : 


了 P1z p22 p2 P12 十 pl P22 
1=-gz 1—-gz pnl—qz ppl—gz’ 


革 中 Pl 史 /4 (3 十 V5)/8, Pa = $2/4 = 二 (3 一 V5)/8 ， 且 挛 二 和 i= 严 十 和 = 这 样 一 来 ， 这 个 游戏 就 等 价 
于 抛 搓 两 枚 正面 出 现 的 概率 为 p! 和 疡 的 不 均匀 和 硬币; 每 次 抛掷 一 枚 硬币 ， 直 到 两 者 都 出 现 正面 为 止 ， 总 
的 抛掷 次 数 与 飞碟 抛掷 次 数 有 相同 的 分 布 ， 这 两 枚 硬币 的 等 待 时 间 的 均值 和 方差 分 别 是 6 于 2V5 和 
50 干 22V5 ， 从 而 总 的 均值 和 方差 与 前 一 样 ， 是 12 和 100，) 


(b) 将 生成 函数 展开 成 部 分 分 式 ， 这 样 有 可 能 对 这 些 概率 求 和 ， (注意 ， V5/(49)+ 吕 /4 二 1， 所 以 答案 可 
以 用 多 的 寡 表 示 ，) 这 个 游戏 可 以 以 概率 5” pe "(9 一") 持续 n 步 ， 当 nn 是 偶数 时 ， 这 个 概率 是 
5"247F42. 所 以 答案 是 5234 区 Fi0z s 0.00006. 


8.49 


1 1 ; 1 
Pw(0.n) = =[N =0+ -Py_i(0,n)+ -Py_i(l,n m1), Pyl(m,0) a 
网 如 时" >0, 则 = aN = + + Pv,n /是 类 似 的 ， 


Py(0,0) = [N yl. 寻 此 


1 1 1 

Bn > 下 on YF 8mn TSmrnl 3 
1 1 1 

EB0n 了 1， 等 等 


1 1 / ， 1 / 1 / / 1 1 / 1 / 
人) gmn = 二 于 gm-bn+l 得 D9mn 下 me gon = 3 和 Jon 及 491n-1 ， 等 等 对 m 用 归纳 法 ; 我 们 对 所 有 
m,n 大 0 有 i ee (2m 1)g0min 一 27m . 又 于 gin0 pe gm 因而 必定 有 CA = m+ n+ 2mn. 


(QO 当 mn >0 时 ， 这 个 递归 式 是 满足 的 ， 因 为 


. 1 sin(2m —1)8 sin(2m+1)8 sin(2m 十 3)0 
sin(2m + 1)0 = 了 十 5 | 4 ; 


如 
Cos*f 


这 是 


8.50 


恒等式 sin(z 一切 二 sin(7 二 胡 二 2sinz cosy 的 推论 ， 故而 剩 下 所 要 做 的 就 是 检查 边 
(a) 利 用 提示 我 们 得 到 


1 
十 一 
2 


界 条 件 . 


现在 来 看 :34! 的 系数 ，(b) 9) 3+ 节 ?+32po m2 (0) 设 " = VU 下 0@ 一 可. 我们 可 以 指出 
(z—3+7)(z—3—7)=4z, i 一 2 十 2)2 一 ={(13—5z+4r)/(1 —z)= (9— H(z))/(l1— Hl(z ).(d) 计 
算 在 = 1 处 的 一 阶 导数 ， 表 明 Mean() =1. 在 :二 1 处 的 二 阶 导数 发 散 ， 所 以 方差 是 无 限 的 . 
8.51 (a) 设 Hnl3) 是 在 经 过 nn 轮 游戏 之 后 你 拥有 的 财富 的 概率 生成 画 数 ，Hol3) = z. 对 于 n 轮 游戏 的 分 布 
AE 
Hrt+i(z) = Hn (H(z)) 》 
J 此 结果 为 真 (利用 上 一 问题 那个 惊人 的 恒等式 ) . (b) 
gn 二 Hn(0) 一 Hn-1(0) = /n(n++1)(n+2) = 4(n 一 1) 垃 均值 是 2， 而 方差 是 无 限 的 (Qo) 根据 习题 8.15， 在 第 mn 
轮 你 所 购买 的 奖券 张 数 的 期 望 值 是 Mean(H,) = 1， 所 以 购买 奖券 总 张 数 的 期 望 值 是 无 限 的 . (这 样 一 
来 ， 你 最 终 几乎 肯定 会 输 . 你 可 以 期 竺 在 第 二 轮 游戏 之 后 输 ， 还 可 能 购买 无 穷 多 张 奖券 . ) (d) 在 经 过 nn 轮 
游戏 之 后 ， 现在 的 概率 生 成 函数 是 友 (2)” ，(b) 中 的 方法 得 到 均值 7 3 人 23， (在 这 里 出 现 和 式 
> /K2 一 2 2/6. ) 
8.52 ”如 果 忆 和 w' 是 满足 Pr(w) > Pr(w') 的 事件 ， 那 么 一 列 n 个 独立 试验 遇 到 的 ww 会 比 w' 更 多 (以 很 高 的 
概率 ) ， 因 为 w 出 现 的 次 数 非 常 接近 于 7nPrlw). 这 样 一 来 ， 当 nn 一 ce 时， 一列 独 立 实验 中 X 的 值 的 中 位 
数 或 者 众 数 将 是 随机 变量 X 的 中 位 数 或 者 众 数 的 概率 接近 于 1. 
8.53 ”我 们 可 以 推翻 这 个 命题 ， 甚 至 在 每 一 个 变量 取 值 为 0 或 者 1 的 特殊 情形 也 依然 如 此 . 设 
m= Pr(X =Y=2= 人 0 mn Pr(X=Y=2=0),.:……,p= 
Pr(X =Y=2Z=0) ， 其 中 天 = 二 1 一 XX. 这 样 
P+ 让 十 … 二 Pr 二 1， 且 变量 是 两 两 独立 的 ， 当 且 仅 当 我 们 有 
(p4 十 Pp5 十 pe 十 P7)(p2 十 Pp3 十 pe 十 pr7) = pe 十 D7， 
(ps + ps + pet pr)(pit+ ps+ps +p7)= ps+ pr7, 
(pz 十 p3 十 Pe 十 pr)(pi 十 p3 十 ps 十 pr7) = ps3 十 pp7. 
但 是 
Pr(X+Y=2Z=0)APr(X+Y =0)Pr(Z =0)$O po (po+t+ Pi)(po+t 
Pp2 十 Pd + pe). 
一 个 解 是 
p=p3=ps=pe=1/4 P=p=p=p7=0 
等 价 于 抛掷 两 枚 均匀 硬币 ， 并 设 X = (第 一 枚 硬币 是 正面 ) ，Y = (第 二 枚 硬币 是 正面 ) ，Z = (人 硬 
.所 有 概率 都 不 等 于 零 的 另 一 个 例子 是 
Po 一 4/64，P 一刀 一下 一 5/164， 
p3=ps= pe= 10/64, pr = 15/64. 
由 于 这 个 原因 ， 如 果 


Pr( XI = 有 卓 .BH Xi =) =Pr(Xi = 0) Pr = zn): 


我 们 称 n 个 变量 六 1,… ,Xn 是 独立 的 ， 两 两 独立 并 不 足以 保证 有 独立 性 . 


8.54 ”( 有 关 记 号 见习 题 8.27) 我 们 有 


= nM4+ n(n— 1)13, 


E(Z2) 
E(Y27?) = nna4+ 2n(n Co 1)nan 十 mm 一 1) 2 +n(n—1)(n— 2) op?, 
E(51) = nya+ dn(n om 1)nan + 3n(n— 1) 3 


+6n(n—1)(n— 2)nni+n(n— 1)(n— 2)(n— 3)ut, 


由 此 推出 VIVX) = 大/ 十 2r2/(n —1). 


| 


sa p12 
8.55 ”有 ”17 个 排列 满足 ”” ”二 “个 排列 满足 六 六 在 所 述 程序 完成 之 后 ， 每 一 个 
es #/((1-37) 4) ee 0 
满足 X=Y 的 排列 以 概率 /17 / /出现 ， 这 是 因为 我 们 以 概 来 17? 回 到 步 又 51. 类似 地 ， 每 一 
eh Hu-n/((1-13)s) ee et | 
个 满足 六 了 的 排列 以 概率 1 17"/ /出 现 . 选取 了”4 使 得 对 所 有 z 和 y 都 有 Pr(X = 


1 
且 ”“ 引 = 169 (这 样 我 们 就 能 将 一 枚 均匀 硬币 抛 搓 两 次 ， 如 果 两 次 都 出 现 正面 ， 就 回 到 s1.) 
是 偶数 ， 则 飞碟 总 是 相互 保持 奇数 距离 ， 且 游戏 会 无 限 持续 下 去 . 如 果 m= 21+1， 相 关 的 


8.56 如 曙 供 
生成 函数 是 
Gm 汪汪 
| 1 
Al 二 57 Tr 1242， 
1 1 rn 
Ak = 3k-1 + 32Ak + 32Ak+1 ， l<k< 
4 | 3 十 1 
Bl ee Fe 


(系数 [2]4x 是 在 经 过 n 次 抛 挪 后 飞碟 之 间距 离 为 2K 的 概率 ，) 从 习题 8.49 的 类 似 方程 中 汲取 线索 ， 我 们 
:一 个 待定 的 量 ， 由 此 用 归纳 法 推出 (不 用 关于 二 的 方程 ) 


圳 z= 二 1/cos29， 41 =Xsin20 ， 


1 二 中 X 是 
4 二 太 sin2k0. 于是， 我 们 就 希望 选取 X 使 得 


3 1 
一 一 一 一 |Xsin210 = 一 -一 X sin(2! 一 2)0. 
@ 5) 六 sin216= 二 1 十 jcoso™ sin(21 )9 


得 到 六 ==2cos bg/singcos(21 二 1)9 ， 故 而 


cost 


Gm SS * 
COS m0 


: 7/(2m) 的 奇 倍数 时 分 母 变 为 零 ， 从 而 1 一 qrz (1 和 大 1) 是 分 母 的 一 个 根 ， 而 所 说 的 乘积 表示 必定 
成 立 . 为 了 求 出 均值 和 方差 ， 我 们 可 以 记 


次 胜出 . 与 沿 着 m 边 形 的 角 抛 搓 的 分 币 有 关联 吗 ? 


9 


， 了 
Go= (1-3 + )/( 


1 ; 

=1+ 1)92 十 
2 24 
1 


+ 3(m 一 工 


(m2 (5m4 


1 1 
一 二 7m202 十 34™ 


4g4 


6m?2 + 1)94 十 


| 
)(tan 0)? 十 去 (5m 一 14m2 十 9) (tan 9)! 十 


1 
=1+G,(l)(tan 0)2 十 5Gm(l)ttang) 十 


De 
tang =0+30 + 


这 是 因为 tan28 = 
Mean( Gm) 


一 1 以 及 
lem —1), Var(Gn) = . 


以 我 们 有 


m2(m? 一 1). 


(注意 ， 


(m—1)/2 


6 
4 ] 
k=1 PK 


(m—1)/2 


(eot We 2 7 
k= 


如 如 
这 个 分 布 的 第 三 个 累积 量 是 0 (mm — 1)(4m?— 1) 


得 多 的 方法 推导 出 均值 ， 我 们 有 Gm + 41 二 … 十 和 一 


7 
m*—1 
2 


(aa 


E=1 


m2(m? —1) 
一 


日 


二 让 
441 十 … 


( 


这 表明 恒 科 


2k— 1)r\ 
2m 


良好 的 累积 量 分 解 模 式 就 此 止步 . 


十 A) 于: 


等 式 


UL 


还 有 一 个 位 


从 而 当 > 


1 时 有 


二 1 十 … 十 和 由 = :二 :1 时 有 Gm 1 ; 简单 的 归 


内 法 就 证 明了 全 = Ak. ) 


Ga 

8.57 “我 位 有 4:4>21 8B:B<21+23 和 巨 :4> 

B:B—-B:A 之 A:A—A:B.i a he te 
A4:4 2 4 244 A:B2H23+2 64...,. 万: 

22 +2 35+...,， B: Ba 2 2 

4:4—A:8. (Guibas 和 Odlyzkot68] Ge 
Tl 或 者 工 … Tl 之 一 而 取 到 最 大 值 . 事实 上 ， 


( 解 由 J. Csirik 给 出 ) 如 果 4 是 H/ 或 者 T'， 

A= 人 NT .f= HA 以 及 工 二 工 4 .不 难 验证 : 
H:A=T:A=A:A H:H+T:T=2!1+ 

H+A:T=1+2(A:A)-—2. 


A 
[vv] 


手 ; 


Se 


8.58 


2(A : 分 十 1 


就 意味 着 这 两 个 分 数 都 等 于 


H:H—-H:A+T:T—T:A 


A:A— A:H+A:A—A:T 


工 


这 样 ， 我 们 就 能 重新 安排 原来 的 分 数 ， 以 证 明 


H:H—-H:A 
T:T—-T:A 


A:A—A: 


让 中 pg > 0 且 了 +d=gcd(21+1)2 一 1) =gcd(3,2 一 1 
EA4:4-A:H=(2 -1)/3, A:4—-A:T= (2 一 2)/3 


仅 当 4=(TH)”. 那 样 就 会 有 H:H-H: 


吉 果 ， 他 们 订 


于 是 仅 当 4: 忆 >23 时 才 可 能 
ma 一 人 这样 就 有 
4 


有 


[ed 


从 而 B:B-B:4 最 终 小 于 
E 明 了 :: B 记 的 机 会 上 总 是 人 H 


Bil 取 胜 
两 个 序列 中 有 一 个 与 4 匹配 且 不 能 


A:A—A:H 


， 所 以 我 们 可 以 假设 [ 
从 而 A:H—-A:T 
A=A: 


2 ' 心 丰 
的 策略 是 唯一 的 ， 见 下 题 ，) 


利用 . 


否则 设 


A: 


这 样 一 来 ， 方 程 


pp | 
2 二 1 


p 


Tg 


pp 


偶数 且 p=1, gq 比 
(2 一 1D/3 > 27. 我 们 有 
fF 以 21+1=2 一 1， 即 


me 


A—A:H, 


(Csirik[69] 继续 证 明了 : 


: 当 !>=4 时 ，Alice 选 取 任 何 


他 模式 的 获胜 概率 都 不 可 能 比 选取 HT"H? 的 获胜 概 


率 更 高 ,但 是 即使 采 
8.59 ”按照 (8.82) 


8.60 


(a) 根据 后 冯 h 或 者 hi = 


(b) 我 们 可 以 采 
讨论 : 无 论 a, 
列 序列 (hn, 
((ni 十 1) 十 
(hi 


;hn_1) 六 
i 


日 
丰 


这 是 (lm 一 1 十 z)/m)*-! 


a 


8.62 ”其 概 台 


旦 


现在 我 们 可 以 得 到 递归 


它 对 所 有 


11 . 


7 


,> 有 解 硬 


代数 万 法 加 以 讨论 ， 对 Glw, 引 关于 w 和 zz 求 1 

;hn-1 取 什么 值 ，P(hn,… 
定 了 一 个 大 小 是 nu no,**- 
,hn-1) 无 关 ， 从 而 也 与 Plh,.…- 


果 1&k<lgn 


生成 函数 Dnl2) 


策略 ，B 记 获胜 的 概率 也 将 接近 


， 我 们 希望 和 B:8- B:4>A4:4--4:B. 一 个 解 是 4=TTHH,， B=HHH. 


0D 
0D 


hn ， 


t 现 两 种 情形 : 
( 
a( 


mm 


m—1/m—2+wW++Z 7 一 上 十 z 


G(w,z) = 


| 


) | 
1; 或 者 采用 
平均) 都 是 相同 的 ， 


述 期 望 值 刺 
量 EP 


k—1 

下 

py. (一 一 
wz| 一 一 一 


mm 


导数 ， 
期 望 值 ( 关 
;nm) 的 表 列 序列 ， 使 
+ (nmtt 1)) /m= (no 1+m)/m. 这 样 一 来 ， 随机 普 
; hn: 上) 无 关 . 


平均 值 的 方差 


772 mm mm 


7 一 工 十 102z 


mm 


En 


hia 1 hn: ee 


是 
;han) 就 


， 上 一 题 表明 : 


于 是 我 们 只 需要 考 / 


中 sksl 的 系数 为 零 . 
P(hi,::: sh: k)? Plhiei ha: kN 
a m™ pe 2, m™ , 


= 的 方差 ， 与 习题 8.30 相 同 ， 它 就 是 伏 一 Di(m 一 D)/m?. 
满足 递归 式 


(2) = z, 
Dn(z) = 22D,_ 1(z2) +2(1— 2 


2 


ls<hi,…,hn 


nm 


)D'_i(2)/(n+1), n>0. 


D”(1)= (no 11)D”_ Ia + 1)+ (8n— 2)/7, 


LS 
， 从 而 其 方差 为 637” 


37 (n+ 2)(26n 十 15) 


+2) (对 所 有 


Pe 


无 论 初始 条 件 如 何 ) 


[ee 


8.63 
的 ， 


( 


可 py 
fd 十 312 一 


2 


Hamburgert6l, [175] 发 现 的 . 


下 


9.1 ”如 果 函 数 全 取 ] 


个 问题 是 ;是 


E((X 一 中 ) 必 


FE 值 ， 则 结论 为 真 . 


的 序列 来 目 


例如 ， 
问题 的 一 个 必要 


王 何 


分 布 . 


to 


) 


如 才 不 然 ， 我 们 或 许 会 有 


fi(n) = n3 + n2, 


faln 


—n3, q1(n) = 14 十 7， 


ga(AY = 三 —n4 .9.2 


c™ < (lnn)" 


(a) 我 们 有 nln ~ 
(b) ninlnlnn < (na n)! 本 nl 


2lnm _ 


Hn 9 


CG 


Dy +) 
n2ln9. 


， 因 为 (In 722 <nlnc<nlnlnn. 


0 


FE 明 (n)! 胜 有 


nlnn (oO 取 对 数 训 


7 


Hr.~nlny 胜出 ， 因 为 电 =w +1<e. 


9.3 ”用 O(n) 代 炎 kn 要 求 对 每 一 个 k 有 一 个 不 同 的 C ， 但 是 每 个 O 只 表示 一 个 C. 事实 上 ， 这 个 O 的 上 
VY_r 2 

下 文中 要 求 它 代表 一 组 两 个 变量 上 和 的 而 数 ， 写成 和 1210(" 00 ) 就 正确 了 

9.4 例如 ， limaswO(1/n) =0. 在 左边 ，O(1/ 凡 ) 是 所 有 这 样 的 画 数 ftm) 组 成 的 集合 ， 存 在 常数 C 和 no， 

对 所 有 n> 四 有 | as C/n. 该 集合 中 所 有 画 数 的 极限 都 是 9， 所 以 左边 是 单元 素 集合 {0} .右边 没有 交 

量 ，0 就 代表 {0} ， 此 即 所 有 “ 取 值 为 零 且 没有 变量 "的 画 数 组 成 的 《〈 单 元素) 集合， (你 能 否 看 出 其 


内 
在 的 逻辑 关系 ? 如 果 看 不 出 来 ， 明年 再 回来 看 . 即使 你 不 能 把 直观 感觉 形成 严格 的 数学 表 进 ， 仍然 能 对 O 
记号 进行 运算 处 理 . ) 


9.5” 设 1(n)= 台 ，g(n)=1， 那 么 nn 在 左边 的 集合 中 ， 而 不 在 右边 的 集合 中 ， 所 以 该 命题 为 假 . 


9.6 nlnntan + O(vnln n). 


9.7 (1 eln)-1—nBo— Bi+ Bon-!/2! 十 "… 二 十 3 + O(n-!). 


9.8 ”例如 ， 设 f(D) = Ln/2| +n, gn)= (fay2| 一 D1ny21! 寺 n. 附 带 寺 
和 gm 二 O(nf(n) .更 为 极端 的 例子 显然 也 是 有 可 能 的 . 


9.9 “(为 完整 起 见 ， 我 们 假设 存在 一 人 i n 一 cc ， 这 样 每 一 个 O 就 列 池 两 个 常数 ) 左边 的 每 一 
i 个 函数 都 形 如 aln) + b(n), + 中 存 年 常数 mo 、 、 i 、 CT ， 区 得 对 n 宕 mo 有 

ENbigl| {a(n)} \bigl| \leqslant B\bigl| {f(n)} \bigl| ， 对 n 之 no 有 Bbigl {b(n)} \bigl| Neqslant C\bigl| {g(n)} \bigl|. 
这 样 一 来 ， 对 zin \geqslant \max ({m_0},{n_0}) ， 左边 的 函数 至 多 是 

ENmax (B,CNeft( {\bigl| {f(n)} \bigl| + \bigl| {g(n)} \bigl|} xighb ， 所 以 它 是 右边 的 一 个 成 员 . 


上 ， 这 些 函 数 满 足 f(n) = O (ngln)) 


二 
ly 
i 


9.10 “如果 9g(7) 属于 左边 ， 使 得 对 某 个 yy 有 Pg(x) =\cosy ， 其 中 对 某 个 C 有 
zAbigl| y \bigl| leqslant C\bigl| x \bigl| ， 那 么 就 有 
-0 \ledslant 1 - g(x) = 2{\sin ^2}(y/2) \leqslant \frac{1}{2}{y^2} \legslant 

\frac{ 1}{2}{CA2} ben2} ， 从 而 左边 的 集合 包含 在 右边 的 
集合 中 ， 故 公式 为 真 . 


9.11 ”命题 为 真 ， 因 为 如 果 bigl| x \bigl| a \bigl| y \bigl| ， 我 们 就 有 2{(x + y)^2} \leqslant 4{y^2} ， 
从 而 wi{(x + y)^2} = O({x^2}) + O({y 人 2})). 3 


BE \begin{aligned}O{(x + y)^2} &= O\left( {{{(x + y)}^2}} \right)= ONeft( 
{O(xxA2h + O({y2))} \righ) Mgr= ONeft( {O({xA2})} \right) + ONleft( 
{OGyA2h} \right) = O({xA2D + O({y2)).\end{aligned} 


P21 + 2/n + O({n\{ - 2}})= (1 + 2/n)\eft( {1 + O({n 和 { - 2}})/(1 + 2/n)} 
9.12 ”根据 (9.26) ， 有 \right) ， 又 有 
局 1/(1 + 2/n) = O(1) ， 现 在 利用 (9.26) . 


忆 {nAn} fWeft({L+2fnA{-1T+OCnAL-2hrNrighbAn} = {nAn MN\exp 
\Jeft( {n\left( {2{n^{ - 1}} + O({n^{ - 2}})} \right)} \right) = {{\rm e}’2} 
9.13 {nAn} + O({n^{n - 1}}). 


sz:{n^{n + \beta } }\exp \left( {(n + \beta )Neft( {\alpha /n - \frac{1}{2}{\alpha 
9.14 ” 它 等 于 和/{n^2} + O({n^{ - 3}})} \right)} \right). 


En \left(\begin{matrix}{3n}\{n,n,nMend{matrix}\right) = 3n\In 3 - Innt+ 
\frac{1}{2MNn 3 - \In 2\pi + \left( {\frac{1}{{36}} - \frac{1}{4}} \right){n 人 ^{ 
9.15 -1}}+O({n^{ -3}}) ， 所 以 答案 是 


zs: \frac{{{3^{3n + 1/2}}}}{{2\pin}}\left( {1 - \frac{2}{9}{n^{ - 1}}+ 
\frac{2}{{81}}{n^{ - 2}} + O({n^{ - 3}})} \right). 


中 间 的 三 项 式 系数 做 比较 是 有 意义 的 . ) 


nn 


(将 这 个 公式 与 习题 9.60 中 关于 


9.16 ”如 明 


由 于 当 


ft 


区 间 a i<b 


Pal 


在 


整数 ， 我 们 有 


\begin{alignedNMint_{~0}M{~1} {B(xX){( + x){\rm d}x} &= 


\int_{~1/2}M{~1} {BX)f{(Q + x){\rm d}x} - \int_{~O0M{~1/2} {B(1 - x)f(1 + 
x){\rm djx}jN&= \int_{~1/2}{~1} {B(x)\eft( {f(1 + x) - f(1 + 1 - x)} \right) 
{\rm d}x}.\end{aligned} 


zx \geqslant \frac{1}{2} 时 有 z+x\geqslant1+1-x， 所 以 这 个 积分 当 f(z) 非 减 时 为 正 . 


下 


zwAsum\nolimits_{m \gedqslant 0} {{B_m}\left( {\frac{1}{2}} \right) 
{zs*m}/m!} =z{{\rm e}{2zZ/2}H({{\rm e} tz} - 1)=z/({{\rm e}^{z/2}} - 1)- 


9.17 


9.18 “对 了 


z/({{\rm e}’^z} - 1). 
文中 情形 a 


1 的 推导 加 以 推 


[a 
[| 


BE. {b_k}(n)= \frac{{{2^{(2n + 1/2Nalpha }}}}{{{{(2\pi n)}^{\alpha /2}}}} 
{{\rm e}^{ - {k^2NMalpha /n}},~~{c_k}(n)= {2^{2n\alpha }}{n^{- (1+ 
\alpha )/2 + 3\varepsilon }}{{\rm e}’^{ - {k^2NMalpha /n}}, 


z-:{2^{2n\alpha }}{(\pi nm)^{(1 - \alpha )/2}}{\alpha ^{ - 1/2}}\left( {1 + 


答 


案 是 O({nA{ - 1/2 + 3\varepsilon }})} \right). 


z-{H_{10}} = 2.928968254 \approx 2.928968256,~~10! = 3628800 \approx 
3628712.4;~~B_{10}} = 0.075757576 \approx 0.075757494;~~\pi \left( {10} 
\right) = 4 \approx 10.0017845;~~{{\rm e}{0.1}} = 1.10517092 \approx 
1.10517083;~~\In 1.1 = 0.0953102 \approx 0.0953083;~~1.1111111 \cdots 


9.19 \approx 1.1111;~~1.1A{0.1}} = 1.00957658 \approx 1.00957643. ( 当 n 很 大 时 ， 
近似 给 出 更 多 有 效 数字 ， 例 如 PApi ({10^9}) = 50847534 \approx 50840742. ) 
9.20 ” (a) 是 的 ， 左 边 是 zo(n) 而 右边 等 价 于 OU) (b) 是 的 ， 左 边 是 己 {Nm e} \cdot {{\rm ejA{O( 
不 是 ， 左 边 大 约 是 右边 的 界 的 zAsqrtn 倍 . 
9.21 ”我 们 有 PP_n} =p=n\left( {Inp-1-1Nnp+O{{(iNlogn)}^2}} \right) ， 其 中 
ez. begin{faligned}) np&=\nn+nnp-1liNnn+nxnn{CAnnA2} + 
O{(1lNog n)’2},\Nn \Inp &=\In \Inn+\frac{{\In nn}}{{\In n}} - 
\frac{{{{Qln \In n)}2}}}{{2{{Cn n)}2}}} + \frac{{\In \In n} }{{{{(\In 
n)}^2}}} + O{(1Alog n)^2}.\end{aligned} 
由 此 推出 


〈 略 微 好 一 点 的 近似 可 以 


Pal 


{P_n} =n\left( {\Inn+\n\Inn-1+\frac{{\In \Inn-2}}{{\Inn}}- 


\frac{{{{QIn \In n)}2W2-3\n\Inn}}{{{{(In n)}2}}} + O{{(1Alog 


计 式 蕊 (P_{1000000}} \approx 15480992.8. ) 


一 位 被 水 渡 的 解析 数论 学 家 说 人 


3 对 数 和 木头 在 英文 中 都 是 log 


9.22 


(9.53) 


在 Horn: 的 所 


F 式 


Vb 


HF 么 ? 木头 木头 木头 木头 


Dj}A2}} vight). 


j 量 p25.5/{ (Nn mA2 + O{Qlog \log nAlog mA3} 代 孝 


O(1/1logn)?， 这 档 


对 To 的 


1/n)}}. (0 


我 们 有 佑 


让 -frac{1}{{12}}{n^{ - 2k}} + O({n^{ -4k) 代 区 局 oO(nAf - 2k}}) ， 在 

2 \frac{1}{{12} MN\sum\nolimits_3 {({n^2})} + O\left( {\sum\nolimits_3 
"就 用 {({n^4})} } \right) 
EPONeft( {\sum\nolimits_3 {({n^2})} } \right). 我 们 有 


代 蔡 了 


ps \sum\nolimits 3 {(n)} =\frac{3}{4}{n^{ -1}} + \frac{5}{{36}}{n 人 ^{ - 
2}} + O({n^{ - 3}}), 


从 而 (9.54) 中 的 项 2(2 一 ) 可 以 用 蕊 \frac{{19}}{{144}}{n^{ -2}} + O({n^{ - 3}})) 代替， 


zn{h_n} = \sum\nolimits_ {0 \leqslant k <n} {{h_k}/(n-k)}+2c{H nM/ 
9.23 +1)(n+2). 选取 
ec = {{\rm e}^{{\pi ^2}6}} = \sum\nolimits_{k \geqslant 0} {{g_k}} ， 使 得 
zAMsum\nolimits_{k \geqslant 0} {{h_k}} = 0,~~{h_n} = OQlog n)/{n^3}. 如 同 在 (9.60) 中 那样 ， 
FAsum\nolimits_{0 \leqslant k < n} {{h_k}/(n - k)} 的 展开 式 现在 得 到 
zn{h_n} =2c{H_n}Mm+1)(n+2)+O({n^{ -2}}) ， 从 而 


Bz {g_n} = {{\rm e}{{\pi ^2}H6}}\left( {\frac{{n + 2\In n + O(1)}} 
{{{n^3}}}} \right). 


9.24 


(a) 如 果 zsAsum\nolimits_{k \geqslant 0} {\bigl| {f(k)} \bigl|} < \infty ， 又 当 220 \leqslant k \leqslant n/2 时 有 
Pfo - k) = O\eft( {f(n)} \right) ， 那 么 我 们 就 有 


E. \sum\limits {k= 0}n {{a k}{b_{n-k}}} =\sum\limits {k= 0}{n/2} 
{O\left( {f(k)} \right)O\eft( {f(n)} \right)} + \sum\limits_{k = n/2}An 
{O\left( {f(n)} \right)O\eft( {f(n - k)} \right)}, 


NS 


得 以 证 明 . 


(b) 但 是 在 这 种 情形 下 ， 如 果 蕊 (a_n} = {b_n} = {\alpha A{ -n}} ， 则 卷 积 局 o + 1){\alpha 和 -n}} 不 等 于 
z-0({\alpha ^{ - n}}). 


情 


它 等 于 p22O\left( {f(nNsum\nolimits_{k \geqslant 0} {\bigl| {f(k)} \bigll} } righb ， 故 而 这 


z-{S_n}A\left(\begin{matrix}{3n} \n\end{matrix}\right) = \sum\nolimits_{k 
9.25 =0Mn {{n^{\underline k }}/{{(2n + 1)}^{\overline k }}}. 比如 ， 我 们 可 以 将 求 和 范 
围 限制 在 220 \eqslant k \leqslant {(\og n)^2}. 在 此 范围 内 有 
z2{n^{\underline k }} = {nAk}\left( {1 - 
\left(\begin{matrix}k\2\end{matrix}\right)/n + O({k^4}/{n^2})} \right) 以 及 
BF.{(2n + 1)^{\overline k }} = {(2n)^k}\left( {1 + \left(\begin{matrix}{k + 
1}\2\end{matrix}\right)/2n + O({k^4}/{n^2})} \right) ， 所 以 求 和 项 等 于 


4 \frac{1}{{{2^k}}}\left( {1 - \frac{{3{k^2} - k}}{{4n}} + O\left( 
{\frac{{{k^4}}}{{{n^2}}}} \right)} \right). 


丸 此 对 上 求 和 的 和 式 等 于 已 2 - 4n + O(1/{n^2)). 现在 可 以 将 斯 特 林 近 似 应 用 到 
zAleft(\begin{matrix}{3n}\n\end{matrix}\right) = (3n)!W/(2n)!n! ， 这 就 证 明了 (9.2) . 


9.26 ”最 小 值 在 忆 {B_{2m}}M2m)(2m - 1){n^{2m -1}} 这 一 项 出 现 ， 其 中 Pi2m \approx 2\pin + \frac{3}{2} 
， 而 这 一 项 近似 等 于 221/(\pi {{\rm e}jA{2\pinj}sqrtn). 这 样 一 来 ， 当 n 约 大 于 P{{\rm e} 人 {2\pi + 1}} 时 ， 
为 了 侈 入 到 一 个 整数 来 精确 确定 n! 的 值 ， 在 pMn n! 中 产生 的 绝对 误差 就 会 太 大 . 


9.27 ”我 们 可 以 假设 FANalpha \neq - 1. 设 FA(x) = {x 和 Malpha } ， 则 答案 是 


ez. \sum\limits {k= 1}An {{fkAalpha }} = {C_\alpha } + \frac{{{n^{\alpha + 
1}}}}{{\alpha + 1}} + \frac{{{nMNalpha }}}{2} + \sum\limits_{k = 1}Am 
{\frac{{{B_{2k}}}}{{2k}}\left(\begin{matrix}Malpha \{2k - 
lMNend{matrix}\right){n^{\alpha - 2k + 1}}} + O({n^{\alpha - 2m - 1}}). 


(事实 表明 ， 常 数 站 _\alpha } 是 ezeta ( - alpha ) ， 实 际 上 当 ealpha > - 1 时 zAzeta ( - valpha ) 就 是 
这 个 公式 定义 的 . 


9.28 “一般 来 说 ， 假 设 当 ealpha neq - 1 时 在 欧 拉 求 和 公式 中 取 zf(x) = {xAalpha }in x ， 如 同 在 上 一 


中 那样 进行 ， 我 们 就 求 得 


B. \begin{aligned}&\sum\limits_{k = 1}n {{kMNalpha Mn k} = {C'\alpha } 
+\frac{{{n^{\alpha + 1}} Nn n}}{{\alpha + 1}} - \frac{{{n^{\alpha + 1}}}} 
{{{{Qalpha + 1)}^2}}} + \frac{{{nMNalpha Mn n}} 
{2}\&~~~~~~~~~~~AN NNN + \sum\limits_{k = 1}Am 
{\frac{{{B_{2k}}}}{{2k}}\left(\begin{matrix}Malpha \{2k - 
lMNend{matrix}\right){n^{\alpha - 2k + 1}}(\Inn + {H_\alpha } - {H_{\alpha 
- 2k + 1}})} NN\&~~~~~~~NANNNNNN NN +O({n^{\alpha - 2m - 1}}\og 
n),\end{aligned} 


特别 地 ， 世 zeta(0)=-1/2 ， 而 对 整数 世 n>0 则 有 世 \zeta(-m)=-B_{n+1jMCn+1). 


可 以 证 明 [4， 83.7] ， 常 数 局 {C' alpha } 是 世 - zeta'( - valpha )，( 当 a 是 一 个 PAleqslant 2m 的 正 整 数 时 ，O 


项 中 的 因子 logn 可 以 去 掉 . 在 那 种 情形 ， 当 ealpha < 2k - 1 时 我 们 可 以 用 


BP {B_{2k} Malpha !(2k - 2 - \alpha )!{( - 1)Nalpha }{n^{\alpha - 2k + 
1}H(2k)! 


代替 右边 的 第 大 项 ，) 为 了 求解 所 说 的 问题 ， 我 们 设 a = 1 以 及 m = 1， 在 两 边 取 指 数 就 得 到 


BF. {\mathcal{Q}_n} = A \cdot {n^{{n^2}H2 + n/2+ 1/12}}{{\rm e} 人 ^{ - 
{n^2}/4}}\left( {1 + O({n^{ - 2}})} \right), 


{中 A = {{\rm e} 人 {1/12 - \varsigma '(- 1)}} \approx 1.2824271291 是 “Glaisher 常 数 ”. 
肖 作 修改 就 给 出 


za \sum\limits_{k = 1}n {\frac{{\In k}}{k}} = \frac{{{{(In n)} 2}}}{2} + 
{{\rm \gamma }_1} + \frac{{\In n}}{{2n}} - \sum\limits_{k = 1}Am 
{\frac{{{B_{2k}}}}{{2k}}{n^{ - 2k}} In n - {H_{2k- 1}})} + O({n^{ - 
2m - 1}}log n), 


> 


9.29 ” 设 Bf(CoO = {x^{ - 1}Nn x. 上 一 题 中 的 计算 


So 
ANS 
这 


证 


z2 {{\rme}{{{\rm \gamma }_1}}}\sgrt {{n^{\In n}}} \left( {1 + \frac{{\In 
n}}{{2n}} + O{{\left( {\frac{{\log n}}{n}} \right)}^2}} \ight). 


9.30 设 B.g(X) = {Xx^l}{{\rm e}^{ - {Xx^2}}},~~{(x) = g(CXAsqrtn ) ， 那么 
EnA{ - /2} Msum\nolimits_{k \geqslant 0} {{kAL}{ {\rm e}^{ - {kK^2}n}}} 就 是 


BE. \begin{aligned}&\int_{~O0}{~\infty } {f(x){\rm d}x} - \sum\limits_{k = 
1}m {\frac{{{B_k}}}{{k!}} {fA{(k - 1)}}(0)} - {( - 
1)mNNint_{~0}{~Minfty } {\frac{{{B_m}\left( {\left{ x Night \right)}} 

{{m!}}{f{\left( m \right)}}(x){\rm d}x}\&~~~~~~~~~= 
{nA{1/2} Hint_{~O0}{~\infty } {g(x){\rm d}x} - \sum\limits_{k = 1}Am 
{\frac{{{B_k}}}{{k!}} {nA{(k - 1)/2}}{g^{(k - 1)}}(0)} + O({nAt{ - 
m/2}}).\end{aligned} 


二 中 ef {\rm \gamma }_1} \approx - 0.07281584548367672486 是 “Stieltjes 常 数 ”( 见 习题 9.57 管 案 ) 


， 取 指数 


由 于 Pe(x) = {xN1} - {xA{2 + 1}¥/1! + {x\M{4 +1}}/2!- {x\{6 +1}}/3! + \cdots ， 故而 导数 让 {fg^{(m)}}(x) 服从 


' 简 单 的 模式 ， 其 答案 是 


ws \frac{1}{2}{n^{( + 1)/2}}M\Gamma Meft( {\frac{{] + 1}}{2}} \right) - 
\frac{{{B_{l + 1}}}}{{( + 1)!0!}} + frac{{{B_{l + 3}}{n 和 A{ - 1}}}}{{( + 
3)!1!}} - \frac{{{B_{1 + 5S}}{n\{ - 2}}}}{{Q + 5)!21}} + O({n^{ - 3}}). 


9.31 ”稍微 有 点 出 人 意料 的 恒等式 BL/({cA^{m-k}} + {fcAmhj + LGAftm +ky + {cAmh = IfcAml ， 


满足 220 Neqslant k eqslant 2m 的 项 之 和 等 于 lpAleft( {m + \frac{1}{2}} \right)/{cAm}. 剩 下 的 项 是 


B. \begin{alignedM\sum\limits_{k \geqslant 1} {\frac{1}{{{c^{2m + k}} + 
{cAm}}}} &= \sum\limits_{k \geqslant 1} {\left( {\frac{1}{{{c^{2m + 
k}}}} -\frac{1}{{{c^{3m + 2k}}}} + \frac{1}{{{c^{4m + 3k}}}} - \cdots } 
\right)}\&= \frac{1}{{{c^{2m + 1}} - {cA{2m}}}} - \frac{1}{{{c^{3m + 
2}} - {c^{3m}}}} + \cdots,\end{aligned} 


而 这 个 级 数 可 以 在 任何 你 想 要 的 点 处 截断 ， 其 误差 不 超过 略 去 的 第 一 项 . 


9.32 ”根据 欧 拉 求 和 公式 ， 有 RH_n^{(2)} = {pi^2}/6 - In + O({n^{ - 2}}) ， 因 为 我 们 知道 这 个 常数 ; 


五 n (9. 89) 给 峡 ， 所 以 答案 是 


sz: nf{e^{{\rm \gamma } + {\pi^2}/6}}\eft( {1 -\frac{1}{2}{n^{ -1}}+ 
O({n^{ - 2}})} \ight). 


世界 上 位 列 前 三 位 的 常数 局 ({\rm e},\pi,\gamma) 全 都 出 现在 这 个 答案 中 了 . 


za{n^{\underline k }}H/{n^{\overline k }} = 1-k(k-1){n^{ -1}} + \frac{1} 
9.33 “我们 有 {2}{k^2}{(k- 1D)^2}{n^{ -2}} + O({k^6}{n^{ - 3}}) 

z:{\rm e} - {\rm e}{n^{ - 1}} + \frac{7}{2}{\rm e}{n^{ - 2}} + O({n 人 ^{ - 
上 >0 求 和 就 得 到 3}}). 


BA= {{\rm e}{\rm \gamma }},~~B = 0,~~C =-\frac{1}{2}{{\rm e}M{\rm 

\gamma }},~~D = \frac{1}{2}{{\rm e}{\rm \gamma }}(1 - \gamma ),~~E = 

\frac{1}{8}{{\rm e}M{\rm \gamma }},~~F = \frac{1}{{12}}{{\rm e}{\rm 
9.34 \gamma}}(3\gamma + 1). 


221/k\left( {\In k + O(1)} \right) = 1/k\In k + O\left( {1/k{{(log k)}2}} 
9.35 ”由 于 \right) ， 给 


zAsum\nolimits_{k = 2}An {1/k\n k} + O(1). 根据 欧 拉 求 和 公式 ， 剩 下 的 和 式 等 于 ein \In n+ 


9.36 “用 欧 拉 求 和 公式 可 以 完美 地 得 到 


zs:  \begin{aligned}{S_n} &=\sum\limits_{0 \leqslant k <n} {\frac{1} 
{{{nA2} + {kA2}}}} + {\frac{1}{{ {nA2} + {xA2}}}} bigglL_OAnNa&c= 
\int_{~0}M{~n} {\frac{{{\rm d}x}}{{{n^2} + {x^2}}}} + \frac{1}{2} 

{\frac{1}{{{n^2} + {x^2}}}} \biggl|_O^n + {\frac{{{B_2}}}{{2!}}\frac{{ - 

2x}}{{{{({nA2} + {x*2})}2}}}} biggll_OAn + O(nA{ - 5}})\end{aligned} 


BF-{S_n} = \frac{1}{4}\pi {n^{ - 1}}- \frac{1}{4}{n^{ - 2}} - \frac{1} 
从 而 {{24}}{n^{ - 3}} + OCnA - 5}}). 


9.37 ”这 就 是 


B. \begin{aligned}&\sum\limits_{k,q \geqslant 1} {(n - qk)\left[ {nm/(q + 1) < 
k \leqslant n/q} \right]} \&~~~~~~= = {nA2} - \sum\limits_{q \geqslant 1} 
{q\left( {\left(\begin{matrix}{\left\lfloor {n/q} \right\rfloor + 
1}\2\end{matrix}\right) - \left(\begin{matrix} {\left\lfloor {nA\left( {q + 1} 
\right)} \right\rfloor + 1}\2\end{matrix}\right)} \right) }\&~~~~~~= = {n^2} - 
\sum\limits_{q \gedqslant 1} {\left(\begin{matrix}{\left\lfloor {n/q} 
\right\rfloor + 1 } \2\end{matrix}\right)}.\end{aligned} 


注 


是 PNzeta (2) ， 而 不 是 已 1Azeta (2) ， 所 以 得 到 答案 
PNeft( {1 - \frac{{{\pi ^2}}}{{12}}} NighbfnA2y + OCNog n). 


用 记 除 并 对 


定 的 和 式 等 


使 得 


O(1). 


而 


| 下 的 这 个 和 式 像 (9.55) 但 没有 因子 emu (qd). 与 在 那里 一 样 ， 同 样 的 方法 在 此 有 效 ， 不 过 我 们 得 到 的 


9.38 ”用 一 大 代替 大 并 令 启 {a_ kj = {(n -kK)^{n - k}} left(begin{matrix}n\k\end{matrix}\right). 这 样 就 有 
Fn {a_k}(n) = nnn-\Ink!-k+O(k{n^{ -1}}) ， 我 们 可 以 对 
P{b_k}(n) = {nn} {es{ - k}}/kl,~~{c kj = k{b_ k}O)/n,~~{D_n} = 


\left{ k \bigllk \leqslant \In n} \right\} 使 用 尾部 交换 技术 来 得 到 
zsAsum\nolimits_{k = 0}n {{a_k}(n)} = {nAn}{e^{1/e}}\left( {1 + O({n 人 ^{ - 
1}})} \right). 


wb_k(n)=\left(\In n-k/n-\frac{1}{2}k^2/n^2\right)(\In 

n) 人 ^k/k!,~~c_k(n)=n^{-3}(In nM{k+3HKk!,~~D_n=\left{k\bigllO\leqslant 
9.39 “对 k\leqslant 10\In nright\} 使 用 尾部 交换 技术 . 
zk \approx 10\In n 时 ， 我 们 有 zkN\asymp\sqrt k {(10/{\rm e)Akj{fQn mAkl ， 所 以 第 大 项 是 
BO(CnA{ - 10n (10/{\rm eh)}Nognm). 答案 就 是 
zn\Inn-\nn-\frac{1}{2}(n n)(1 + \In n)/n + O\left( {{n^{ - 2}}{{(\In 
n)}^3}} \right). 


上 


PH _{2kjAm - {\eft( {{H_{2k}} - \frac{1}{{2k}}} righbAmj = \frac{m} 
9.40 ”两 两 并 项 ， 我 们 就 得 到 {{2k}}H_{2k}^{m - 1} 
加 上 一 些 项 ， 这 些 项 对 所 有 上 天 关 1 求 和 的 和 式 等 于 CO 假设 ”是 偶数 欧 拉 求 和 公式 就 意味 着 


z\begin{alignedM\sum\limits_{k = 1}^{n/2} {\frac{{H_{2k}{m - 1}}}{k}} 
&= \sum\limits_{k = 1}^{n/2} {\frac{{{{(\In 2{{\rm e} Ngamma }k)}Aftm - 
1}} + O\left( {{k^{ - 1}}{{Qlog I)}{m - 2}}} \right)}}{k}} Ne&= 
\frac{{{{(\In {{\rm e}{\rm \gamma }}n)Mm}}}{m} + O(1),\end{aligned} 


从 而 该 和 式 是 pAMrac{1}{2}H_n^m + O(1). 一 般 来 说 答案 是 efrac{1}{2}{(- DAnjH_nAm + O(1). 


9.41 ” 设 Palpha = \hat \phi Aphi = - fphi A{ - 2}}. 我 们 有 


zz. \begin{alignedMsum\limits_{k = 1}n {\In {F_k}} &= \sum\limits_{k = 
1}iAn {\left( {\In {\phi 和 k} - \In \sqrt 5 + \In (1 - {\alpha ^k})} \right) IM\&= 
\frac{ {n(n + 1)}}{2}\n \phi - \frac{n}{2}Mn 5 +\sum\limits_{k \gegslant 1} 
fn (1 - {\alpha 入 })} - \sum\limits_{k > n} {\In (1 - {\alpha 
^k})}.\end{aligned} 


es 


后 面 这 个 和 式 是 Psum\nolimits_{k > n} {O({\alpha Akj)} = O({\alpha ^n}). 于 是 答案 是 


BE {phi Afna + 1)/2}}{5M{ - 0/2}}C + ONeft( {{\phi A{n(n - 3)/2}}{5A{ - 
n/2}}} righb， 


mH szC = (1 - \alpha )(1 - {\alpha ^2})(1 - {\alpha ^3}) \cdots \approx 1.226742. 


z-{{\left(\begin{matrix}n\{k - 1}MNend{matrix}\right)} 
\mathord{\left/{\vphantom {{\left(\begin{matrix}n\{k - 
lMNend{matrix}\right)} {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}}} 
\right.\kern-\nulldelimiterspace} 
{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}} = \frac{k}{{n -k + 1}} 
\leqslant \frac{{\alpha n}}{{n - \alpha n + 1}} < \frac{\alpha }{{1 - \alpha 
9.42 ”提示 源 于 }}. 设 
em = \left\floor {\alpha n} vightvfloor = \alpha n - \varepsilon. 那么 


Pn \begin{aligned}\left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right) &< 
\sum\limits_{k \leqslant m} {\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)}\& 
< \left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)\eft( {1 + \frac{\alpha }{{1 - 
\alpha }} + {{\left( {\frac{\alpha }{{1 - \alpha }}} \right)}^2} + \cdots } 
\right) = \left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)\frac{{1 - \alpha }}{{1 - 
2\alpha }}.\end{aligned} 


wzAsum\nolimits_{k \leqslant \alpha n} 

{\left(\begin{matrix}n\k\end{matrix}\right)} = 
所 以 \left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right)O(1) ， 和 独 下 来 要 估计 
zAleft(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right). 根据 斯 特 林 近似 有 


zp:  \begin{aligned}\ln \left(\begin{matrix}n\m\end{matrix}\right) = &- 
\frac{1}{2}\n n - (\alpha n - \varepsilon 入 n (\alpha - \varepsilon /n) - \left( 
{(1 - \alpha )n + \varepsilon } \right)\&\times \In (1 - \alpha + \varepsilon /n) 
+ O(1)=-\frac{1}{2Mn n - \alpha n\n \alpha - (1 - \alpha )n\n (1 - \alpha ) 


+ O(1).\end{aligned} 
9.43 ”分 母 有 形 如 zz - \omega 的 因子 ， 其 中 心 是 一 个 复 的 单位 根 . a zz - 1 以 重 数 5 在 其 中 出 
现 . 这 样 一 来 ， 根据 (7.31) ， 只 有 个 根 的 系数 是 二 Omega ({n^4}) ， 且 这 个 系数 是 


BC = 5/(5! \times 1 \times 5 \times 10 \times 25 \times 50) = 1/1500000. 


9.44 ”斯 特 林 近似 是 指 PNn \eft( {{x^{ - \alpha }}x!(x - \alpha )!} \right) 有 渐 近 级 数 


区 - \alpha - \left( {x + \frac{1}{2} - \alpha } \right)\In (1 - \alpha /x) - 
\frac{{{B_2}}}{{2 \times 1}}\left( {{x^{ - 1}} - {{(x - \alpha )} 人 ^{ - 1}}} 
\right) - \frac{{{B_4}}}{{4 \times 3}}\left( {{x^{ - 3}} - {{(x - \alpha )} 人 ^{ - 
3}}} \right) - \cdots, 


中 zx^{ - k}} 的 每 个 系数 都 是 a 的 多 项 式 . 从 而 当 z 一 ce 时 有 
戈 {xAf - valpha }}x!/(x - \alpha )! = {c_0}(\alpha ) + {c_1}Q\alpha ){x^{ - 

1}} + \cdots + {c_ aba ){x^{ - n}} + O({x^{ -n -1}}) 、 中 2{c_n}(\alpha ) 是 a 的 多 
项 式 . 我 们 知道 ， 只 要 a 是 整数 ， 就 有 
z-{c_n}Qalpha ) = \begin{bmatrix}Malpha \{\alpha - nMend{bmatrix}{( - 
1)An} 用 过 
zAbegin{bmatrix}\alpha \{\alpha - nMend{bmatrix} 是 关于 a 的 2n 次 多 项 式 ， 从 而 对 所 有 实 的 a 有 
z.{c_n}(\alpha ) = \begin{bmatrix}alpha \{\alpha - nMNend{bmatrix}{( - 

Dn}. 换言之 ， 渐 近 公 式 


z.  \begin{aligned}&{x^{\underline \alpha }} = \sum\limits_{k = 0}An 
{\begin{bmatrix}Malpha \{\alpha - kM\end{bmatrix}{{( - 1)}^k}{x^{\alpha - 
k}}} + O({x^{\alpha - n - 1}}),\&{x^{\overline \alpha }} = \sum\limits_{k 

= 0Mn {\begin{bmatrix}Malpha \\{\alpha - kN\end{bmatrix} {x^{\alpha - k}}} 

+ O({x^{\alpha - n - 1}})\end{aligned} 


4/ 


(进一步 的 讨论 见 参 考 文献 [220]，) 


推广 了 在 全 为 整数 的 情形 下 成 立 的 等 式 (6.13) 和 (6.11) 


9.45 ” 设 a 的 部 分 商 是 pAleft\langle {{a_1},{a_2}, \cdots } \right\rangle ， 又 设 2{\alpha_m} 是 连 分 数 
局 1/({a_m} + {\alpha_{m +1}})~(~m \geqslant 1~). ， 那么， 对 所 有 m 有 
z-D(\alpha ,n) = D({\alpha_1},n) < D\eft( {{\alpha_2},\left\floor 
{{\alpha_1}n} \right\rfloor } \right) + {a_1} + 3 < D\eft( 
{{\alpha_3},\left\floor {{\alpha_2}\left\lfloor {{\alpha_1}n} \right\rfloor } 
\right\rfloor } \right) + {a_1} + {a_2} +6<\cdots<D\left( {{\alpha_{m+ 
1}},\eft\lfloor {{\alpha_m}\left\lfloor { \cdots \left\lfloor {{\alpha_1}n} 
\right\rfloor \cdots } \right\rfloor } \right\rfloor } \right) + {a_1} + \cdots + 
a m} +3m < {\alpha_1} \cdots {\alpha m}n+ {a_1}+\cdots+ {a _ ml + 


用 n 除 并 令 一 ce ， 则 对 所 有 mm 


了 点 以 zu{\alpha_1} \cdots {\alpha_m} 为 上 界 . 最 后 我 们 有 


BE. {\alpha_1} \cdots {\alpha _ m} = \frac{1}{{K({a_1}, \cdots ,{a_{m - 1}}, 
{a_m} + {\alpha_ m})}} <\frac{1}{{{F_{m + 1}}}}. 


9.46 ”为 方便 起 见 ， 我 们 用 m 代替 zim(n). 根据 斯 特 林 近 似 ， 蕊 {kAnjkl 的 最 大 值 在 
zk \approx m vapprox nAnn 时 出 现 ， 所 以 我 们 用 zim +k 代替 大 求 得 


zw- \begin{faligned}n \frac{{{{(m + RMn}}}{{m + kk)!}} = n&\n m- m\n 
m+m-\rac{{\n 2\pim}}{2}\&- \frac{{(m + n){k^2}}}{{2{m^2}}} + 
O({k^3}{m 人 ^{ - 2}}\log n) + O({m^{ - 1}}).\end{aligned} 


实际 上 我 们 想 要 用 zAleft\floor m \right\rfloor + k 代替 大 ， 这 又 增加 了 -0O(k{m{ - 1}}\log n). 现在 对 
bigll k\bigl \leqslant {mA{1/2 + \varepsilon }} 用 尾部 交换 方法 就 使 得 我 们 能 关于 大 求 和 ， 用 (9.93) 
量 9 就 给 出 更 强 一 点 的 渐 近 估计 : 


z. \begin{aligned}{\varpi_n} &= \frac{{{e^{m- 1}}{m^{n - m}}}}{{\sqrt 
{2\pi m} }}\eft( {{\Theta_{2{m^2}H(m + n)}} + O(1)} \right)\&= {e^{m - 
n-1/2}}{m^n}\sgrt {\frac{m}{{m +n}}} \eft( {1 + O\left( {\frac{{\log n}} 
{{{n^{1/2}}}}} \right)} \right).\end{aligned} 


的 


个 真正 钟 形 的 求 和 项 . 


所 要 求 的 公式 就 得 到 了 ， 其 相对 误差 是 sOQlog \log nNlog n). 


9.47” 设 忆 {log_ m}n=1+\theta ， 其 中 220 eqslant theta < 1. 关于 底 的 和 式 是 

(n+1)+1-({m 人 {+1}} -TDmn-D ， 关 于 顶 的 和 式 是 记 1L+TlDn-(fmnA+Tl - 1)/(m -1)， 未 加 底 或 顶 
zl1 + \theta )n - {n \mathord{\left/{\vphantom {n {\In m + O(N\log n)}}} 

的 精确 和 式 是 \right.\kern-\nulldelimiterspace} {\In m + O(\og n)}}. 忽略 2-o(n) 的 项 ， 

关于 顶 的 和 式 与 精确 和 式 之 差 是 Eleft( {1 - f(\theta )} \right)n ， 而 精确 和 式 与 关于 底 的 和 式 之 差 是 

z-f(\theta )n ， 其 


z: f(\theta ) = \frac{{{m 人 ^{1 - \theta }}}}{{m - 1}} + \theta - \frac{1}{{\In 
m}}. 


这 个 画 数 有 最 大 值 24(0) = f(1) = m/(m - 1) - NIn m ， 而 最 小 值 是 a 
zAn \In mAln m + 1 - \left( {\In (m - 1)} \right)Nn m. 当 n 接近 于 m 的 窜 时 ， 顶 的 和 式 的 值 与 所 给 的 值 更 接 
近 ， 而 当 9 位 于 0 与 1 之 间 某 处 时 ， 克 的 和 式 的 值 与 之 更 加 接近 . 


9.48 设 户 {d_kl = {a_k} + {bk} ， 其 中 ax 计 入 小 数 点 左边 的 位 数 . 这 样 就 有 
忆 {a k} = 1 + \left\floor {\log {H_k}} rightwfloor = \log \log k + O(1) ， 其 中 PNog 表示 记 {NMog_{10}}. 为 估 
计 br ， 我 们 来 观察 为 了 将 7 与 邻近 的 数 ziy - \varepsilon 以 及 zy + \varepsilon ' 区 分 开 来 所 必需 的 小 数位 
数 : 设 edelta = {10^{ -b}} 是 舍 入 到 zAhaty 的 数 的 区 间 长 度 . 我 们 有 
zM\bigl| {y - \hat y} \bigl| \leqslant \frac{1}{2}\delta ， 义 有 zy - \varepsilon < \haty - \frac{f1}{2}delta 以 及 
zy + \varepsilon ' > \hat y + \frac{1}{2}\delta. 于 是 wvarepsilon + \varepsilon ' > \delta. 又 如 果 

zAdelta < \min (\varepsilon 2 ) ， 这 样 的 舍 入 的 确 将 exhat y 与 wy - \varepsilon 以 及 

zy + \varepsilon ' 这 两 者 都 区 分 此 蕊 {10A{ - {b_k}}} < Vk-1)+1k 
BP{10^{1 - {b_k}}} \geqslant 1/k ， 我 们 有 =-{b_k} = Nog k + O(1). 这 样 一 来 ， 最 后 就 有 
zwAsum\nolimits_{k = 1}n {{d_k}} = \sum\nolimits_{k = 1}n {\left( {\log 

k + \log \log k + O(1)} \right)} ， 根 据 欧 拉 求 和 公式 ， 这 就 是 
znNog n+ n\log \log n + O(n). 


Btls 


zs-{H_n} >\Inn+{\rm\gamma } +\frac{1}{2}{n^{ - 1}} - \frac{1}{{12}} 

9.49 我 们 有 {n^{ - 2}} = fm) ， 其 中 f(z) 对 所 有 
> 0 是 增加 的 . 于 是 ， 如 果 en \geqslant {{\rm e} 人 ^{\alpha - {\rm \gamma }}} ， 我 们 就 有 
成 (H n} \gedslant fr{ {\rm e}{\alpha - {\rm \gamma }}}) > \alpha. 又 
{HH_{n-1}} <\Inn+ {rm\gamma }-\frac{1}{2}{n^{ -1}} = g(n) ， 其 中 gl7z) 对 所 有 zz >0 是 增加 的 . 因 
此 ， 如 果 zn \leqslant {{\rm e}^{\alpha - {\rm \gamma }}} ， 我 们 就 有 
PH fn-1}} \leqslant g({{\rm e}jAtalpha - {\rm \gamma }}}) < \alpha. 于 是 
2-{H_{n - 1}} \leqslant valpha \leqslant {H_n} 就 表明 


mt 


pH 


ez.{{fNm e}^{\alpha - {rm \gamma }}} + 1 > n> {{\rm eM{\alpha + {\rm 


\gamma }}} -1. (Boas 和 Wrench[33] 已 经 给 


强 的 结果 . ) 


9.50 


BAsummolimits_{1l \leqslant k \leqslant N} {kAleft( {{k^2}H_N^{(2)}} 
(a) 期 望 的 回报 是 vighb} = {H_NJMH_NA{(2)} 
值 达到 PO({N^{ - 1})) : 


z2 \frac{{\In N +\gamma + O({NA{ - 1}})}}{{{\pi^2H6- {NA{ -1}}+ 

O({NA^{ - 2}})}} = \frac{{6\In 10}}{{{\pi ^2}}}n + \frac{{6\gamma }} 

{{{\pi ^2}}} + \frac{{36\n 10}}{{{\pi ^4}}}\Mfrac{n}{{{{10}n}}} + 
O({10^{ - n}}). 


系数 PX6\In 10)/{\pi ^2} \approx 1.3998 告诉 我 们 ， 期 望 的 回报 大 约 为 40% 的 利润 . 


Asum\nolimits_{n < k \legslant N} {1/({k^2}H_NA^{(2)})} =1- 
(b) 利润 的 概率 是 H_n^{(2)WH_NA^{(2)} 
ez.H_NA{(2)} = \frac{{{\pi 2}}}{6} - {n^{ - 1}} + \frac{1}{2}{n^{ - 2}} + 
O({n^{ - 3}}) ， 此 概率 即 为 


efracft{{tnA{t - 1}} - \frac{1}{2}{n{ - 2}} + O(n 和 { - 3}D}}{{{\pi^2}6 + 
OUNA{ - 1}})}} = \frac{6}{{{\pi ^2}}}{n 和 { - 1}} - \frac{3}{{{\pi^2}}} 
{n^{ - 2}} + OCUnAt{ - 3}}), 


出 了 更 


， 我 们 希望 渐 近 


它 实际 上 是 随 着 的 增加 而 递减 的 .， (a) 中 的 期 望 值 很 高 ， 因 为 它 包 含 了 如 此 巨大 的 结 
0 有 果 他 们 真 的 做 出 了 这 样 的 投资 行为 ， 整 个 世界 经 济 都 会 受到 影响 . 


9.51 产 格 地 说 ， 这 是 错误 的 ， 因 为 由 sO({x^{ - 2}}) 所 表示 的 函数 有 可 能 不 是 可 积 的 . 
中 S 不 是 一 个 可 测 集 . ) 但 是 如 果 我 们 假设 f(z) 是 一 个 可 积 函 数 ， 且 当 zx 一 cc 时 有 
biggl| {\int_{~n}^{~infty } {f(x){\rm d}x} } biggll \leqslant 
\int_{~n}^{~\infty } {\bigl| {f(x)} \bigll{\rm d}x} \leqslant 
zf(x) = O({x^{ - 2}}) ,那么 \int_{~n}^{~\infty } {C{x^{ - 2}}{\rm d}x} = C{n^{ - 1}}. 


(与 令 人 讨厌 的 函数 相反 . ) 


尘 [ 


束 


金 ， 以 至 于 


( 它 或 许 是 ， 


9.52 ”事实 上， 的 这 种 指数 堆 革 可 以 用 任何 一 个 不 论 多 入 块 地 趋向 于 无 穷 的 男 数 fz) 来 代替 .定义 序 
pAeft\langle {{m_0},{m_1},{m_2}, \cdots } \rightrangle , 令 忆 {m_0}=0,， 上 且 设 mi 是 > {m_{k-1}} 


的 最 小 整数 ， 它 使 得 
蕊 Weft( {\frac{{k + 1}}{k}} vighOA{ {m_k}}} \geqslant ft(k + 1)2}. 


现在 设 A(z) = \sum\nolimits_{k \geqslant 1} Os k}}}}. 这 个 窜 级 数 对 所 有 的 > 都 收敛 ， 


于 Pk > \bigl| z \bigl| 的 项 以 一 个 几何 级 数 为 界 . 
FA(n+1) \geqslant {\left( {(n + 1)/n} \right) 人 ^{ {m_ \geqslant f{(n + 

1)^2} ， 从 而 
z-{\lim\nolimits_{n \to \infty } }f(n)/A(n)= 0. 


姑 为 对 


9.53 ”根据 归纳 法 ， 其 中 的 O 项 是 =(m - D{IA{ - 1 了 int_{~O}A{~x} fftAtm - 1}}{fA{Cm)}}(x -bfwm qd}t}. 


由 于 zw{fA{(m + 1)}} 有 与 {fA{(m)}} 相反 的 符号 ， 故 而 这 个 积分 的 绝对 值 ， 


| is {~O}{~x} {{ftAfm - 1}}{\rm dt 为 界 ， 所 以 其 误差 以 被 抛弃 的 第 一 项 的 绝 
x 


9.54， 设 世 g(x) = f(x)/{xMNalpha } ， 那 么 当 z 一 cce 时 蕊 g(o \sim - \alpha g(x)/x. 根据 均值 定理 ， 对 于 介 和 了 


也 一 


2 和 Px+\frac{1}{2} 之 间 的 某 个 y， 有 


Pg\left( {x - \frac{1}{2}} \right) - g\left( {x + \frac{1}{2}} righb = - g'(y) 

\sim \alpha g(y)/y. 现在 有 
Pg(y) = g(x)Neft( {1 + O(1/x)} righb ， 所 以 

z-g\left( {x - \frac{1}{2}} \right) - g\left( {x + \frac{1}{2}} \right) \sim 
\alpha g(x)/x = \alpha f(x)/{x^{1 + \alpha }}. 于 是 ， 就 有 


zsum\limits_{k \geqslant n} {\frac{{f(k)}}{{{k^{1 + \alpha }}}}} = ONeft( 
{\sum\limits_{k \geqslant n} {\left( {g\left( {k - \frac{1}{2}} \right) - g\left( 
{k+\frac{1}{2}} \right)} \right)} } \right) = O\eft( {g\left( {n - \frac{1} 
{2}} \right)} \right). 


听 起 来 像 是 一 个 不 入 流 的 定理 . 


BAleft( {n + k + \frac{1}{2}} \right)\In (1 + k/n) + \left( {n - k + \frac{1} 
9.55 {2}} \right}\n (1 - km) 的 估计 被 扩展 成 
局 {k^2}n + {k^4}6{n^3} + O({n^{ - 3/2 + 5\varepsilon }}) ， 所 以 我 们 显然 是 希望 在 避 {b_k}(n) 中 有 一 个 额 
外 的 因子 PB{{\rm e}Af{ - {k^4HW6{n^3}}} ， 且 
z{c_k}(n) = {2^{2n}}{n^{ - 2 + 5\varepsilon }}{{\rm e} 人 { - {k^2Mn}}. 但 结果 是 ， 让 2{b_k}(n) 保持 不 动 j 
设 


3 


zw {ck}(n)= {2^{2n}}{n^{ -2+5\varepsilon }}{{\rm e}^{ - {kA2}/n}} + 
{2^{2n}}{n^{ -5+ 5\varepsilon }}{k^4}{{\rm e}^{ - {k^2}/n}} 


会 更 好 一 些 ， 这 样 就 用 1 + O({k^4W{n^3)) 代替 了 2{{\rm e} 人 { - {k^4H6{n^3}}}. 和 式 
大 sumwnolimits_k {{k^4}{{\rm e}^{ - {kA2}n}}} 就 等 于 忆 O({n^{5/2}}) ， 正 如 习题 9.30 所 指出 的 那样 . 


9.56 “如果 zk \leqslant {n^{1/2 + \varepsilon }} ， 根 据 斯 特 林 近似 ， 我 们 就 有 
zAln ({n^{\underline k }}H/{n^k}) = - \frac{1}{2}{k^2}n + \frac{1}{2}k/n - 
\frac{1}{6}{k^3H{n^2} + O({n^{ - 1 + 4\varepsilon }}) ， 从 而 


zs {n^{\underline k }}H/{n^k} = {{\rm e}e^{ - {k^2}H2n}}\left( {1 + k/2n - 
\frac{2}{3}{k^3HM{{(2n)}2} + O({n^{ - 1 + A\varepsilon }})} \right). 


浓 助 习题 9.30 的 恒等式 求 和 ， 并 记 住 略 去 大 = 0 的 项 ， 就 给 出 
z- 1+{\Theta {2n}} + \Theta_{2n}^{(1)} - \frac{2}{3}M\Theta_{2n}^{(3)} 
+ O({n^{ - 1/2 + 4A\varepsilon }}) = \sqrt {\pi n/2} - \frac{1}{3} + O({n 人 ^{ - 
1/2 + A\varepsilon }}). 


9.57 ”利用 提示 ， 所 给 的 和 式 就 变 成 
ZAint_{~0}A{~\infty } {u{ {\rm e}^{ - u}}\varsigma (1 + uAln n){\rm dju}. Zeta 函 数 可 以 用 级 数 


= 


zp: vvarsigma (1 +z)= {z^{- 1}} +\sum\limits _{m \geqslant 0} {{{(- 
1)Mm}{\gamma_m}{z^m}/m!} 


来 定义 ， 其 中 蕊 {f\gamma_0} = \gamma ， 而 已 {\gamma_m} 则 是 Stieltjes 常 数 B41，200] 


BP \mathop {\lim Mlimits_{n \to \infty } \left( {\sum\limits_{k = 1}An 
{{{\frac{{(In KR)}}{k}}m} - {{\frac{{NIn DH {m+ 1}}} {mm + 1}}}} 
\right). 


| 


By 


此 给 定 的 和 式 等 于 


zs \Inn+{\m\gamma}-2{{\m \gamma }_1}{(n nM 人 { -1}}+3{{\m 
\gamma }_2}{(\In mA{ - 2}} - \cdots. 


2-0 \leqslant \theta \leqslant 1,~~f(z) = {{\rm e}^{2\pi {\rm i}z\theta 
9.58 ” 设 }JMG{Nm eM{2\pi {rmi}z}} -1) ， 我 们 有 


z. \bigl| {f(z)} \bigl| = \frac{{{{\rm elAt - 2\pi y\theta }}}}{{1 + {{\rm e} 人 ^{ | 
- 2\pi y}}}} \leqslant 1 ， 当 zx\bmod 1 = \frac{1}{2} 
时 ; 


BE. \bigl| {f(z)} \bigl| \leqslant \frac{{{{\rm e}^{ - 2\pi y\theta } Abigl| 
{{{\rm e}^{ - 2\pi y}} - 1} \bigl|}} \leqslant \frac{1}{{1 - {{\rm e}^{ - 2\pi 
\varepsilon }}}} ， 当 zy \gedqslant \varepsilon 时 . 


这 样 一 来 ， zAbigl| {f(z)} \bigl| 在 围 道上 有 界 ， 且 该 积分 等 于 22O({MA{1 - m}}). 22\pi {\rm i}f(z)/{z^m} 在 
点 Pz = kk \neq 0 处 的 留 数 是 已 {{fNm e} 人 {2\pi {\rm i}k\theta }}H{k^m); 在 z=0 处 的 留 数 是 局 {z^{ - 1}} 在 


z2\frac{{{{\rm e}^{2\pi fm i}z\theta }}}}{{{z^{m + 1}}}}\left( {{B_0}+ 
{B_1}Mfrac{{2\pi {\rm i}z}}{{1!}} + \cdots } \right) = \frac{1}{{{z^{m+ 
1}}}}\left( {{B_0}(\theta ) + {B_1}(\theta )\Mfrac{{2\pi fm i}z}}{{1!}} + 
\cdots } \right) 


中 的 系数 ， 也 即 已 {(2\pi {rm i}) 作 m}{B_m}(\theta /ml. 这 样 一 来 ， 围 道内 的 留 数 之 和 为 


Bu. \frac{{{{(2\pi {rm i}) Hm}}}{ {ml}}{B_m}(\theta ) + 2sum\limits_{k = 
1}AM {{{\rm e}^{\pi {\rm i}m/2}}\frac{ {\cos (2\pi k\theta - \pi m/2)}} 
{{{kAm}}}}. 


这 等 于 围 道 积分 PO({MA{1 - m}}) ， 故 而 当 P22M \to \infty 时 它 趋向 于 零 . 
9.59 ”如果 zF(x) 的 性 质 足 够 好 ， 我 们 就 有 一 般 的 恒等式 


Bz. \sum\limits_k {F(k +t)} = \sum\limits_n {G(2\pi n){{\rm e} {2\pi {\rm 
i}ynt}}}, 


PG(y) = \int_{~ - \infty } 人 {~ + \infty } {{{\rm e}^{ - {\rm i}yyx}}F(x){\rm 
Hh d}x}. (这 就 是 “ 泊 松 求 和 公式 ”， 
它 可 以 在 参考 文献 Henrici[182， 定 理 10.6e] 这 样 的 标准 教科 书 中 找到 ) 


9.60 “根据 习题 5.22， 所 述 公式 等 价 于 


让 {nA{\overline {1/2} }} = {nA{1/2}}\eft( {1 - \frac{1}{{8n}} + \frac{1} 
{{128{n^2}}} + \frac{5}{{1024{n^3}}} - \frac{{21}}{{32768{n^4}}} + 
O({n^{ - 5}})} \right). 


从 而 此 结果 可 以 由 习题 6.64 以 及 习题 9.44 得 出 . 


9.61 ”这 里 的 想法 就 是 使 得 a “几乎 "是 有 理 的 . 设 忆 {a_k} = {2^{{2^{{2^k}}}}} 是 a 的 第 个 部 分 商 ， 又 
设 Pn=\frac{1}{2}{a_{m+1}}{g_m} ， 其 中 居 {q_m} = K({a_1}, \cdots ,{a_m}) 且 m 是 偶数 . 那么 

BF-0 < \left{ {{q_m}\alpha } \right\} < 1/K({a_1}, \cdots ,{a_{m + 1}}) < 
1/(2n) ， 而 且 如 果 我 们 取 
znu = {a_{m + 1}}/(4n) ， 就 得 到 一 个 PAgeqslant \frac{1}{4}{a_{m + 1}} 的 偏差 . 如 果 它 小 了 
z2{n^{1 - \varepsilon }} ， 我 们 就 会 有 zza_{m + 1} 八 varepsilon = O(q_m 人 {1 - \varepsilon }) ， 但 实际 上 
={a_ {m+1}}>q mA\{{2rm}}. 


扬 特 林 数 的 渐 近 估计 ， 可 见 参 考 文献 Canfield!48] ， 也 可 见 参考 文献 David 与 Barton[71， 第 


上 


9.62 ”有 关 两 利 
16 章 ]. 


9.63” 设 世 c= {\phi 人 {2 - \phi }}. 估计 式 记 cfnA{f\phi - 1}} + o({fnAf\phi -1}}) 是 由 Finel150] 证 明 的 .Ilan 

Vardi 指 出 ， 所 陈述 的 更 加 精密 的 估计 可 以 由 以 下 事实 推出 : 误差 项 ze(n) = f(n) - c{n^{\phi - 1}} 满足 渐 近 
zf{cADphi }{n^{2 - \phi }}e(n) \approx - \sum\nolimits_k {e(k)}[1 \leqslant k 

递归 式 < c{n^{\phi- 1}}]. 如 果 ziu(x + 1)=- u(x) ， 


zAfrac{{{n^{\phi - 1}uwnnnAn phi)y Ann} 
渐 近 地 满足 这 个 递归 式 . (Vardi 靖 想 ， 对 某 个 这 样 的 函数 有 


zs fo) = {n^{\phi- 1}}\left( {c+ u\left( {\frac{{\In \In n}}{{\In \phi }}} 
\right){{(\In n)}^{ - 1}} + O\left( {{{(\log n)}{ - 2}}} \right)} \right). 


有 关 这 个 问题 的 进一步 进展 已 经 由 Jean Luc Rémy 得 到 ， 见 Journal of Number Theory ，vol.66 (1997) ，1-28. 


对 小 的 n 计算 表明 ， 对 于 已 1 eqslant n eqslant 400 ， 除 了 
>f(273) = 39 > c \cdot {273^{\phi - 1}} \approx 38.4997 情形 之 外 ， 在 其 他 情形 (n) 都 等 于 离 

cfnAf\phi - 1}} 最 近 的 整数 . 但 是 ， 由 于 习题 2.36 中 的 结果 ， 小 的 误差 最 后 还 是 会 被 放大 . 例如 ， 
z-e(201636503) \approx 35.73,~~e(919986484788) \approx - 1959. 07. 


9.64 (由 关于 2{B_2}(x) 的 这 个 恒等式 ， 我 们 也 能 很 容易 地 用 对 m 的 归纳 法 推导 出 习题 9.58 中 的 恒 等 
式 .，) 如 果 z0 <x<1 ， 则 积分 zAint_{~x}{~1/2} {\sin N\pi t{\rm ms \pit} 可 以 表示 成 Y | 个 积分 之 
和 ， 每 个 积分 都 是 PO({NA{ - 2}}) ， 所 以 它 等 于 已 O((NA{ - 1}}) ， 这 个 0 所 列 涵 的 常数 有 可 能 依赖 于 zx. 
sumAN_{n=1lj\cos2n\pi t=\Re\left({\rm e}^{2\pi it}({\rm Ee 

it}-1)/({\rm e}^{2\pi it}-1)\right)=-\frac{1}{2}+\frac{1}{2Msin(2N+1)\pi 

对 恒等式 tNsin\pi t 积分 并 令 一 ce ， 现 
在 就 给 出 PAsum\nolimits_{n \geqslant 1} {(\sin 2n\pi x)/n} = \frac{\pi }{2} -\pix ， 这 是 欧 拉 己 经 知道 的 “I 
关系 式 DODD 和 光合 8 再 次 积分 就 得 到 所 要 的 公式 。 《这 个 解法 是 由 EMLE Wemuthe5 提供 
的 ， 欧 拉 原 来 的 推导 方法 不 符合 现在 的 严格 性 标准 . 


zs{a_0} + {a_l}{n^{ -1}} + {a 2}{n^{ -2}}+\cdots=1+{(n-1)A{- 
1}}\left( {{a_0} + {a_ 1}{{(m -DHA{ -1}} + {a 2}{{(n -1)}{ -2}}+ 


9.65 ”由 于 \cdots } \right) ， 我 们 得 到 递归 式 

z-{a_{m + 1}} = \sum\nolimits k 

{\left(\begin{matrix}m\k\end{matrix}\right){a_k}} ， 它 与 贝尔 数 的 递归 式 相 符 .， 从 
z.1/n - 1) \cdots On - m) = \sum\nolimits k 

而 {a_m}) = {\varpi_m}. 基于 {\begin{Bmatrix}k\m\end{Bmatrix}/{n^k}} 这 


事实 (由 (7.47) 得 出 ) ， 可 以 给 出 一 个 稍 长 但 内 涵 更 加 丰富 的 证 明 . 


9.66 ” 当 f 是 人 ,2,… 中 到 自身 的 一 个 随机 映射 时 ， 序 列 到 1,f(1),f\eft( {f(1)} \right), \cdots 中 不 同 元 素 的 
朋 望 Ws 题 9.56 中 的 函数 蕊 mathcal{fQ}) ， 它 的 值 是 区 frac{1}{2}sqrt {2\pi n} + O(1) ， 这 或 许可 
六 算是 对 出 现 因 子 FAsgqrt {2\pi n} 的 解释 . 


“这 一 悖 论 就 完全 建立 起 来 :极端 抽象 正 是 用 以 控制 我 们 思考 具体 事实 的 真正 武器 . ” 
一 一 A.N. 剑 特 海 B721 


9.67 ”已 知 En {\chi_n} \sim \frac{3}{2}{n 和 2}Nn \frac{4}{3} ， 常 数 轧 {{m elA{f - \pi /6}} 已 经 实际 验证 
到 8 位 有 效 数 字 . 


9.68 ”这 样 的 nn 或许 不 会 存在 例如， 如 果 对 某 个 整数 m 以 及 某 个 p20 < \varepsilon < \frac{1}{8} 有 
z{{\rm e} 人 {n- \gamma }} = m+ \frac{1}{2} + \varepsilon /m; 但 是 没有 已 知 的 反例 . 


附录 B 参考 文献 
BIBLIOGRAPHY 


这 里 列 出 了 本 书 参 考 的 著作 ， 右 边 的 数字 是 参考 文献 所 在 的 边栏 页 码 . 
已 发 表 问题 的 版 权 归 提供 解决 方法 者 所 有 ， 而 非 原始 问题 的 陈述 者. 
这 里 的 名 字 和 标题 尽 可 能 与 最 初 发 表 的 保持 一 致 . 

“这 篇 论文 弥补 了 文献 中 的 不 足 . ”一 一 Math. Reviews 


附录 C 习题 页 献 者 
CREDITS FOR EXERCISES 


本 书 中 的 习题 来 源 广泛 ， 除 了 连 出 题 者 也 会 认为 不 值 一 提 的 那些 很 简单 的 习题 之 外 ， 作 专 试图 追寻 已 
发 表 的 所 有 问题 的 来 龙 去 脉 . 
许多 习题 取 自 斯 坦 福 大 学 具体 数学 班级 的 考试 题 ， 助 教 和 主讲 教师 常 要 为 那些 考试 设计 新 的 问题 ， 所 以 在 
此 列 出 他 们 的 名 字 . 
年 份 指导 教师 助教 
970 Don Knuth ‘Vaughan Pratt 
L971 Don Knuth Leo Guibas 
1973 Don Knuth Henson Graves, Louis Jouaillec 
1974 Don Knuth Scot Drysdale, Tom Porter 
1975 Don Knuth Mark Brown, Luis Trabb Pardo 
1976 Andy Yao Mark Brown, Lyle Ramshaw 
977 Andy Yao ‘Yossi Shiloach 
1978 Frances Yao ‘Yossi Shiloach 
1979 Ron Graham Frank Liang, Chris Tong, Mark Haiman 
1980 Andy Yao Andrei Broder, Jim McGrath 
1981 Ron Graham Oren Patashnik 
1982 Ernst Mayr Joan Feigenbaum, Dave Helmbold 
983 Ernst Mayr Anna Karlin 
1984 Don Knuth Oren Patashnik, Alex Schiffer 
1985 Andrei Broder Pang Chen, Stefan Sharkansky 
1986 Don Knuth Arif Merchant, Stefan Sharkansky 


助教 会 议价 值 无 限 ， 我 是 说 真 的 了 不 起 . 


下 一 年 保持 同样 的 指导 教师 和 助教 队伍 . 
班会 记录 非常 好 ,而且 非常 有 用 . 


我 从 没有 “ 弄 懂 ”斯 特 林 数 . 


此 外 ，David Klarner (1971) 、Bob Sedgewick (1974) 、Leo Guibas (1975) 和 Lyle Ramshaw (1979) 都 
给 这 个 班 进行 过 六 次 以 上 的 讲座 . 助教 们 每 年 都 收集 这 些 详 尽 的 讲稿 ，} 讲 教师 编辑 ， 这 些 材料 是 本 
书 的 基础 . 


* 未 发 表 的 私人 通信 . 


译 后 记 
经 过 半年 多 的 艰苦 努力 ， 这 部 《具体 数学 》 中 文 译 稿 终于 完成 了 ! 


这 部 书 的 几 位 作者 都 是 各 自 领域 久负盛名 的 专家 .，R.L. Graham (万 立 恒 ) 是 加 利 福 尼 亚 大 学 圣地 亚 哥 分 
校 计算 机 科学 以 及 工程 系 Invin 和 Joan Jacobs 教 授 ， 他 在 数学 以 及 计算 机 的 多 个 领域 都 有 丰硕 的 成 果 .D.E. 
Knuth (高 德 纳 ) 是 斯 坦 福 大 学 荣誉 教授 ， 享 誉 世界 的 著名 计算 机 专家 ， 当 今 计算 机 上 广泛 使 用 的 数学 文 
ee a 他 的 长 入 巨著 The Art of Computer Programming (《 计 算 机 程序 设计 艺 
术 》， 现 已 出 版 前 三 卷 和 第 四 卷 的 第 一 部 分 为 他 赢得 “算法 分 析 之 父 * 的 美誉 .第 三 位 作者 O. Patashnik 

( 帕 塔 许 尼克 ) 也 是 一 位 计算 机 专家 ，1976 年 毕业 于 耶鲁 大 学 ，1980 年 进入 贝尔 实验 室 工作 ，1988 年 协助 
Graham 和 Knuth 完 成 了 《具体 数学 》 一 书 ，1985 年 与 L. Lamport 一 道 创立 了 文献 目录 系统 BibTeX，1990 年 
人 指导 下 获得 计算 机 科学 博士 学 位 ， 现 在 在 位 于 加 利 福 尼 亚 州 圣地 亚 哥 市 拉 荷 亚 的 通信 研究 中 心 工 


这 部 《具体 数学 》 是 当代 计算 机 科学 基础 方面 的 一 部 重要 著作 ， 也 是 一 部 极 好 的 教材 ， 其 内 容 由 作者 们 以 
及 若干 学 生 和 同行 多 年 来 在 斯 坦 福 大 学 以 及 其 他 多 所 大 学 开设 的 同名 课程 累积 而 成 ， 内 容 涉及 递归 式 、 和 
式 、 几 个 取 整 数值 的 画 数 、 初 等 数论 基础 、 二 项 式 系数 、 若 干 特殊 的 数 、 生 成 函数 方法 、 初 等 概率 论 以 及 
渐 近 分 析 初 步 等 ， 共 计 九 章 . 书 中 的 解说 深入 浅 出 ， 妙 趣 横生 ;习题 丰富 ， 层 次 分 明 ， 且 均 附 有 或 详 或 简 
的 解答 ; 书 末 还 附 有 非常 详尽 的 参考 文献 ， 可 供 有 兴趣 的 读者 进一步 研读 参考 .这 部 书 既 可 作为 计算 机 科 
学 基础 教学 ， 又 是 数学 、 计 算 机 等 专业 各 层次 研究 工作 者 颇 有 参考 价值 的 参考 书 ， 值 得 癌 读 者 广 为 推 荐 . 


这 部 书 中 在 许多 页 含有 页 边 涂鸦 ， 这 些 涂鸦 有 的 是 来 自 过 去 时 代 某 位 著名 学 者 的 手笔 ， 有 
评论 ， 这 些 涂鸦 或 平淡 ， ed 
1 、 德 语 、 法 语 以 及 较 早 时 代 的 英语 等 多 种 语言 ( 有 少 i 
， 译 者 虽然 早 就 懂得 语言 对 于 一 位 致力 于 科学 研究 的 工作 
9 过 ; 机 ”自从 末 学 习 过 拉 于 文 信 及 项 指 文 ”对 硝 晤 时代 的 甘 河 忒 天 新 所 g 雹 
书 在 语言 方面 也 成 了 译 者 有 生 以 来 翻译 过 的 最 感 困 企 ， 幸 好 有 原 书 前 两 位 作者 的 大 力 帮助 ， 
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是 Knuth 教 授 ， 耐心 地 回答 了 我 们 在 翻译 这 本 书 的 过 程 中 提出 的 无 数 问题 ， 才 终于 使 我 们 完成 了 这 周 
千 作 的 翻译 工作 此 ， 我 们 首先 要 向 作者 在 翻译 过 共 的 慷慨 帮助 表示 更 心 的 感谢 ! 此 外 ， 我 们 还 
要 向 家 人 表示 深 深 的 谢意 ， 他 们 为 我 们 的 翻译 工作 提 < 受 干扰 的 环境 和 安逸 的 生活 ， 使 我 们 的 工作 速 
度 有 了 可 靠 的 保证 . 最后， 我 们 还 要 向 这 本 中 文书 的 
力 文 持 和 鼓励 表示 感谢 . 图 灵 公 司 多 年 来 一 直 致 力 于 
作 过 多 次 ， 他 们 的 敬业 和 奉献 精神 同样 值得 赞赏 和 钦佩 ! 


顺便 指出 ， 译 者 在 本 书 的 翻译 过 程 中 发 现 的 个 别 错误 或 不 当 之 处 得 到 了 原作 者 的 确认 并 在 中 文 版 中 做 了 相 

正 . (作为 原作 者 的 事先 承诺 ，Knuth 教 授 还 慷慨 地 通过 他 的 秘书 给 译 者 寄 来 了 支票 ， 奖 励 所 发 现 的 
问题 ，) 此 外 ， 为 了 帮助 读者 理解 书 中 的 某 些 习 语 或 内 容 ， 我 们 在 认为 必要 的 地 方 添 加 了 译 者 注 ， 和 希望 能 
对 读者 有 所 帮助 ， 尽 管 尽 了 最 大 的 努力 ， 由 于 译 者 水 平 限制 ， 书 中 不 免 仍 会 有 不 足 甚 至 记 误 之 处 ， 欢 迎 读 
者 不 音 赐 教 . 来 信 可 发 送 至 myzhang@ecust.edu.cn . 


我 们 一 生 的 理想 是 ， 传 授 科 学 思想 ， 宣 传 民主 理念 ， 为 在 中 国 实现 民主 政治 和 强国 梦想 而 奋斗 ! 愿 这 部 
文 版 的 出 版 能 对 中 国学 生 和 数学 爱好 者 有 所 帮助 ， 也 算是 对 我 们 一 生理 想 的 一 点 小 小 的 贡献 吧 ! 
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门 在 编辑 和 出 版 这 部 中 文 版 的 过 程 中 所 给 予 的 大 
进 高 水 平 的 学 术 著 作 ， 我 们 已 与 他 们 愉快 地 合 
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您 对 本 书 内 容 有 疑问 ， 可 发 邮件 至 contact@turingbook.com， 会 有 编辑 或 作 译 者 协助 答疑 。 也 可 访问 


， 参 与 本 书 讨论 。 


电子 书 的 建议 或 问题 ， 请 联系 专用 客服 邮箱 : ebook@turingbook.com 。 


了 了 目 禹 4 手 必 


以 找到 我 们 ; 
@ 图 灵 教 育 : 好 书 、 活 动 每 日 播报 
@ 图 灵 社 区 : 电子 书 和 好 文章 的 消息 
@ 图 灵 新 知 : 图 灵 教 育 的 科普 小 组 
图 灵 访 谈 : ituring_interview， 讲 述 码 农 精彩 人 生 
图 灵 教 育 : turingbooks 


